LES  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS 


AUX 


DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


PARIS.  —  IMPRIMERIE   GAUTHIER-VILLARS, 

Quai  des  Grands-Augustins,  55. 


LES  SYSTÈMES   D'ÉQUATIONS 


AUX 


DÉRIVÉES    PARTIELLES 


PAR 


Charles  RIQUIER, 

PROFESSEUR    A    LA   FACULTÉ    DES    SCIENCES   DE    CAEN, 
LAURÉAT    DE    L'INSTITUT. 


PARIS, 
GAUTHIKK-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

l>t'     BURKAU     l>KS     LONGITUDES,     DE     l' ÉCOLE     POLYTECHNIQUE, 
55,  Quai  des  Grands-Auguslins,  55. 

1910 


P.  52 


Tous  droits  de  traduction  et  de  reproduction  réservés. 


PRÉFACE. 


Les  questions  relatives  à  la  Théorie  générale  des  systèmes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  ont  été  jusqu'ici  fort  peu 
étudiées;  en  me  livrant,  sur  certaines  d'entre  elles,  à  un  long  et 
attentif  examen,  j'ai  été  conduit  à  des  résultats  qui  m'ont  semblé 
dignes  d'intérêt,  et  que  j'ai  fait  connaître  successivement  à 
mesure  que  je  les  obtenais.  Toutefois,  la  dispersion  de  ces  tra- 
vaux dans  un  assez  grand  nombre  de  Recueils  divers,  la  confusion 
inévitable  qui  provient  du  fait  même  de  leur  dispersion,  enfin 
la  complication  parfois  extrême  de  raisonnements  que  j'ai 
ensuite  réussi  à  simplifier,  en  rendent  actuellement  l'étude 
fort  incommode.  J'ai  donc  pensé  qu'il  y  aurait  quelque  utilité  à 
les  réunir  tous,  ou  du  moins  les  plus  importants  d'entre  eux,  en 
un  même  exposé,  méthodiquement  ordonné;  c'est  ce  qui  m'a 
déterminé  à  écrire  le  présent  Ouvrage  :  bien  que  les  questions 
qui  s'y  trouvent  traitées  présentent,  en  raison  de  leur  géné- 
raUté,  des  difficultés  sérieuses,  j'ai  le  ferme  espoir  que  ceux  qui 
voudront  bien  le  lire  avec  quelque  attention  verront,  à  travers 
les  multiples  détails  de  l'exécution,  se  dessiner  nettement  l'en- 
semble des  résultats. 

I.  La  première  question  que  je  me  sois  efforcé  de  résoudre, 
lorsque  j'ai  entrepris  l'étude  des  systèmes  partiels  quelconques, 
est  celle  de  l'existence  même  de  leurs  intégrales.  Je  commen- 
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cerai  par  énumérer  les  quelques  travaux  antérieurs  où,  à  un 
point  de  vue  plus  ou  moins  général,  cette  même  question 
d'existence  se  trouve  étudiée. 

Gauch}'  parvint  le  premier,  en  considérant  les  cas  les  plus 
simples,  qui  se  présentent  tout  d'abord,  à  des  résultats  rigou- 
reusement démontrés.  Dans  les  Tomes  XIY,  XV  et  XYI  des 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  (1842  et  i843),  il 
prouve  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires,  en  précisant  ce  que  l'on  doit  entendre  par 
intégrales  générales  d'un  pareil  système;  puis  il  étudie  au 
même  point  de  vue  un  système  linéaire  de  m  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  impliquant  un  nombre  égal  de 
fonctions  inconnues, 

et  tel  qu'on  puisse  le  résoudre  par  rapport  aux  m  dérivées 
dW]^       ÔT^i  àw„i 

toutes  relatives  à  une  même  variable  t.  La  méthode  qu'il 
emploie,  sous  le  nom  de  Calcul  des  limites,  pour  démontrer  la 
convergence  des  développements  des  intégrales,  est  plus  connue 
aujourd'hui  sous  le  nom  de  Méthode  des  fonctions  majorantes  : 
le  principe  en  a  été  adopté,  après  lui,  par  presque  tous  les  géo- 
mètres qui  se  sont  occupés  de  ce  genre  de  questions. 

En  i856,  MM.  Briot  et  Bouquet,  dans  un  Mémoire  sur  les 
systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires  ('),  donnèrent 
une  démonstration  nouvelle  de  l'existence  de  leurs  inté- 
grales. 


(^)  Briot  et  Bouquet,  Mémoire  sur  les  fonctions  définies  par  les  équa- 
tions différentielles  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  (lahier  XXXVI). 
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En  1872,  le  même  point  fut  établi  pour  les  systèmes,  ditscom- 
plètement  intègrablcs,  d'équations  difïerentielles  totales,  et  trois 
géomètres,  MM.  Méray,  Bouquet  et  Mayer,  en  publièrent 
presque  simultanément  la  solution  ('). 

En  1870,  les  résultats,  encore  peu  connus,  de  Cauchy  sur  les 
systèmes  partiels  furent  démontrés  de  nouveau  par  M.  Dar- 
boux  et  par  M™^  de  Kowalevsky.  Cette  dernière  y  avait  été  con- 
duite par  la  considération  du  système  partiel  qui  porte  son  nom, 
système  composé  d'équations  en  nombre  égal  à  celui  des  fonc- 
tions inconnues,  et  tel,  qu'en  désignant  par 

9i,     92,     ■••,     ^g 

les  fonctions  dont  il  s'agit,  et  par 

a:,,     ATg,      .  .  . ,     kg 

les  ordres  respectifs  du  système  par  rapport  à  elles,  ce  dernier 
soit  résoluble  par  rapport  aux  dérivées 

toutes  relatives  à   une   même  variable  x.   Les  recherches  de 


(1)  MÉRAY,  Revue  des  Sociétés  savantes  {Sciences  mathématiques,  phy- 
siques et  naturelles,  t.  IIJ,  1868). 

MÉRAY,  Nouveau  Précis  d'Analyse  infinitésimale,  1872,  p.  i43. 

Bouquet,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  III, 
1872,  p.  265. 

Mayer,  Mathematische  Annalen,  t.  V,  1872,  p.  448,  et  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques,   i"  série,  t.  XI,  1876. 

Une  nouvelle  démonstration  du  même  point,  pour  laquelle  j'ai  prêté  ma 
collaboration  à  M.  Méray,  a  été  publiée  en  1889  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale  (Méray  et  Riquier,  Sur  la  convergence  des  développements  des 
intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  totales)]  elle  se  trouve 
reproduite  dans  l'Ouvrage  de  M.  Méray  ayant  pour  titre  :  Leçons  nouvelles 
sur  l'Analyse  infinitésimale  et  ses  applications  géométriques  (T*  Partie, 
p.  256  et  suiv.j. 
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M"'®  de  Kowalevsky  font  l'objet  d'un  Mémoire  publié  dans  le 
Journal  de  Crelle  (*);  M.  Darboux,  qui  avait  entrepris  de  son 
côté  une  recherche  analogue,  s'est  borné  à  indiquer  sa  démons- 
tration dans  deux  Notes  communiquées  à  l'Académie  des 
Sciences  (-). 

En  1880,  M.  Méray  publia  un  Mémoire  où  il  se  proposait  de 
démontrer  d'une  manière  générale  l'existence  des  intégrales  des 
systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  (^).  Comme  la  lec- 
ture approfondie  de  ce  Mémoire  a  été  le  point  de  départ  de  mes 
propres  travaux,  comme  j'ai  pu  me  convaincre  d'ailleurs  que 
son  contenu  est  ignoré  du  public  et  des  auteurs,  je  crois  devoir 
entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

M.  Méray  considère  d'abord  un  système  du  premier  ordre ^ 
résolu  par  rapport  à  un  certain  nombre  de  dérivées,  et  il  dis- 
tingue essentiellement,  pour  chaque  fonction  inconnue,  les 
variables  indépendantes  par  rapport  auxquelles  sont  prises  les 
dérivées  qui  figurent  dans  les  premiers  membres  du  système,  de 
celles  qui  sont  étrangères  à  la  formation  des  dérivées  dont  il 
s'agit;  les  premières  sont,  pour  lui,  les  variables  principales  de 
la  fonction  considérée,  les  dernières  ses  variables  paramé- 
triques, et  il  va  de  soi  qu'une  même  variable  peut  être  à  la  fois 
principale  pour  quelque  fonction  et  paramétrique  pour  quelque 
autre  ("*).  M.  Méray  partage  ensuite  les  dérivées  de  tous  ordres 
d'une  même  fonction  inconnue  en  param^étriques  et  en  prin- 
cipales, selon  que  les  différentiations  d'où  elles  proviennent  in- 


(1)  Tome  LXXX. 

(2)  Darboux,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXX, 
p.  101  et  3î7. 

(^)  MÉRAY,  Démonstration  générale  de  l'existence  des  intégrales  des 
équations  aux  dérivées  partielles  [Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  V  série,  t.  VI,  1880). 

(*)  Ibid.,  p.  237. 
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léressent  ses  seules  variables  paramétriques,  ou  bien,  soit  avec 
elles,  soit  sans  elles,  quelque  variable  principale  (').  Considé- 
rant enfin,  dans  un  système  de  cette  espèce,  un  groupe  quel- 
conque d'intégrales  ordinaires,  et  les  supposant  développées  par 
la  formule  de  Taylor  à  partir  de  valeurs  initiales  choisies  pour 
les  variables,  M.  Méray  nomme  détermination  initiale  de 
chaque  intégrale  la  fonction  de  ses  seules  variables  paramé- 
triques à  laquelle  elle  se  réduit  quand  ses  variables  principales 
prennent  leurs  valeurs  initiales  (^);  puis  il  fait  observer  que  les 
valeurs  initiales  de  ces  déterminations  et  de  leurs  dérivées  de 
tous  ordres  sont  respectivement  égales  à  celles  des  intégrales 
mêmes  et  de  leurs  dérivées  paramétriques  (^). 

Pour  disposer  nettement  les  équations  d'un  pareil  système,  il 
convient,  ajoute  M.  Méray,  de  les  écrire  dans  les  cases  d'un 
quadrillage  rectangulaire,  dont  les  lignes  correspondent  aux 
variables  indépendantes  et  les  colonnes  aux  fonctions  inconnues, 

en  plaçant  l'équation  qui  aurait,  par  exemple,  -r-  pour  premier 

membre,  dans  la  case  qui  appartient  à  la  fois  à  la  colonne  (w) 
et  à  la  ligne  {x)  :  le  Tableau  ainsi  formé  peut  contenir  des  cases 
vides  réparties  d'une  manière  quelconque,  et  ces  dernières 
sont,  pour  une  colonne  donnée,  en  nombre  égal  à  celui  des 
variables  paramétriques  de  l'inconnue  correspondante  ('').  Si, 
pour  fixer  les  idées,  on  désigne  par  w,  p,  w  trois  fonctions  incon- 
nues des  quatre  variables  indépendantes  x",  y,  z,  s,  et  que  l'on 
considère  un  système  du  premier  ordre  résolu  par  rapport  aux 

dérivées 

du        du       du       di'        dv       d^v 
dx       dy       dz        dy       ds'      dz^ 


(^)  MÉRAY,  toc.  cit.,  p.  .iSy. 

(2)  Ibid.,  p.  7.\'i. 

(3)  Ibid.,  p.  24'2. 

<*)  Ibid.,  p.  237  et  -xm. 
R. 
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la  seule  inspection  du  Tableau 


(0 


{a:) 


(/ 


(^-) 


{s) 


{u) 


(O 


(^) 


du  _ 
dx 

du 
dy 

Ty  —  -- 

du 

dz 

dv  _ 
ds 

construit  conformément  aux  indications  précédentes,  suffît  à 
faire  voir  :  i°  que  la  fonction  u  a  pour  variables  principales  x^ 
y^  z,  pour  variable  paramétrique  s,  et  pour  dérivées  paramé- 
triques toutes  celles  qui  intéressent  la  variable  s,  à  l'exclusion 
de  X,  y^  z\  1^  que  la  fonction  ç>  a  pour  variables  principales  y 
et  5,  pour  variables  paramétriques  x  et  j,  et  pour  dérivées 
paramétriques  toutes  celles  qui  intéressent  x  et  z^  à  l'exclu- 
sion de  y  et  s\  3°  enfîn,  que  la  fonction  w  a  pour  variable 
principale  z^  pour  variables  paramétriques  x^  y^  s,  et  pour 
dérivées  paramétriques  toutes  celles  qui  intéressent  x,  y^  s,  à 
l'exclusion  de  z.  Si  l'on  considère  maintenant  un  groupe  d'inté- 
grales, w,  p,  w,  de  notre  système,  et  que  l'on  désigne  par  Xq,  y^, 
Zq,  Sq  les  valeurs  initiales  choisies  pour  les  variables  indépen- 
dantes, les  déterminations  initiales  de  ces  intégrales  seront 
respectivement  :  la  fonction  de  ^  à  laquelle  u  se  réduit  pour 

.r  — ^0  =  /— /o=-—  -0=0, 

la  fonction  de  ic  et  ^  à  laquelle  p  se  réduit  pour 


7-/0  = 


o, 
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et  la  fonction  de  x^  /,  .9  à  laquelle  vv  se  réduit  pour 

5  —  ^0  =  0. 

Cela  étant,  M.  Méray  assujettit  les  seconds  membres  des  sys- 
tèmes qu'il  considère  à  une  certaine  restriction,  dont  l'énoncé 
importe  peu  (*),  mais  qui  entraîne  la  conséquence  capitale  sui- 
vante (^)  :  Si  aux  équations  du  système  donné  on  adjoint 
toutes  celles  qui  s' en  déduisent  par  de  simples  différentiations, 
ces  relations,  dites  primitives,  peuvent  être  rangées  dans  un 
ordre  de  succession  tel,  que  chacune  ne  contienne  dans  son 
second  membre  {outre  les  variables  indépendantes,  les  fonc- 
tions inconnues  et  leurs  dérivées  paramétriques^  que  des 
dérivées  principales  figurant  dans  les  premiers  membres  des 
relations  antérieures.  M.  Méray  conclut  de  là  que,  pour  re- 
construire en  entier  les  développements  parla  série  de  Taylor 
d'intégrales  que  Ton  sait  d'avance  exister,  il  suffit  de  connaître 
seulement  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  dérivées  para- 
métriques de  tous  ordres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  déter- 
minations initiales  de  ces  intégrales  (^);  car,  ces  déterminations 
étant  supposées  connues,  les  relations  primitives  permettent  de 
calculer  successivement  les  valeurs  initiales  de  toutes  les  dérivées 
principales.  Puis  il  aborde  le  problème  inverse,  et  il  cherche  si, 
réciproquement,  le  système  donné  admet  des  intégrales  ordi- 
naires ayant  pour  déterminations  initiales  respectives  des  fonc- 
tions, choisies  au  hasard,  de  leurs  divers  groupes  de  variables 
paramétriques  (*). 


(1)  Voici  quelle  est  cette  restriction:  En  désignant  par  u  et  v  deux 
fonctions  inconnues  quelconques,  aucune  dérivée  de  v  ne  figure  dans  les 
seconds  membres  des  équations  de  la  colonne  (m),  si  quelque  variable 
principale  de  v  est  paramétrique  pour  u  (Méray,  loc.  cit.,  p.  238). 

(2)  Ibid.,  \i.  289  et  240. 

(3)  Ibid.,  p.  242. 
(*)  Ibid.,  p.  243. 
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Or,  pour  que  les  intégrales  dont  il  s'agit  existent  effective- 
ment, il  faut  et  il  suffît,  comme  M.  Méray  le  fait  observer  (*)  : 
1°  que,  dans  le  calcul  des  valeurs  initiales  des  dérivées  princi- 
pales, il  y  ait  concordance  numérique  entre  les  diverses  expres- 
sions fournies  pour  chacune  d'elles  par  les  relations  primitives; 
2°  que  les  développements  des  intégrales,  construits  a  priori 
comme  nous  l'avons  indiqué,  soient  convergents.  —  Se  préoc- 
cupant d'abord  de  la  première  de  ces  conditions,  M.  Méray  par- 
tage en  deux  classes  bien  distinctes  les  systèmes  du  premier 
ordre,  dits  immédiats,  qui  font  l'objet  principal  de  son  Mémoire, 
et  il  les  nomme  passifs  ou  non  passifs,  suivant  que  la  concor- 
dance numérique  des  relations  primitives  y  a  lieu  pour  des 
données  initiales  quelconques  ou  seulement  pour  un  choix 
convenable  de  ces  dernières.  Après  avoir  formulé  les  conditions 
de  passivité  d'un  système  immédiat  (^  j,  il  s'occupe  en  dernier 
lieu  de  la  convergence  des  développements  des  intégrales,  et  il 
est  ainsi  conduit  à  l'énoncé  suivant  (^)  :  Tout  système  du  pre- 
mier ordre,  immédiat  et  passif,  est  complètement  intégrable, 
c'est-à-dire  admet  un  groupe  (^unique)  d'intégrales  ordinaires 
ayant  pour  déterminations  initiales  des  fonctions  arbitraire- 
ment choisies  de  leurs  variables  paramétriques.  Par  exemple, 
le  système  (i),  s'il  est  immédiat  et  passif,  admettra,  d'après  cet 
énoncé,  un  groupe  (unique)  d'intégrales  ordinaires,  w,  p,  cv,  se 
réduisant  respectivement  : 

u  à  une  fonction  donnée  de  s  pour 

V  à  une  fonction  donnée  de  x  ei  z  pour 

y  —  jo  =  .s-  — .Vo=o; 

(*)  MÉRAY,  toc.  cit.,  p.  245  et  25o. 

(2)  Ibid.,  p.  '245  et  suiv. 

(3)  Ibid.,  p.  249  et  suiv. 
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w  à  une  fonction  donnée  de  x^  y  et  s  pour 

Z  —  ZqT^O. 

On  voit  ainsi  qu'en  supposant  rigoureusement  établie  la  con- 
vergence des  développements  des  intégrales,  la  solution  géné- 
rale d'un  système  (du  premier  ordre)  immédiat  et  passif  dépend 
de  fonctions  (ou  constantes)  arbitraires  en  nombre  égal  à  celui 
des  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées. 

Finalement,  et  en  ce  qui  concerne  les  systèmes  différentiels 
quelconques,  M.  Méray  admet  que  de  simples  résolutions 
d'équations,  combinées  avec  des  différentiations  et  des  réduc- 
tions au  premier  ordre,  permettent  de  les  ramener  à  la  forme 
immédiate  passive  (^). 

Comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  la  lecture  approfondie  de  ce  Mé- 
moire a  été  le  point  de  départ  de  tous  mes  travaux  sur  les  sys- 
tèmes différentiels  partiels,  et  il  va  sans  dire  que,  dans  cette  étude^ 
j'ai  examiné  de  très  près  la  démonstration  de  la  convergence. 
Cette  dernière' m'ayant  paru  inexacte,  je  fis  part  de  mes  doutes 
à  M.  Méray,  qui  les  trouva  justifiés;  les  efforts  qu'il  fit  pour 
modifier  la  démonstration  le  conduisirent  même  à  la  décou- 
verte de  certains  cas  de  divergence  qu'il  ne  soupçonnait  pas 
d'abord  (^),  et  il  publia  en  1890,  avec  ma  collaboration,  un 


(')  Mkkav,  loc.  cit.,  p.  '236,  266,  '266. 

('-)  MÉHAV,   Comptes  rendus,  t.  GVI,  1888,  p.  648. 

Il  convient  de  rappeler  à  ce  propos  que  M"'*  de  Kovvalevsky  a,  la  première, 

attiré  l'attention  des  géomètres  sur  la  possibilité  de  cette  divergence  :   elle  a 

fait  voir  en  effet  {Journal  de  Crelle,  t.    LXXX)  que  si,  dans  l'équation  aux 

dérivées  partielles 

du  ^d'^u 

on  assujettit  l'intégrale  hypothétique  à  se  réduire,    pour  :p  =  o,  à  — >  son 

développement,  construit  a  priori,  est  divergent.  Le  très  intéressant  exemple 
étudié    par   M.  Méray    permet   de   constater  en  outre  que,    dans  un   système 
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nouveau  Mémoire  (*)  où  la  convergence  des  développements 
des  intégrales  se  trouvait  établie,  cette  fois,  d'une  façon  rigou- 
reuse, mais,  bien  entendu,  pour  une  partie  seulement  des  sys- 
tèmes immédiats  primitivement  étudiés.  Ce  Mémoire  est  repro- 
duit presque  en  entier  dans  un  Ouvrage  de  M.  Méray  paru 
quelques  années  après  (^),  et  il  y  est  accompagné  de  quelques 
indications  sommaires  sur  la  marche  générale  à  suivre  pour  trai- 
ter un  système  quelconque  (^);  la  conclusion  du  Mémoire 
de  1880  s'y  trouve,  naturellement,  modifiée,  et  M.  Méray,  au 
lieu  de  considérer  les  systèmes  immédiats  passifs  comme  le  type 
fondamental  auquel  peut  se  ramener  un  système  quelconque, 
assigne  1-e  même  rôle  aux  systèmes  imjnédiats  et  réguliers 
passifs,  qui  font  Tobjet  du  Mémoire  de  1890  :  malheureu- 
sement, cette  nouvelle  conclusion  n'est  pas  mieux  établie 
que  l'ancienne,  et,  à  moins  de  recourir  au  changement  des 
variables,  qu'on  doit,  à  mon  avis,  s'efTorcer  d'éviter,  il  me 
paraît  peu  probable  qu'elle  soit  exacte.  Quoi  qu'il  en  soit,  la 
connaissance  des  méthodes  de  M.  Méray  et  la  collaboration  que 
je  lui  ai  prêtée  m'ont  été,  pour  mes  recherches  personnelles, 
extrêmement  profitables  ;  nonobstant  une  erreur  dans  la  démons- 
tration de  la  convergence,  ses  travaux  ont,  dès  1880,  mis  en 
pleine  lumière  le  fait  suivant,  qui  se  trouvait  désormais  acquis  : 

Si  un  système  du  premier  ordre,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
sa  nature,  satisfait  à  la  double  condition  : 

résolu  par  rapport  à  certaines  dérivées  premières  des  inconnues,  la  divergence 
des  développements  peut  se  produire,  alors  même  que  les  seconds  membres 
ne  seraient  pas  d'ordre  supérieur  à  i. 

(1)  Méray  et  Riquier,  Sui-  la  convergence  des  développements  des  inté- 
grales ordinaires  d'un  système  d'équations  dijférentielles  par-tielles 
{Annales  de  l'Ecole  Normale,  janvier,  février  et  mars  1890). 

(2)  Méray,  Z/eçon5  nouvelles  sur  l'Analyse  infinitésimale  et  ses  appli- 
cations géométriques,  r'*  Partie,  p.  3 10  et  suiv. 

(3)  Ibid.,  p.  353  et  suiv. 
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I®  de  la  passivité, 

1^  de  la  convergence  des  développements  des  intégrales^ 

sa  solution  générale  dépend  de  fonctions  (ou  constantes) 
arbitraires  en  nombre  égal  à  celui  des  inconnues  qui  s'y 
trouvent  engagées. 

Dans  rintervalle  qui  sépare  la  publication  des  deux  Mémoires 
dont  je  viens  de  parler,  M.  Kônig  (')  avait  établi  les  conditions 
d'intégrabilité  complète  d'un  système  du  premier  ordre  de 
forme  telle,  qu'en  désignant  par 


les  fonctions  inconnues,  et  par 

/y»  /y»  rtf>  /y%  /y» 

u/j,       u^2i        •  •  •  •)       '^  ri       ^  r-ir-\i        •  '  •  1       '^n 

les  variables  indépendantes,  le  système  soit  résoluble  par  rapport 
aux  mr  dérivées  de  z^ ,  ^2,  . . . ,  ^„,  relatives  k  x^,  x^,  . .  . ,  ^^.  Ce 
type,  dans  lequel  rentrent  évidemment  les  systèmes  partiels 
étudiés  par  Cauchy  et  les  systèmes  d'équations  différentielles 
totales,  n'est  lui-même  qu'un  simple  cas  particulier  des  sys- 
tèmes étudiés  par  M.  Méray  et  moi  en  1890. 

Dans  une  Thèse  de  doctorat  publiée  en  1891  (-),  M.  Bourlet 
parvint  à  établir  qu'un  système  différentiel  quelconque  est 
réductible  à  une  forme  du  premier  ordre,  dans  laquelle  la  con- 
vergence des  développements  des  intégrales  est  assurée;  mais, 
sauf  des  cas  fortuits,  la  forme  dont  il  s'agit  n'était  point  passive. 


(^)  J.  KôNiG,  Ueber  die  Intégration  simultaner  Système  partieller 
Differentialgleichungen  mit  mehreren  unbekannten  Functionen  [Mathe- 
matische  Annalen,  t.  XXIII,  1884). 

(2)  BoL'HLET,  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  simultanées  qui 
contiennent  plusieurs  fonctions  inconnues  {Thèse,  avril  1891  ;  Annales  de 
V École  Normale,  1891). 


et,  par  suite,  ne  faisait  nullement  connaître  le  nombre  et  la 
nature  des  éléments  arbitraires  dont  dépendent  les  intégrales 
générales. 

Ainsi,  la  question  de  Texistence  des  intégrales  dans  un 
système  quelconque  était  encore  loin  de  se  trouver  résolue. 
Depuis  Tépoque  de  ma  collaboration  avec  M.  Méray,  j'y  avais 
sans  cesse  réfléchi,  et,  poursuivant  le  courant  d'idées  où  cette 
collaboration  m'avait  engagé,  je  m'efïbrçais  de  la  résoudre  en  la 
ramenant  au  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  système  différentiel  quelconque  (que  je  sup- 
posais ne  comprendre  qu'un  nombre  limité  d'équations),  le 
réduire^  sauf  constatation  éventuelle  d' incompatibilité ,  à  un 
système  du  premier  ordre  où,  se  trouve  réalisée  la  double  con- 
dition :  i'^  de  la  passivité;  2°  de  la  convergence  des  dévelop- 
pements des  intégrales. 

Toutefois,  pour  diverses  raisons  qu'il  serait  trop  long  d'indi- 
quer ici,  j'avais  été  induit  à  penser  qu'en  se  bornant  dès  le  début 
de  la  théorie,  comme  on  avait  coutume  de  le  faire,  à  la  considé- 
ration exclusive  des  systèmes  du  premier  ordre,  on  n'y  intro- 
duisait qu'une  simplification  apparente,  et  même,  à  certains 
égards,  une  nouvelle  complication.  J'avais  donc  résolu  de  ne 
m'attacher  en  premier  lieu  qu'à  la  découverte  d'une  forme 
canonique  complètement  intégrable,  sans  m'inquiéter  aucune- 
ment de  l'ordre  des  équations;  cette  forme  une  fois  obtenue, 
j'espérais  pouvoir  la  ramener  à  une  semblable  d'ordre  inférieur, 
et  par  suite  au  premier  ordre.  C'est  ce  qui  arriva  en  effet. 
En  1892,  je  réussis  à  opérer  la  réduction  d'un  système  quel- 
conque à  une  forme  complètement  intégrable,  et  l'année  sui- 
vante (1893)  je  substituai  à  celle-ci  une  forme  de  même  nature, 
mais  du  premier  ordre,  où  se  trouvaient  engagées,  avec  les 
inconnues  du  système  proposé,  quelques-unes  de  leurs  dérivées 
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à  titre  d'inconnues  adjointes  (*).  Il  va  sans  dire  que  V économie 
des  conditions  initiales,  évidente  dans  ce  dernier  système  en 
vertu  des  explications  données  plus  haut,  se  trouvait  par  là 
même  immédiatement  connue  dans  le  proposé,  et  que, 
dans  l'un  comme  dans  l'autre,  la  solution  générale  dépen- 
dait  de    fonctions    {ou  constantes)  arbitraires    en    nombre 

MO- 


(^)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  28  mars  1892,  27  février 
1893,  24  avril  1893.  —  Annales  de  l'Ecole  Normale,  1893.  —  Recueil  des 
Savants  étrangers,  t.  XXXII,  n"  3. 

(2)  J'insiste  sur  ce  point,  qui  semble  n'avoir  pas  été  très  bien  compris  de 
quelques  lecteurs  :  par  le  seul  fait  de  la  réduction  à  une  forme  passive  du 
premier  ordre  où  la  convergence  des  développements  des  intégrales  était 
assurée,  la  solution  générale  d'un  système  donné  devait,  comme  je  viens  de 
l'expliquer,  dépendre  finalement  de  fonctions  arbitraires  en  nombre  fini,  et 
ces  fonctions  se  dégager  d'elles-mêmes,  sans  que  j'eusse  besoin  de  m'en  in- 
quiéter autrement  :  mais  il  n'en  eût  pas  été  de  même  si  la  forme  à  laquelle 
j'aboutissais  en  dernier  lieu  eût  été  d'ordre  supérieur  au  premier.  Ainsi,  au 
début  d'un  Mémoire  publié  en  1894,  M.  Tresse  a  formulé  l'énoncé  suivant: 
Etant  donné  un  système  quelconque  d'équations  aux  dérivées  partielles, 
on  peut,  après  un  nombre  limité  de  différentiations  et  d' éliminations,  ou 
bien  montrer  qu'il  est  incompatible ,  ou  bien  le  mettre  sous  forme  d'un 
système  en  involution  (système  passif),  dont  la  solution  générale  dépend 
alors,  suivant  les  cas,  de  fonctions  ou  de  constantes  arbitraires  (Acta 
mathematica,  1894,  p.  9).  Or,  en  supposant  établie  la  convergence  des 
développements  des  intégrales  (partie  de  la  question  que  M.  Tresse  ne  se 
proposait  pas  d'examiner),  il  ressort  uniquement  de  sa  démonstration  que, 
pour  déterminer  un  groupe  d'intégrales  ordinaires  de  ce  système  en  involution, 
dont  l'ordre  est  quelconque,  on  peut  se  donner  arbitrairement  certaines 
portions  de  leurs  développements  respectifs,  c'est-à-dire  que  la  solution 
générale  du  système  dépend  de  constantes  arbitraires,  en  nombre  le  plus 
souvent  infini,  et  qui,  dans  le  cas  général,  ne  se  grouperont  pas  d'une  façon 
évidente  en  un  nombre  fini  de  fonctions  également  arbitraires.  J'ajoute  que 
M.  Tresse  me  semble  avoir  laissé  dans  l'ombre  certains  points  importants,  et 
n'avoir  pas  montré,  par  exemple,  comment  on  peut,  à  l'aide  d'un  nombre 
limité  d'opérations,  s'assurer  si  les  conditions  d'intégrabilité  d'un  système 
donné  se  trouvent  ou  non  satisfaites. 
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Trois  ans  après,  en  1896,  M.  Delassus  ('),  à  Taide  d'une 
méthode  toute  difï'érente,  essentiellement  basée  sur  le  change- 
ment des  yariables,  donna  une  deuxième  solution  du  problème 
dont  je  m'étais  occupé  :  il  réduisit  tout  système  diflérentiel  à 
une  forme  complètement  intégrable,  et,  dans  un  énoncé  trop 
long  pour  être  rapporté  ici  (-),  il  indiqua  en  détail  les  fonctions 
et  constantes  arbitraires  dont  se  trouvait  dépendre,  après  cette 
réduction,  la  solution  générale  (^). 

II.  Bien  qu'il  fût  désormais  acquis  que  la  solution  géné- 
rale d'un  système  quelconque  d'équations  aux  dérivées  partielles 
dépend  (sauf  le  cas  d'incompatibilité)  de  fonctions  ou  constantes 
arbitraires  en  nombre  fini,  il  n'en  était  pas  moins  intéressant  de 
poursuivre  l'étude  approfondie  des  questions  d'existence,  et  de 
chercher  soit  à  simplifier,  soit  à  généraliser  les  règles  déjà 
obtenues. 

La  première  simplification  que  je  réussis  à  opérer  se  rapporte 
à  l'économie  des  conditions  initiales  et  à  la  manière  de  la  fixer. 
Au  lieu  d'avoir  recours,  comme  je  l'ai  indiqué  plus  haut,  à  une 
réduction  au  premier  ordre,  d'un  mécanisme  assez  compliqué, 
je  substituai  à  ce  procédé  une  méthode  directe  et  tout  élé- 
mentaire, dont  l'emploi  permet  d'abréger,  dans  une  mesure 
considérable,  et  les  raisonnements  de  la  théorie,  et  les  calculs 
de  la  pratique  (  '). 


(*)  Delassus,  Extension  dit  théorème  de  Cauchy  aux  systèmes  les  plus 
généraux  d'équations  aux  dérivées  partielles  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, 1896). 

(2)  Ihid.,  1896,  p.  461  et  462. 

(3)  J'ai  fait  voir  ailleurs  que  les  systèmes  canoniques  définis  et  étudiés  par 
M.  Delassus  se  trouvent  contenus,  comme  cas  particulier,  dans  ceux  que 
j'avais  définis  et  étudiés  en  1893  (voir  Acta  mathematica,  t.  XXIII,  p.  829 
et  33o). 

(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,    3i    mai   1898.    —    Sur 
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Vers  la  même  époque,  l'étude  de  la  forme  canonique  que  j'ai 
nommée  orthonome  (^),  comprenant  comme  cas  particulier 
celle  que  j'avais  considérée  antérieurement,  me  conduisit  à  géné- 
raliser le  théorème  d'existence  relatif  à  cette  dernière  :  ainsi 
qu'on  le  verra  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  la  définition  de  la 
forme  orthonome  et  ses  propriétés  ont  pour  base  essentielle  la 
considération  des  cotes,  qui  m'a  été,  dans  toutes  mes  recherches, 
d'une  utilité  capitale. 

Tout  récemment  enfin,  j'ai  pu  établir  des  théorèmes  d'exis- 
tence se  rapportant  à  des  formes  plus  générales  encore,  et 
obtenir  en  même  temps,  pour  les  conditions  d'intégrabilité, 
une  règle  notablement  plus  avantageuse  (^).  Deux  exemples 
bien  simples  suffiront  à  donner  une  idée  de  ce  double  progrès. 

Supposons  d'abord  qu'un  système  différentiel,  impliquant 
une  fonction  inconnue,  w,  des  variables  indépendantes^,  y,  . . ., 
ait  pour  premiers  membres  toutes  les  dérivées  d'ordre  m  de  w, 
les  seconds  membres  ne  contenant,  avec  les  variables  x^  y^  . . . , 
que  l'inconnue  u  et  ses  dérivées  d'ordre  inférieur  à  m.  Pour 
former  les  conditions  d'iniégrabilité  d'un  pareil  système,  il  suf- 
fit, d'après  la  règle  simplifiée  à  laquelle  j'ai  fait  allusion, 
d'adjoindre  aux  équations  qui  le  composent  celles  qui  s'en 
déduisent  par  des  différentiations  premières,  et  d'opérer,  dans 
le  système  résultant,  l'élimination  des  dérivées  d'ordres  m 
et  m -f- I .  Or,  il  fallait,  d'après  l'ancienne,  adjoindre  aux 
équations  proposées  toutes   celles  qui  s'en  déduisent  par  des 


une  question  fondamentale  du  Calcul  intégral^  i'"  Partie  {Acta  niathe- 
matica,  t.  XXIII,  1899). 

(1)  Sur  une  question  fondamentale  du  Calcul  intégral,  •2'^  et  3"  Parties. 

(')  Sur  l'existence,  dans  certains  systèmes  différentiels,  des  intégrales 
répondant  à  des  conditions  initiales  données  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, 1904).  —  Sur  les  conditions  d'iniégrabilité  complète  de  certains 
systèmes  différentiels  [Annales  de  l'Ecole  Normale,  1907). 
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différentiations  d'ordres  i,  2,  ...,  m,  et  opérer  ensuite  Téli- 
mination  des  dérivées  d'ordres  m,  m-hi,  ...,  im  :  on  se 
trouvait  ainsi  conduit,  par  un  calcul  beaucoup  plus  long,  à 
un  ensemble  de  conditions  dont  un  grand  nombre  étaient  su- 
perflues. 

Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

d^  u  ^f  du    du    du    d^  u^ 


dxdy      ^  \    '  ^'     '  dœ    dy    da.''     dy' 

OÙ  u  désigne  une  fonction  inconnue  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y,  il  s'agisse  de  déterminer  un  ensemble  de  condi- 
tions suffisantes  pour  l'existence  d'une  intégrale  ordinaire  répon- 
dant à  des  conditions  initiales  données,  de  la  forme 

M=i9(j)      pour     ^  =  ^0, 

du 

—  =^{a^)     pour     7=7o. 

En   désignant  par  A  et  B   les  dérivées  partielles   du  second 

membre  /  relatives  à -p^  et  ^  respectivement,  et  par  Ao,  B^ 

les  valeurs  numériques  initiales  de  A,  B,  on  a  successivemertt 
assigné  comme  condition  suffisante  à  l'existence  de  l'intégrale  : 
i^  La  nullité  identique  des  deux  fonctions  A  et  B.  [Ce  résultat 
se  trouve  contenu,  comme  cas  particulier,  dans  les  recherches 
publiées  par  M.  Méray  en  1890  avec  ma  collaboration  (^  ).] 


(1)  L'équation 
,  ,,  d^u         ^/  au    du\ 

se  ramène  en  effet  au  systènne  différentiel  du  premier  ordre 

du  .  du'y        .(  du       , 

dy  ^  âx        -^  \     '-^  '     '  dx       ^ 


2^  La  nullité  identique  de  l'une  ou  de  l'autre  des  fonc- 
tions A,  B.  [C'est  là  une  application  particulière  des  recherches 
que  j'ai  publiées  en  ICS93  ('),  ou  de  celles  qui  ont  paru  peu 
après  sur  les  systèmes  orthonomes.] 

3°  La  simple  inégalité  numérique 

mod(A,BJ<^. 

[C'est  là  une  application  particulière  de  mes  recherches  les  plus 
récentes  (-).] 


lequel  est  immédiat,  sem,i-régulier  et  passif.  {Voir  à  ce  sujet  le  Mémoire 
déjà  cité  de  MM.  Méray  et  Riquier.) 

Dans  un  Mémoire  célèbre  publié  en  1890  {^Mémoire  sur  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles  et  sur  la  méthode  des  approximations 
successives  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4*  série,  t.  V)], 
M.  Emile  Picard  considère  cette  même  équation  (i'),  et  il  démontre,  par  la 
méthode   des   approjtimations   successives,  dont  il   est  l'auteur,  l'existence  de 

l'intégrale  u  déterminée  par  la  double  condition  que   w   et  — ■  prennent  sur 

une  courbe  donnée  G  des  valeurs  données.  En  raison  de  la  forme  choisie 
pour  les  conditions  initiales,  ce  résultat  nous  semble  devoir  être  rapproché, 
non  du  précédent,  mais  plutôt  de  celui  qu'on  obtient  par  l'application  du 
théorème  de  M™*=  de  Kowalevsky  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  :  si  l'on  désigne  en  effet  par  x  —  g{y)  l'équation  de  la  courbe  G,  qu'on 
effectue  sur  l'équation  (1')  le  changement  de  variables 

x'=^x  —  g{y),        y  =  y, 

et  qu  on  résolve  1. équation  transformée  par  rapport  a  -r—q^  on  se  trouve 
ramené  à  intégrer  cette  dernière  avec  des  conditions  initiales  de  la  forme 

(•)  Annales  de  l'École  Normale,   1893. 

(2)  Annales  de  l'École  Normale,  1904.  Je  dois  ajouter  que,  dans  une  Note 


PREFACE. 


On  peut  juger,  par  ce  simple  rapprochement,  de  l'extension 
progressivement  donnée  aux  théorèmes  d'existence. 

Une  dernière  étude  à  laquelle  conduisent  naturellement  les 
précédentes  consiste  à  comparer,  dans  deux  formes  complète- 
ment intégrables  provenant  d'un  même  système  différentiel,  le 
nombre  et  la  nature  des  éléments  arbitraires  que  comportent  les 
conditions  initiales  :  les  quelques  résultats  intéressants  que  m'a 
semblé  fournir  cette  comparaison  ont  fait  l'objet  d'un  Mémoire 
publié  en  1902  (  '). 

Toutes  les  questions  générales  que  je  viens  d'indiquer  som- 
mairement se  trouvent  exposées  en  détail  dans  les  Chapitres  V, 
VI,  VU,  IX,  X  et  XIV  du  présent  Ouvrage.  Diverses  particu- 
larités intéressantes  sont  à  signaler  dans  le  cas  où  les  conditions 
initiales  du  système  donné  présentent  la  disposition  que  j'ai 
qualifiée  de  régulière  (^)  :  elles  font  l'objet  du  Chapitre  XII.  Le 
lecteur  trouvera  enfin  dans  le  Chapitre  XI,  à  titre  d'application, 
l'étude  de  deux  systèmes  particuliers  d'équations  aux  dérivées 
partielles  :  Tun  se  rapporte  à  la  théorie  des  déformations  finies 
d'un  milieu  continu  dans  l'espace  à  n  dimensions,  l'autre  à  la 
détermination  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  orthogo- 
nales à  n  variables  (^). 


communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  le  2  novembre  1897,  M.  Goursat 
avait  indiqué  comme  condition  suffisante  pour  l'existence  de  l'intégrale  la 
nullité  numérique  de  l'une  ou  l'autre  des  valeurs  initiales  Aq,  Bq. 

(')  Sar  le  degré  de  généralité  d'un  système  différentiel  quelconque 
{Acta  mathematica,  t.  XXV). 

(2)  Sur  les  systèmes  différentiels  réguliers  {Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Marseille,  t.  XIV,  fasc.  4). 

(3)  Sur  l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
auquel  conduit  l'étude  des  déformations  finies  d'un  milieu  continu 
{Annales  de  l'Ecole  Normale,   igoS). 

Sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  auxquels  con- 
duisent :  1°  l'étude  des  déformations  finies  d'un  milieu  continu  dans 
l'espace  à  n  dimensions  ;  1"  la  détermination  des  systèmes  de  coordonnées 
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III.  Parmi  les  systèmes  différentiels  auxquels  s'applique  Tun 
ou  l'autre  des  théorèmes  d'existence  dont  on  trouvera  plus  loin 
l'exposé,  il  était  intéressant  de  rechercher  quels  sont  ceux  dont 
l'intégration  se  ramène  à  celle  d'équations  différentielles  totales. 
Tel  est  l'objet  du  Chapitre  XIII,  que  l'on  peut  résumer  comme  il 
suit  : 

Si  l'ensemble  des  éléments  arbitraires  figurant  dans  les  con- 
ditions initiales  ne  renferme,  avec  un  nombre  quelconque  de 
constantes,  qu'une  seule  fonction  d'un  nombre  quelconque  de 
variables,  la  recherche,  dans  le  système  proposé,  d'intégrales 
ordinaires  répondant  à  des  conditions  initiales  données,  se 
ramène  à  deux  intégrations  successives,  savoir  :  i"  celle  d'un 
système  complètement  intégrable  d'équations  différentielles  to- 
tales, variable  avec  le  choix  des  conditions  initiales;  2°  celle 
d'un  système  linéaire  et  complètement  intégrable  d'équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  indépendant  du  choix 
dont  il  s'agit,  et  qui,  bien  que  les  fonctions  inconnues  s'y 
trouvent  en  nombre  généralement  supérieur  à  i ,  peut  se  traiter 
par  la  méthode  classique  de  Jacobi  (^  ). 


curvilignes  orthogonales  à  n  variables  (Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  9  décembre  1907). 

Je  rappellerai  que  la  détermination  des  coordonnées  curvilignes  ortho- 
gonales à  n  variables  a  été,  il  y  a  quelques  années,  proposée  comme  sujet  de 
concours  pour  le  prix.  Bordin,  et  qu'aucun  des  Mémoires  soumis  au  jugement 
de  l'Académie  des  Sciences  n'a  fourni  une  solution  complète  de  cette  question. 
Voir  à  ce  sujet  le  Rapport  inséré  dans  les  Comptes  rendus  (séance  du 
18  décembre  1899). 

(*)  Sur  les  systèmes  différentiels  dont  l'intégration  se  ramène  à  celle 
d'équations  différentielles  totales  {Annales  de  l'École  Normale,  1901).  Dans 
le  cas  où  le  système  (complètement  intégrable)  donné  satisfait  à  la  double  con- 
dition d'être  du  premier  ordre  et  de  n'impliquer  qu'une  seule  fonction  inconnue, 
la  recherche  de  l'intégrale  particulière  répondant  à  une  condition  initiale 
donnée  se  ramène,  non,  comme  dans  le  cas  général,  à  deux  intégrations  suc- 
cessives, mais  simplement  à  la  seconde  des  deux. 
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Ce  résultat  a  été  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences 
le  21  novembre  1898.  Au  commencement  de  la  même  année, 
M.  Beudon  avait  formulé  un  résultat  analogue  ('),  et  j'avais 
moi-même,  quatre  ans  auparavant  (^),  examiné  le  cas  où  le 
système  considéré  est  du  premier  ordre  :  le  lecteur  verra,  au 
Chapitre  XIII,  combien  peu  il  diffère  du  cas  général. 

11  va  sans  dire  que  la  démonstration  exposée  s'applique,  en 
particulier,  au  cas  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  non  linéaire  :  il  en  résulte,  pour  traiter  l'équation 
dont  il  s'agit  et  en  ramener  l'intégration  à  celle  du  système  bien 
connu  d'équations  différentielles  ordinaires,  une  méthode  nou" 
velle,  différente  de  celles  qu'ont  données  Jacobi,  Lagrange  et 
Cauchy. 

IV.  Dans  les  questions  relatives  à  l'existence  des  intégrales, 
on  se  borne  le  plus  souvent  à  démontrer  qu'en  désignant  par^^o, 
jKoî  •  •  •  ^6s  valeurs  initiales  des  variables  indépendantes  a?,  y,  . . ., 
il  existe  certains  développements,  entiers  en  ^  —  XQ^y  ~  Yoi  •  •  •? 
dont  les  sommes  vérifient  identiquement  les  équations  aux 
dérivées  partielles  proposées.  Une  étude  fort  intéressante,  dans 
les  cas  où  elle,  est  possible,  consiste  à  prolonger  analytique - 
ment  les  intégrales  ainsi  obtenues,  c'est-à-dire  à  délimiter, 
autour  des  domaines  de  convergence  primitivement  assignés  à 
leurs  développements  fondamentaux,  certaines  régions,  plus  ou 
moins  étendues,  où  elles  soient  calculables  par  cheminement  : 
mais  les  cas  où  l'on  a  pu  jusqu'à  présent  y  réussir  sont  extrême- 


(p)  Beudon,  Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences,  3i  janvier  1898. 
Voiî'  aussi  les  Annales  de  l'Ecole  Normale  {Sur  des  systèmes  d'équations 
aux  dérivées  partielles  analogues  aux  systèmes  du  premier  ordre,  1898), 
et  le  Journal  de  Mathématiques  (Sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles  analogues  aux  systèmes  du  premier  ordre  en  involution,  1899). 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  3o  juillet  1894. 
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ment  restreints.  J'ai  toutefois  signalé  à  l'Académie  des  Sciences 
un  résultat  de  ce  genre  (^),  et  mon  intention  première  était  d'en 
joindre  ici  l'exposé  à  celui  des  recherches  que  je  viens  de  résu- 
mer; mais  la  crainte  d'allonger  démesurément  un  Ouvrage  déjà 
fort  étendu  m'en  a  finalement  détourné.  Le  lecteur  qui  désirerait 
prendre  connaissance  de  ce  résultat  voudra  bien  se  reporter  à 
quelques  travaux  récemment  publiés  (-). 

V.  Des  quatorze  Chapitres  qui  vont  suivre,  quelques-uns, 
comme  leurs  titres  l'indiquent  (Ghap.  I,  II,  III,  ÏV  et  VIII), 
traitent  de  questions  qui  sont  en  quelque  sorte  du  domaine 
public.  Si  j'ai  tenu  néanmoins  à  en  faire  ici  l'exposé,  c'est  dans 
le  but  de  rendre  l'Ouvrage  accessible  à  un  plus  grand  nombre 
de  jeunes  lecteurs  :  peut-être,  en  supposant  ces  questions 
connues,  aurais-je  eu  lieu  de  craindre  que  certains  d'entre  eux, 
faute  de  notions  précises  sur  quelque  point  fondamental,  ne 
fussent  insuffisamment  préparés  à  aborder  les  Chapitres  où  se 
trouvent  exposés  des  résultats  nouveaux.  Tel  qu'il  est  au  con- 
traire, l'Ouvrage  peut,  je  crois,  se  suffire  à  lui-même  :  sa  lecture 
exige,  il  est  vrai,  un  esprit  exercé  et  une  attention  soutenue, 
indispensables  pour  bien  saisir,  à  travers  la  complication  des 
détails,  l'unité  de  la  méthode  et  des  résultats  ;  mais  les  connais- 
sances positives  dont  elle  nécessite  l'acquisition  sont,  comme  on 
le  verra,  fort  peu  étendues  (^  ). 


(1)  Comptes  rendus,  23  décembre  1901. 

(2)  Sur  le  calcul  par  cheminement  des  intégrales  de  certains  systèmes 
différentiels  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  1908 ). 

Sur  quelques  principes  généraux  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  (907,  p.  i36  à  lyj). 

{^)  Strictement,  elles  se  réduisent  à  ceci  :  i^  les  règles  du  calcul  algébrique 
élémentaire,  et  la  règle  de  convergence  des  variantes  réelles  simples,  énoncée 
sans  démonstration  au  n"  G  (le  tout  impliquant  l'ensemble  des  considérations 
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Pour  tout  ce  qui  a  rapport  à  la  définition  et  aux  premières 
propriétés  d^s  fonctions  analytiques,  j'ai  adopté,  dans  ce  qu'il 
a  d'essentiel,  le  point  de  vue  de  M.  Mérày,  qui  consiste,  comme 
on  sait,  à  faire  reposer  la  théorie  générale  de  ces  fonctions 
sur  les  propriétés  des  séries  entières  ('),  et  qui  m'a  paru  se 
prêter  mieux  que  tout  autre  à  Tétude  des  questions  dont  je  me 
suis  occupé.  Je  crois  devoir  ajouter  toutefois  que  sa  méthode, 
telle  qu'il  l'a  exposée,  donne  lieu,  selon  moi,  à  certaines  objec- 
tions, et  ne  m'a  pas  semblé  présenter  en  toute  circonstance 
toute  la  commodité  désirable  :  c'est  ce  qui  m'a  conduit  à  en 
modifier  divers  détails.  Je  ne  manquerai  pas  de  signaler,  en 
leur  lieu  et  place,  les  quelques  emprunts  faits  à  l'Ouvrage 
didactique  de  M.  Méray,  comme  aussi,  le  cas  échéant,  les  modi- 
fications introduites. 

J'attire  enfin  l'attention  du  lecteur  sur  ce  fait,  que  jamais, 
dans  les  études  qui  vont  suivre  sur  les  systèmes  différentiels, 
aucune  hypothèse  n'intervient  relativement  à  la  nature  réelle  ou 
imaginaire  des  variables  qui  s'y  trouvent  engagées  (^)  :  j'ai  pu,  en 
effet,  pour  toutes  les  questions  traitées,  adopter  un  mode  d'ex- 
position s'appliquant  indifféremment  à  l'un  et  à  l'autre  cas. 

Je  dois,   en  terminant,  et  c'est  pour  moi  un  bien  agréable 


relatives  à  la  généralisation  progressive  de  l'idée  de  nombre)  ;  1°  les  propriétés 
classiques  des  déterminants  et  des  équations  linéaires.  Les  applications  trai- 
tées dans  le  Chapitre  XI  exigent,  en  outre,  quelques  notions  élémentaires 
sur  la  théorie  algébrique  des  formes  quadratiques. 

(1)  Dans  la  Préface  àe^es  Leçons  nouvelles  (p.  i4et  i5),  M.  Méray  fait  remar- 
quer que  Lagrange,  il  y  a  un  siècle,  avait  entrevu  la  possibilité  de  cette  déduc- 
tion, et  qu'Abel,  quelques  années  plus  tard,  en  posa  le  premier  fondement  [Abel, 

Recherche  sur  la  série  iH x  -{ x^  -\-  . . .    (Journal  de  C  relie, 

I  1.2  ^ 

t.  I.  1826)]. 

(2)  Sauf,  incidemment,  dans  une  application  particulière  destinée  à  éclairer 
les  théories  générales.  Voir  les  n"*  183  et  184. 
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devoir,  adresser  l'expression  de  ma  vive  reconnaissance  aux 
Savants  qui  m'ont  fait  l'honneur  de  s'intéresser  à  mes  travaux, 
et  dont  la  sympathie  m'a  été  si  précieuse;  à  M.  Bayet,  le  chef 
éminent  de  notre  Enseignement  supérieur,  qui  a  bien  voulu  en- 
courager la  publication  de  cet  Ouvrage;  à  M.  Gauthier-Yillars, 
dont  les  presses  admirables,  toujours  au  service  de  la  Science, 
en  ont  assuré  d'une  façon  irréprochable  l'exécution  matérielle. 

Charles  Riquier. 


LES  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS 


DÉRIVÉES  PARTIELLES 


CHAPITRE  I. 

CONTINUITÉ  (1). 


Espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions;  régions  limitées; 
régions  complètes. 

1.  JNous  nommerons  point  à  n  coordonnées  tout  système  de  va- 
leurs particulières  attribuées  aux  /?  variables  réelles  x^  y^  ...,  et 
espace  à  n  dimensions  Tensemble  de  tous  les  points  à  n  coordonnées  ; 
cet  espace  sera  souvent  désigné  parla  notation    \x\  y^  •  •  •]     (")•  . 

La  distance  des  deux  points 

est,  par  définition,  la  racine  carrée  arithmétique  (c'est-à-dire  non  né- 
gative) de  la  quantité 

(^1— 3^2)-  + (ri— ^2  )-  +  •••; 

si,  notamment,  il  n  j  a  qu'une  seule  variable  réelle,  x^  la  distance  des 


(•)  Voir  les  deux  Mémoires  intitulés  :  Sur  les  fonctions  continues  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  (Annales  de  l'École  Normale^  "890);  5a/'  quelques  prin- 
cipes généraux  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  {Annales  delà  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1906  et  1907). 

(')  Nous  généraliserons  plus  loin  (  n»  15)  le  sens  de  la  notation  j  [x,  y,  . . .]]  pour 
l'étendre  au  cas  où  les  variables  x,  y,  ...  sont  imaginaires. 

H. 
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deux  points  a;,,  .rj  est  égale  au  module  de  la  différence  ^,  — ^2  (  '  ). 

Pour  que  deux  points  soient  identiques,  c'est-à-dire  pour  que  leurs 
coordonnées  semblables  soient  respectivement  égales,  il  faut  et  il  suffît 
que  leur  distance  soit  nulle. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  souvent  les  points  {x^y^  "')i 
(jc,,  jKn  .  •  •)'  (-^î,  y^i  ■'•)•,  '  •  '  P^^  de  simples  lettres,  «,  a,,  a^^  . . ., 
et  les  distances  mutuelles  de  ces  points  par  «a,,  ««2,  ciiCia-,  •••• 

2.  Dans  l'espace  à  n  dimensions,  on  a  souvent  à  considérer,  à 
l'exclusion  de  tous  les  autres  points,  ceux  dont  les  coordonnées 
satisfont  à  telles  ou  telles  conditions,  d'une  nature  absolument 
quelconque  d'ailleurs;  leur  ensemble  constitue  ce  qu'on  appelle  une 
région  de  l'espace  à  n  dimensions. 

Nous  établirons  tout  d'abord  la  proposition  suivante  : 

Dans  l'espace  à  n  dimensions  (n^  1),  si  la  distance  de  quelque 
point  fixe  de  cet  espace  à  un  point  variable  d'une  région  donnée  11 
reste  toujours  inférieure  à  quelque  constante  positive,  tout  point 
fixe  jouit  par  rapport  à  %  de  la  même  propriété  :  la  région,  en 


pare] 


1  cas,  est  dite  limitée. 


1.  La  distance  de  deux  points  quelconques  est  comprise  entre 
la  somme  et  la  différence  de  leurs  distances  à  un  même  troi- 
sième (et  peut  parfois  atteindre  l'une  ou  l'autre  de  ces  valeurs 
extrêmes). 

Si  l'on  considère  les  points  a,,  «2^  <^-f3  (11"  l)^  et  qu'on  pose,  pour 
abréger, 

a?2  — .r,  =  ^2,         y2  —  y\  =  r\i,  ..., 


on  a 


«,«3  =  (^2—  ^3)2+  (JK2  — J3)^  +  .  . 


=  (^2    -    ^3)^-('r,2-7)3)2  +  ... 

d'où  résulte  que  le  carré  de  la  distance  a^a^^  ne  peut  excéder  l'inter- 


(')  Nous  appelons  module  d'une  quantité  réelle  ce  qu'on  nomme  habiLuellenient 
valeur  absolu    de  cette  quantité. 


CONTINUITE.  3 

valle  des  deux  quantités 

«1».^-+-  ai«3—  2  raod(^2b-+-^2'n3  +  -  •  Oi 
«t  «2  -+-  «taj-l-  2  mod(^2^3-H  ■^ia'.a-t--  •  •)• 
De  la  relation 

OÙ  la  sommation  indiquée  dans  le  second  membre  doit  s'étendre  à 
toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  lettres  $,  t),  ...,  on  tire 
d'ailleurs 


mOcl(^2;3-^   7)27)3  +  ..  •)=v/^'  +  ^2-^-..•   v/U+'^i+---. 

c'est-à-dire 

m0d(ç2t3^  7)2^03  +  .  ..)  =  «!  «2  X   «1  «3; 

donc,  à  plus  forte  raison,  le  carré  de  la  distance  a^^a^  ne  pourra  excé- 
der l'intervalle  des  deux  quantités 

2      2 

a\  «2  ~*~  ciy^z  —  2ai  «2  X  (i\  CI3, 

«1  «2  +  <^i  '^s  "+"  ''*<*i  <^2  X  «1  «3  ; 

on  en  déduit,  par  l'extraction  des  racines  carrées  arithmétiques, 

mod(aia2  —  <^i  «3  )  =  «2<^3=  <^i  «2-4-  «.  «g. 

II.  Revenons  à  notre  énoncé  et  désignons  par  a  un  point  variable 

de  la  région  11,  para,  et  «2  deux  point  fixes  de  l'espace  Ma:,  y^  . . .]] 

(n"  I  ).  Si,  en  choisissant  convenablement  la  constante  positive  M, 

on  a,  pour  toute  position  du  pointa  dans  la  région  11,  l'inégalité 

uia  <  M, 
on  aura  aussi 

ai  a  -i-  «1  «2  <  M  4-  «1  «2 

et,  à  plus  forte  raison  (I), 

««2  <  M  -h  ai  a2, 
(^e  qui  démontre  la  proposition. 

3.  Un  point  fixe  sera  dit  complètement  extérieur  à  une  région 
donnée  de  l'espace  à  n  dimensions,  si  sa  distance  à  un  point  variable 
de    cette    dernière   reste    supérieure  à   quelque    constante   positive. 


4  CHAPITRE    I. 

Une  région  sera  dite  complète,  si  tout  point  n'en  faisant  pas  partie 
lui  est  complètement  extérieur. 

\.  J^a  remarque  suivante  est  souvent  utile  : 

Supposons  que  les  n  variables  indépendantes  (réelles)  aient  été 
partagées  en  un  nombre  quelconque  de  groupes,  trois,  par  exemple, 

et  soient 

trois  régions  respectivement  extraites  des  espaces  correspondants 

(a)  [[^.  •••]],    [[r.  ■■■]].    [[^,  ■••]]; 

l'association  de  ces  trois  régions  en  fournit  évidemment  une, 

(3)  (tî:,,...,  %-,...,  ît,....), 
extraite  de  l'espace 

(4)  [[^,  ...,    y.  •.-.    s,  ...]]. 

Gela  étant,  il  est  extrêmement  facile  d'apercevoir  :  i°  que,  si  les  ré- 
gions (i)  [considérées  chacune  dans  celui  des  espaces  (2)  qui  lui 
convient]  sont  supposées  limitées,  la  région  (3)  [considérée  dans 
l'espace  (4)]  ne  peut  manquer  de  V être  aussi;  2°  que,  si  les  ré- 
gions {i)  sont  supposées  complètes,  la  région  (3)  jouit  de  la  même 
propriété. 

Effectivement  : 

1°  Soient  : 
ou  a,  un  point  variable  de  la  région  (3),  et 

OU  «Oî  un  point  fixe  de  l'espace  (4).  Chacune  des  trois  régions  (1) 
étant  supposée  limitée,  on  a  respectivement,  dans  toute  l'étendue  de 
ces  régions, 

(7-^o)2-f-...<N2, 
(z  — Zor^  +  ...<P2, 
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OÙ  M,  N,  P  désignent  trois  constantes  positives  convenablement  choi- 
sies (n"  2);  on  en  déduit,  par  addition  membre  à  membre,  que,  dans 
toute  l'étendue  de  la  région  (3),  le  carré  de  la  distance  aao 
(n°  1)  reste  inférieur  à   AP  +  N- -h  P^  et  cette  distance  elle-même 

à  y/M^  +  JN^H-P^ 

2"  Soient 

(x,  ...,  y,  .    .,  z.  ...) 

un  point  variable  de  la  région  (3),  et 

(\,...,  Y,...,  Z,  ...) 

un  point  fixe  n'en  faisant  pas  partie,  tel,  par  conséquent,  que  si  l'on 
considère,  d'une  part,  les  trois  points 

(X,...),     (Y,...),     (Z,  ...), 

d'autre  part,  les  trois  régions  (i),  l'un  au  moins  de  ces  trois  points 
ne  fasse  pas  partie  de  la  région  correspondante;  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  que  le  point  (X,  . . .)  ne  fait  pas  partie  de  la 
région  %x,  ...•  Chacune  des  régions  (i)  et,  en  particulier,  la  ré- 
gion 11^,  ...,  étant  supposée  complète,  le  point  (X,  . . .)  est  complète- 
ment extérieur  à  11  j-^  ..o  ^^  ^^  désignant  par  X  une  constante  positive 
convenablement  choisie,  on  a  nécessairement,  dans  toute  l'étendue 

deH^,..., 

(^  — X)2-+-..  .>X2; 

à  plus  forte  raison  aura-t-on,  dans  toute  l'étendue  de   la  région  (3), 

(^  _  X  )2  -+-  .  .  .  -f-  (J  ~  Y  )2  -H  .  .  .  -f-  (  5  —  Z  )2  H-  .  .  .   >  X2- 

OU 

y/cr  —  X  )2  -^-  .  .  .  H-  (  j  —  Y )2  -^ .  .  .  ^  ( 2  —  z  )2  -h . .  .  >  X. 

Le  point  (X,  ...,  Y,  ...,  Z,  ...)  est  donc  complètement  extérieur  à  la 
région  (3),  ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

5.  La  région  définie  par  la  relation 

(^  — a:,,)-' +(7—^0)2 -H...  <  B2, 

OÙ  (j7o5.Xoî  •  •  •)  désigne  un  point  fixe  donné  et  R  une  constante  posi- 
tive donnée,  nous  offre  un  exemple  très  simple  d'une  région  à  la  fois 
limitée  et  complète. 
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Elle  est  évidemment  limitée,  puisque  la  distance  du  point  fixe 
(^oî  JKoj  •  •  •)'  ^^  ^0^  à  un  point  variable  de  la  région,  reste  moindre 
qu'une  constante  positive  supérieure  à  R.    ^ 

D'un  autre  côté,  si  l'on  désigne  par  (X,  Y,  . . .)  ou  A  un  point  fixe 
ne  faisant  pas  partie  de  la  région,  et  par),  une  constante  positive  (;>  o) 
convenablement  choisie,  on  a 

Or,  quelle  que  soit  dans  l'espace  la  position  du  point  (^,  JK,  •••). 
ou  «,  on  a,  en  vertu  d'une  proposition  antérieure  (n'^  2,  I), 

Aa^Atto — aao 
ou 

\a^R  —  art,,  -+-  A, 

et  comme  on  a,  dans  toute  l'étendue  de  la  région, 

R  ^  rtrto        ou        R  —  rtrto=o, 

on  aura,  à  plus  forte  raison,  dans  les  mêmes  limites, 

la  distance  du  point  (X,  Y,  . . .)  à  un  point  variable  de  la  région 
reste  donc  toujours  supérieure  à  une  constante  positive  moindre 
que  ).. 

Variantes  dans  l'espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

6.  Nous  nommerons  variante  (')  (simple)  un  nombre  (réel)  va- 
riable dépendant  de  certains  entiers  positifs  indéterminés,  /??,  /•,  . . ., 
dont  chacun  peut  varier  arbitrairement  à  partir  de  telle  ou  telle  valeur 
fixe  qu'on  lui  assigne  pour  valeur  minlma;  ces  entiers  indéterminés 
se  nomment  les  indices  de  la  variante. 

Une  variante  Um^r,  ...  est  dite  infiniment  petite^  si,  une  quantité 


(')  Cette  dénomination  est  due  à  M.  Méray,  qui  l'a  introduite,  en  1869,  dans  une 
exposition  nouvelle  de  la  théorie  des  nombres  incommensurables.  Voir,  au  sujet  de 
cette  théorie,  les  indications  bibliographiques  données  dans  un  Mémoire  ayant  pour 
litre  :  De  la  distinction  entre  les  sciences  déductives  et  les  sciences  expérimen- 
tales {Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  novembre  1900). 


I 


CONTINUITÉ.  7 

positive  e  étant  donnée,   il  existe  quelque    système  de  valeurs   en- 
tières [JL,  p,  . . .,  telles  que  les  relations  simultanées 

m  ^  {JL,  ''=  p,  •  •  • 

entraînent  comme  conséquence  nécessaire 

modu,n,r,...  <  £• 

On  dit  qu'une  variante  «//«,/,  ...  <^  pour  limite  ou  tend  vers  la  con- 
stante U,  si  la  variante  U  —  «,„,  r,  ...  est  infiniment  petite;  une  pa- 
reille limite^  lorsqu'elle  existe,  est  nécessairement  unique. 

En  particulier,  une  variante  infiniment  petite  tend  vers  zéro,  et  ré- 
ciproquement. 

Une  variante  est  dite  convergente  ou  divergente,  suivant  qu'elle 
est  ou  non  pourvue  d'une  limite. 

Nous  supposerons  établie  la  proposition  suivante,  qui  résulte  de 
l'ensemble  des  considérations  relatives  à  la  généralisation  progressive 
de  l'idée  de  nombre  : 

Pour  qu^une  variante  {simple)  u,n^  r,  ...  soit  convergente,  il  faut 
et  il  suffit  que,  une  quantité  positive  e  étant  donnée,  il  existe 
quelque  système  de  valeurs  entières  pi,  p,  . . .,  telles  que  les  rela- 
tions simultanées 

entraînent  comme  conséquence  nécessaire,  quelques  valeurs  posi- 
tives ou  nulles  qu'  on  attribue  aux  entiers  p,  s,  . . .,  la  relation 

mod  (  U,n-^p^  r-^s, ...  —   Um,  r, ...)  <  £• 

7.  Dans  l'espace  [[.r,  jk,  •  •  •]  p  défini  par  la  considération  des  va- 
riables réelles  x,y,  . .  .  (n®  1),  nous  nommerons  variante  (complexe) 
un  point  variable  ayant  pour  coordonnées  diverses  variantes  simples, 
qu'on  peut  évidemment  supposer  dépendre  toutes  des  mêmes 
indices. 

Une  variante  de  l'espace  r[^,jK)  •  •  •]1  est  dite  convergente  si  ses 
diverses  coordonnées  le  sont  toutes,  et  le  point  obtenu  en  remplaçant 
ces  dernières  par  leurs  limites  respectives  se  nomme  alors  la  limite  Ae 
la  variante;  une  pareille  limite,  lorsqu'elle  existe,  est  nécessaire- 
ment unique. 
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Une  variante  non  convergente  est  dite  divergente. 
Pour  qiCune  variante 

(0  <^/«,r,...=  (^m,r,...j  JKm,/-,...,    ...) 

tende  vers  la  limite 

V  =  (X,  Y,  ...), 

il  faut  et  il  suj/it  que  la  distance  des  deux  points  ^m^r,  ...,  V  soit 
infiniment  petite. 

Pour  que  cette  même  variante  (i)  soit  convergente^  il  faut  et  il 
suffit  quCy  une  quantité  positive  t  étant  donnée,  il  existe  quelque 
système  de  valeurs  entières  tx,  p,  . . .,  telles  que  les  relations  simula 
tanées 

entraînent  comme  conséquence  nécessaire,  quelques  valeurs  posi- 
tives ou  nulles  qiCon  attribue  aux  entiers  p.,  5,  . ..,  la  relation 

^/n+p,  r-H.î,  ...  ^/»,  r,  ...  <C  £ 

(où  le  premier  membre  désigne  la  distance  des  deux  points  ^m,r,  ..o 

Ces  propositions,  énoncées  au  numéro  précédent  pour  une  va- 
riante simple,  c'est-à-dire  pour  le  cas  particulier  d'un  espace  à  une 
seule  dimension,  s'étendent  immédiatement  au  cas  général. 

8.  Lorsqu' une  variante  convergente  tombe  constamment  dans 
quelque  légion  complète  (n"  3)  de  l'espace  M^,  jk,  . . .] ]  (n°  1),  sa 
limite  est  elle-même  nécessairement  située  dans  cette  région. 

Car,  autrement,  la  limite  de  la  variante  serait  complètement  exté- 
rieure à  la  région  dont  il  s'agit,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la 
distance  d'une  variante  convergente  à  sa  limite  est  infiniment 
petite  (n"  7). 

9.  En  désignant  par  {x,n^  /m,  .  • .)  ou  v,n  une  variante  quel- 
conque à  un  seul  indice,  et  par 

(2)  m,,     m2,     ....     niii^ 

des  valeurs  particulières  {distinctes)  de  son  indice  se  succédant 
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indéfiniment  suivant  quelque  loi  déterminée ,  V expression 

(  3  )  Wyt  =  Vjrt),  =  (.^wit,  y  un,    .  .  .  ) 

est  évidemment  une  variante  dépendant  de  l'indice  k.  Cela  posé, 
si  la  variante  {xmiymi  •  •  •)  reste  constamment,  comprise  dans 
quelque  région  limitée,  les  valeurs  {i)  et  leur  loi  de  succession 
peuvent  être  choisies  de  telle  sorte  que  la  variante  (3)  soit  conver- 
gente ('). 


I.  Désignons  par  a,  [3,  ...  des  entiers  indéterminés  en  nombre  n^ 
que  nous  conviendrons  de  considérer  dans  un  ordre  toujours  le  même, 
l'ordre  a,  [3,  ...  par  exemple,  et  soient 

s  «',    P'.    .... 

*^*  (a".     ^\     ...      , 

deux  quelconques  des  combinaisons  obtenues  en  attribuant  aux 
entiers  dont  il  s'agit  tous  les  sytèmes  possibles  de  valeurs  positives; 
ces  deux  combinaisons  étant,  bien  entendu,  supposées  distinctes,  les 

difterences 

* 

(5)  a- a",      ^'-^",      ...■ 

ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois.  Gela  posé,  nous  dirons  que  la  première 
des  combinaisons  (4)  est  de  taxe  inférieure  ou  supérieure  à  la  se- 
conde, suivant  que  la  première  des  différences  (5)  qui  ne  s'évanouit 
p«s  est  négative  ou  positive. 

Il  importe  de  faire  à  cet  égard  l'observation  suivante.  Si  l'on  dé- 
signe par 


a 


^"'. 


trois  combinaisons  de  valeurs  attribuées  aux  entiers  a,  p,  ...,  si  l'on 
suppose  en  outre  que  la  première  soit  de  taxe  inférieure  à  la  deuxième 
et  la  deuxième  de  taxe  inférieure  à  la  troisième,  la  première  est 
nécessairement  de  taxe  inférieure  à  la  troisième.  Si  l'on  considère  en 


(^)   Voir  MÉRAY,  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse   infinitésimale  et  ses  applica- 
tions géométriques,  I"  Partie,  p.  56. 
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effet  les  dillérences 

a'  -  a",      [i'  —  ^",      .  . ., 
a"- a'",     p"-r,      •>•' 

rangées,  comme  nous  venons  de  les  écrire,  en  un  Tableau  rectangu- 
laire, il  résulte  de  nos  hypothèses  que,  dans  chacune  des  deux  pre- 
mières lignes  horizontales  du  Tableau,  les  difïérences  ne  sont 
pas  toutes  nulles,  et  que  la  première  non  égale  à  zéro  y  est  négative  ; 
comme,  d'ailleurs,  la  dernière  différence  de  chaque  colonne  ver- 
ticale est  égale  à  la  somme  des  deux  différences  placées  au-dessus,  la 
dernière  ligne  horizontale  jouit  évidemment  de  la  même  propriété 
que  les  deux  premières. 

II.  Désignant  par  ^qîJKoj  •••  certaines  valeurs  particulières  des 
n  variables  réelles  ^,  JK,  . . .,  et  par  X,  Y,  ...  d'autres  valeurs  particu- 
lières des  mêmes  variables,  respectivement  supérieures  aux  pre- 
mières, nous  nommerons  intervalle  complexe  la  région  de  l'es- 
pace    [^,  y^  . . .]  I  définie  par  les  relations  simultanées 

(6)  rolr^Y, 


dont  chacune,  considérée  isolément,  définit  un  intervalle  simple;  les 
différences  (pos^itives)  X  —  Xq,  Y  —  jKo?  •  •  •  seront  les  amplitudes  de 
l'intervalle  complexe. 

Nous  nommerons  subdivision  d^ un  intervalle  complexe  l'opéra- 
tion consistant  à  subdiviser  (de  façons  quelconques)  les  n  intervalles 
simples  dont  l'association  le  constitue,  puis  à  former  de  toutes  les 
manières  possibles  un  intervalle  complexe  avec  n  intervalles  partiels 
pris  respectivement  dans  chacun  d'eux. 

Nous  aurons  besoin  ci-après  de  considérer  dans  un  ordre  déter- 
miné les  divers  intervalles  complexes  provenant  de  la  subdivision 
d'un  intervalle  donné;  la  loi  de  leur  succession  peut  être  choisie  de 
bien  des  manières,  et  l'on  peut,  par  exemple,  la  fixer  comme  il  suit. 
En  premier  lieu,  on  adoptera  pour  les  indéterminées  ^,  y,  . . .  un 
ordre  toujours  le  même,  soit  l'ordre  ^,  j,  .  ...  Considérant  ensuite 
les  intervalles  simples  partiels  obtenus  par  la  subdivision  de  l'inter- 
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valle  simple  total  relatif  à  une  indéterminée  quelconque,  on  com- 
mencera par  les  ranger  dans  l'ordre  naturel  que  leur  assignent  les 
valeurs  croissantes  de  cette  indéterminée.  Si  l'on  désigne  alors  par 


\y        ,  \y         ,  .     .      .    ,  ly        , 


les  diverses  suites  d'intervalles  simples  ainsi  obtenues  et  qu'on  associe 
ces  derniers  de  toutes  les  manières  possibles  en  prenant  un  terme,  et 
un  seul,  dans  chaque  ligne  horizontale  du  Tableau  précédent,  deux 
quelconques  des  intervalles  complexes  qui  en  résultent  pourront  être 
désignés  par  les  notations 

(7)  [if>     if.      •■•]. 

(8)  [ir,  if',  ...]. 

où  les  deux  combinaisons  d'entiers  positifs 

a',      P',       ..., 

a^  r,  ... 

sont  nécessairement  distinctes.  Gela  posé,  nous  dirons,  pour  abréger, 
que  l'intervalle  partiel  (7;  est  de  taxe  inférieure  ou  supérieure  à 
l'intervalle  partiel  (8),  suivant  que  la  première  des  deux  combinai- 
sons dont  il  s'agit  sera  elle-même  de  taxe  inférieure  ou  supérieure  à 
la  seconde  (I),  et  nous  conviendrons  de  considérer  nos  intervalles 
complexes  partiels  dans  un  ordre  tel  que  leur  taxe  aille  toujours 
en  croissant  ;  nous  dirons,  en  pareil  cas,  qu'il  sont  ordonnés. 

Observons,  en  passant,  qu'w/^  intervalle  complexe  constitue  une 

région  lim,itée  et  complète  de  V espace  M-r,  )',  . .  .]  |.  EfFecti^ement, 
la  relation 

équivaut  entièrement  à 


^0  H-  X  ^             370  -H  X                 .ce,, 
Xq ^x SX 


c'est-à-dire  à 


X  —  .rp  ^  _        070  +  X  ,^  X  —  .^o 


^x 
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OU  enfin  à 

de  même,  la  relation 
équivaut  à 

V 


elc^  L'ensemble  des  relations  (6)  définit  donc,  en  vertu  des  n"*  4 
et  5,  une  région  limitée  et  complète  de  l'espace  \[œ,  y,  • .  •]  ]. 

III.   Soit 

(9)  5i.     -32,     ...,    3/.-,     ... 

une  suite  d'intervalles  complexes  se  succédant  indéfiniment  suivant 
quelque  loi  déterminée,  arbitrairement  choisie  sous  les  seules  condi- 
tions :  1°  que  chacun  d'eux  soit  entièrement  contenu  dans  le  précé- 
dent (et  par  suite  dans  tous  ceux  qui  viennent  avant  lui);  2"  que  les 
amplitudes  (II)  de  jf/(  tendent  vers  zéro  pour  k  infini.  Soient  en 
outre 

des  points  respectivement  choisis  dans  les  intervalles  (9)  suivant  une 
loi  déterminée  quelconque.  Cela  étant,  la  variante  Sk  tend  vers  une 
limite. 

ElFectivement,  si  l'on  désigne  par  Xk,  yki  ...  les  valeurs  extrêmes 
minima,  et  par  Xa,  Y/^,  ...  les  valeurs  extrêmes  maxima  prises  par 
les  variables  ^,  y,  ...  dans  l'intervalle  Jïy^,  ce  dernier  a  pour  ampli- 
tudes les  difî'érences 

Xk—Xk,     Y/,  — 7/,,     ..., 

qui,  dès  lors,  sont  infiniment  petites  pour  k  infini;  d'ailleurs,  les 
deux  points  s^,  Sh^h  étant  compris  l'un  et  l'autre  dans  l'intervalle  Jï^, 
leur  distance  est  inférieure  à 


(10)  v/(Xa--  xk)^  -f-  (Ya  -  yi,î'--r-.. . , 

et,  par  suite,  infiniment  petite  pour  k  infini;  il  en  résulte  (n'  7)  que 
le  point  Sh  tend  vers  une  limite  S. 
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Il  convient  de  faire  à  cet  égard  les  deux  observations  suivantes  : 

1**  Cette  limite  S  est  située  dans  V un  quelconque  des  inter- 
valles (9)  :  car,  si  l'on  donne  à  k  une  valeur  particulière  quelconque 
en  laissant  h  variable,  le  point  Skj^h  tendra,  pour  k  infini,  vers  cette 
même  limite  S,  et,  comme  il  reste  compris,  quel  que  soit  h,  dans  la 
région  complète  (II)  Jïyt,  sa  limite  s'y  trouvera  elle-même  comprise 
(n"8). 

2''  La  suite  des  intervalles  (9)  étant  donnée,  cette  limite  S  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  le  point  s^  est  choisi 
dans  V intervalle  Jï^  :  car,  si  l'on  nomme  s\  le  point  fourni  dans  ^k 
par  une  autre  loi,  la  distance  des  deux  points  s^-,  s\^  inférieure  à  la 
quantité  (10),  tend  vers  zéro  pour  k  infini. 

IV.   Revenons  à  notre  énoncé  général. 

Si  l'on  considère  la  région  limitée  où  la  variante  {xj^  fm^  •  •  •) 
se  trouve,  par  hypothèse,  constamment  comprise,  la  distance 
sjx- -^ y'^  A- .  . .  du  point  (^,  >',  .  •  O?  arbitrairement  variable  dans 
toute  l'étendue  de  cette  région,  au  point  fixe  (o,  o,  . . .)  de  l'es- 
pace N^,  y^  •  •  •]  n  reste  inférieure  à  une  constante  positive  M  conve- 
nablement choisie  (n'^S)  ;  à  plus  forte  raison  a-t-on,  entre  les  mêmes 

limites, 

moda7<M,         mod  j  <  M,         ,.., 

c'est-à-dire 

—  M<^<M,         — M<j'<M,         

Il  existe  donc  quelque  intervalle  complexe, 

dans  lequel  la  variante  {.x,n^ym,  •  •  •)  se  trouve  constamment  com- 
prise, et  que  nous  représenterons,  pour  abréger,  par  Jf,.  Si  l'on  divise 
en  deux  parties  égales  chacun  des  intervalles  simples  dont  se  com- 
pose J^,,  et  qu'on  ordonne (II)  les  divers  intervalles  complexes  résul- 
tant de  cette  subdivision,  il  existe  certainement  quelqu'un  de  ces 
derniers  où  la  variante  Vm  tombe  un  nombre  infini  de  fois.  Appe- 
lons S'2  le  premier  d'entre  eux  pour  lequel  cette  circonstance  se  réa- 
lise, opérons  sur  lui  comme  nous  l'avons  fait  sur  J)<,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment.  Nous  formerons  de  cette  manière  une  suite  illimitée 
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d'intervalles  complexes, 

jouissant  de  la  triple  propriété  suivante  :  i"  chacun  d'eux  fait  entiè- 
rement partie  du  précédent  ;  2"  celui  de  rang  k  a  pour  amplitudes  les 
quantités  infiniment  petites 

X  —  a?,,       Y  —  ro 


3"  la  variante  v,n  tombe  une  infinité  de  fois  dans  chacun  d'eux. 
Gela  posé,  si  l'on  considère  la  suite  illimitée 


et  qu'on  désigne  par  {\\  le  premier  terme  de  cette  suite,  par  w-i  le 
premier  des  termes  restants  situé  dans  l'intervalle  ^25  par  <^3  le  pre- 
mier des  teimes  restants  situés  dans  l'intervalle  JÏ3,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment,  il  résulte  de  l'alinéa  111  que  la  variante  w^  est  conver- 
gente ('). 


{y)  De  la  propriété  ci-dessus  établie  il  convient  de  rapprocher  la  suivante,  que 
nous  n'aurons  d'ailleurs  pas  à  utiliser  : 

Considérant  une  région  limitée,  H,  de  l'espace  [[.r,  jj-',  . .  .]J,  appelons  point  remar- 
quable de  la  région  tout  point  possédant  certaines  propriétés  déterminées  (de  nature 
quelconque).  Gela  étant,  si  la  région  limitée  R  offre  un  nombre  illimité  de  points 
remarquables,  on  peut  assigner  quelque  point  fixe  de  l'espace  \\_x,  y,  . . .]  1  offrant 
dans  son  voisinage,  à  une  distance  moindre  que  toute  quantité  donnée,  une  infi- 
nité de  points  remarquables  de  la  région. 

Effectivement,  la  région  H  étant  limitée,  il  existe,  comme  ci-dessus,  quelque  inter- 
valle complexe, 

qui  la  coujprend  tout  entière,  et  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  3j.  Si  l'on 
divise  en  deux  parties  égales  chacun  des  intervalles  simples  dont  se  compose  Jj,  et 
qu'on  ordonne  les  intervalles  complexes  partiels  résultant  de  cette  subdivision,  l'un 
au  moins  de  ces  derniers  contient  une  infinité  dep<^»inls  remarquables  de  la  région  R. 
Appelons  i),  le  premier  d'entre  eux  pour  lequel  cette  circonstance  se  réalise,  opérons 
sur  lui  comme  nous  l'avons  fait  sur  3j,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Nous  forme- 
rons de  cette  manière  une  suite  illimitée  d'intervalles  complexes, 

jouissant  de  la  triple  propriété  suivante  :  i"  chacun  d'eux  fait  entièrement  partie  du 


CONTINUITE.  li) 


Généralités  relatives  aux  régions  à  la  fois  limitées  et  complètes. 

10.  Désignant  par  x^  y,  ...  des  variables  réelles  en  nombre  quel- 
conque /i,  considérons  une  région  ^extraite  de  l'espace  r[x,y,  •••]]'  ^^ 
supposons  qu'à  chaque  point  (^,  JK,  .  • .)  de  la  région  on  fasse,  de 
quelque  manière,  correspondre  un  ensemble  de  constantes  réelles 
ou  imaginaires  (soit  une,  soit  plusieurs,  soil  une  infinité)  dont  cha- 
cune s'appellera,  pour  abréger,  une  caractéristique  du  point. 

Sur  ces  données  faisons  en  outre  l'hypothèse  suivante  : 

Si  un  point  [xq^  y^^  . . .)  de  la  région  admet  parmi  ses  caracté- 
ristiques la  constante  Xq,  tout  point  de  la  région  ^  suffisamment 
voisin  du  précédent  admet  parmi  les  siennes  quelque  constante 
dont  la  différence  à  ).„  présente  un  module  inférieur  à  une  quan- 
tité positive  assignée  d^ avance. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  considère  un  point  déterminé  (^05  J^o 5  •••) 
de  la  région  11,  une  caractéristique  déterminée  \q  de  ce  point,  et  une 
constante  positive  arbitrairement  donnée  a,  on  peut  assigner  une  con- 
stante positive  j3  telle  que  la  relation 


v/(a;-^o)2+(r-7o)-^  +  ...<P, 


supposée  vérifiée  pour  un  point  (^,  JK?  . . -)  àe,  la  région  11,  entraîne 
pour  ce  dernier  point  l'existence  de  quelque  caractéristique  \  satis- 

précédent;  2"  celui  de  rang /:  a  pour  amplitudes  les  quantités  infiniment  petites 

X-x,       Y -y. 


3'  chacun  d'eux  contient  une  infinité  de  points  remarquables  de  la  région  H. 

Cela  étant,  si,  dans  chacun  des  intervalles  complexes  de  la  suite,  on  assigne  un 
point  suivant  une  loi  arbitrairement  choisie  (par  exemple  celui  qui  a  pour  coordon- 
nées les  valeurs  extrêmes  minima  des  divers  intervalles  simples  qui  constituent  l'in- 
tervalle complexe),  la  variante  ainsi  obtenue  tend  vers  une  limite.  S,  située  dans 
l'un  quelconque  des  intervalles  complexes  de  la  suite.  On  conclut  de  là  que  la  dis- 
tance de  S  à  un  point  quelconque  de  3,^  est  inférieure  à 


-^v/(X-a;„y^-h(Y-ra)'^-H..., 


et,  par  suite,  qu'elle  tombe  au-dessous  de  toute  quantité  donnée  à  partir  d'une  va- 
leur suffisamment  grande  de  k  :  de  cette  circonstance,  combinée  avec  la  troisième 
propriété  des  intervalles  de  la  suite,  résulte  la  proposition  qu'il  s'agit  d'établir. 
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faisant  à  la  relation 

mod  (X  —  Xo)  <  a. 

Gela  étant,  nous  allons  établir  successivement  les  diverses  proposi- 
tions qui  suivent. 

11.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  n'*  ]()^  et  la  région  M 
étant,  de  plus,  limitée  et  complète,  on  peut  assigner  une  con- 
stante positis^e,  L,  telle  que  tout  point  de  la  région  admette,  indé- 
pendamment de  sa  position,  quelque  caractéristique  de  module 
inférieur  à  L. 

1.   Soient  : 

X,  y^  ...  des  variables  réelles; 

C  une  région  complète  de  l'espace    \x^  y,  . .  •]    ; 

(l)  3,,       3.,,        ...,       %rj,        ... 

une  suite  d'intervalles  complexes  se  succédant  indéfiniment  suivant 
quelque  loi  déterminée,  arbitrairement  choisie  sous  les  seules 
conditions  :  i"  que  chacun  d'eux  soit  entièrement  contenu  dans  le 
précédent;  2"  que  les  amplitudes  (n"  9,  II)de  ^q  tendent  vers  zéro 
pour  q  infini;  3"  que  chacun  des  intervalles  (1)  contienne  quelque 
point  de  la  région  complète  C; 

enfin, 

S\i       S2,        .  .  .  ,       Sq, 

des  points  respectivement  choisis  dans  les  intervalles  (i)  suivant 
une  loi  déterminée  quelconque. 

Gela  étant,  il  résulte  d'une  démonstration  antérieure  (n°  9,  III)  que 
la  variante  Sq  tend  vers  une  limite  S  située  dans  Tun  quelconque  des 
intervalles  (i).  Je  dis,  de  plus,  que  cette  limite  appartient  nécessai- 
rement à  la  région  C  :  car,  s'il  en  était  autrement,  l'intervalle  jï^,  dont 
nous  désignerons  les  amplitudes  par  aq,  bq,  ...,  contiendrait,  en 
même  temps  que  S,  quelque  point  de  la  région  C,  et  la  distance  de  S 
à  un  pareil  point  pourrait  devenir  inférieure  à  la  quantité 


V/«7  -+-  6,^  -h  .  .  .  , 

par  suite  à  toute  quantité  donnée.  Or.  c'est  là  une  conclusion  absurde 
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puisque  la  région  C  est  complète,  et  que  le  point  S,  s'il  n'y  est  pas 
compris,  ne  peut  lui  être  que  complètement  extérieur  (n"  3). 

II.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  /?"  10,  et  la  région  % 
étant,  de  plus,  limitée  et  complète,  s'il  existe,  dans  cette  région, 
quelque  point  dont  toute  caractéristique  ait  un  module  supérieur 
à  la  constante  positive  co,  on  peut,  suivant  une  loi  déterminée, 
assigner  dans  la  région  "U  un  point  dont  toute  caractéristique  ait 
un  module  supérieur  ou  égal  à  o). 

La  région  "II,  étant  limitée,  se  trouve  entièrement  contenue  dans 
quelque  intervalle  complexe  J),  (n^  9,  ÏV).  Divisons  en  deux  parties 
égales  chacun  des  n  intervalles  simples, 

de  l'association  desquels  ce  dernier  résulte,  ordonnons  les  intervalles 
complexes  partiels  fournis  par  cette  subdivision  (n"  9,  II),  et  appe- 
lons Jïa  le  premier  d'entre  eux  contenant  quelque  point  de  %  dont 
toute  caractéristique  ait  un  module  supérieur  à  to.  En  opérant  sur 
l'intervalle  Jïo  comme  nous  l'avons  fait  sur  jf,,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment,  nous  obtiendrons  une  succession  illimitée  d'intervalles 
complexes, 

(2)  Ji,    32,     ...,    3^,     ..., 

jouissant  de  la  triple  propriété  que  nous  allons  énoncer  : 
1°  Chacun  d'eux  fait  entièrement  partie  du  précédent; 
2"  Celui  de  rang  q  a  pour  amplitudes  les  quantités 

X  -  ^0       Y-ro 


qui  sont  infiniment  petites  pour  q  infini  ; 

3"  Chacun  des  intervalles  (2)  contient  quelque  point  de  U  dont 
toute  caractéristique  présente  un  module  supérieur  à  co. 

Cela  étant,  il  résulte  tout  d'abord  de  l'alinéa  I  que,  si  l'on  désigne 
par  Sq  un  point  choisi  dans  jï^  suivant  une  loi  déterminée  quel- 
conque, cette  variante  Sq  tend  vers  une  limite  S  située  dans  l'un  quel- 
conque des  intervalles  (2),  et  aussi  dans  la  région  11.  Je  dis,  de  plus, 
que  toute  caractéristique  du  point  S  est  forcément  de  module  supé- 
rieur ou  égal  à  oj. 

R.  2 
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Supposons  en  ettel  que  quelque  caractéristique,  À,;,  de  ce  point  ait 
un  module  inférieur  à  (o,  et  désignons  par  s  un  point  quelconque 
commun  à  W  ei  à  J/^.  A  partir  d'une  valeur  de  q  suffisamment 
grande,  la  distance  des  deux  points  5  et  S  tombe  au-dessous  de  toute 
quantité  donnc'e,  puisqu'elle  est  inférieure  à 

_i_^(X— ;ro)2-^(Y— jo)^^...; 

donc,  à  partir  d'une  valeur  de  q  suffisamment  grande,  le  point  s 
admettra  quelque  caractéristique,  X^,  telle  que  le  module  de  A^ — A^^ 
tombe  lui-même  au-dessous  de  toute  quantité  donnée,  et,  à  plus  forie 
raison,  la  valeur  numérique  de 

modX.v —  modXs; 

le  module  de  A^  étant  inférieur  à  to,  tout  point  commun  à  1^  et 
à  ^<f  admettra  donc,  à  partir  d'une  valeur  de  q  suffisamment  grande, 
quelque  caractéristique  de  module  inférieur  à  w,  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque,  d'après  la  troisième  propriété  des  intervalles  (2),  un 
pareil  point  peut  toujours  être  choisi  de  manière  que  toute  caracté- 
ristique y  ait  un  module  supérieur  à  w. 

Toute  caractéristique  du  point  S  est  donc  bien,  comme  il  s'agissait 
de  l'établir,  de  module  supérieur  ou  égal  à  w. 

Le  raisonnement  qui  précède  doit  être  complété  par  une  observa- 
tion essentielle.  Pour  déterminer  le  point  S  comme  nous  venons  de  le 
faire,  on  commence  par  considérer  un  intervalle  complexe,  Jl,,  où  la 
région  1^  se  trouve  entièrement  comprise  :  il  existe,  naturellement, 
une  infinité  d'intervalles  complexes  jouissant  de  cette  propriété,  et, 
suivant  qu'on  prend  tel  ou  tel  d'entre  eux  pour  point  de  départ  des 
divisions  successives  en  deux  parties  égales,  le  point  S  peut  n'être 
pas  le  même;  mais,  l'intervalle  jl,  une  fois  fixé,  le  pointS^  auquel 
elles  conduisent  finalement,  est  entièrement  déterminé  (n"  9, 111). 

111.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  /i"  10,  et  la  région  ^ 
étant,  de  plus,  limitée  et  complète,  considérons  une  suite  indéfinie 
donnée, 

(3)  •  wi,     co,,      co,;,,      ..., 

de  constantes  positives,  et  supposons  que,  quel  que  soit  m^  la  ré- 
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gion  11  contienne  quelque  point  dont  toute  caractéristique  ait  un 
module  supérieur  à  to„i. 

Cela  étant,  on  peut  assigner  quelque  variante,  (x,n^  y  m-,  -- -)', 
tombant  constamment  dans  la  région  Î1,  et  telle  que  toute  carac- 
téristique du  point  [x„i^  Xm^  •  •  •)  ait  un  module  supérieur  ou  égal 

En  se  donnant  une  fois  pour  toutes  un  intervalle  complexe  où  se 
trouve  comprise  la  région  ti,  et  en  recommençant  pour  chaque  terme 
de  la  suite  (3)  un  raisonnement  identique  à  celui  de  l'alinéa  précé- 
dent, on  définira  une  variante  {Xm-,  ym^  •  •  •)  satisfaisant  à  toutes  les 
conditions  requises. 

IV.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu^au  n°  10,  et  la  région  tJ 
étant,  déplus,  limitée  et  complète,  on  peut  assigner  une  constante 
positive,  L',  telle  que  tout  point  de  la  région  ^  admette,  indépen- 
damment de  sa  position,  quelque  caractéristique  de  module  infé- 
rieur ou  égal  à  \J .  . 

Supposons  en  effet  qu'il  en  soit  autrement,  c'est-à-dire  que,  une 
constante  positive  w,  de  grandeur  arbitraire,  étant  donnée,  il  existe 
dans  la  région  11  quelque  point  dont  toute  caractéristique  présente  un 
module  supérieur  à  oj.  Cela  étant,  si  l'on  prend  successivement 
pour  (JL)  tous  les  nombres  entiers  positifs. 


il  existe,  en  vertu  de  l'alinéa  III,  quelque  variante,  {x,n,y,n^  ...), 
tombant  constamment  dans  la  région  11,  et  telle  qu'au  point  (^,„,yw,  ...) 
toute  caractéristique  ait  un  module  supérieur  ou  égal  à  m\  cette  va- 
riante ne  sortant  jamais  de  la  région  11,  qui  est  limitée  et  complète, 
une  variante, 

convenablement  extraite  de  {x,n-,  y  m-,  •  •  •)>  ^^^^  convergente  (n"  9),  et 
sa  limite  sera  située  dans  H  (n'^  8).  Gela  étant,  désignons  par  A  une 
caractéristique  de  ce  point  limite  :  à  partir  d'une  valeur  de  k  suffi- 
samment grande,  le  point  (a?^^,  y^*^,  . . .)  admettra  quelque  caracté- 
ristique dont  la  différence  à  A  présente  un  module  moindre  que  toute 
quantité  donnée;  à  plus  forte  raison,  la  différence,  prise  en  valeur 
absolue,  des  modules  de  ces  deux  caractéristiques  sera-t-elle  moindre 
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que  loule  quaiililé  donnée  :  or,  c'est  là  une  conclusion  absurde, 
puisque  toute  caractéristique  du  point  (^^*^,JK^*^  •  •  •)  possède  un 
module  supérieur  ou  égal  à  la  variante  infinie  m^. 

V.  Toute  constante  positive,  L,  supérieure  à  la  constante  L' dont  il 
est  question  à  l'alinéa  IV,  remplira  évidemment  les  conditions  re- 
quises par  notre  énoncé  général. 

12.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  n''  10,  et  la  région  M 
étant,  de  plus,  limitée  et  com^plète,  si,  quelle  que  soit  la  constante 
positive  w,  la  région  H  contient  quelque  point  dont  toute  caracté- 
ristique présente  un  module  inférieur  à  to,  elle  contient  néces- 
sairement aussi  quelque  point  dont  toute  caractéristique  est 
nulle. 

I.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  n^  10,  et  la  légion  11 
étant,  de  plus,  limitée  et  complète,  considérons  une  suite  indéfinie 
donnée, 

U)i,       C02,        .  .  .,        tO/„,        .  .  ., 

de  constantes  positives,  et  supposons  que,  quel  que  soit  m,  la  ré- 
gion li  contienne  quelque  point  dont  toute  caractéristique  ait 
un  module  inférieur  à  m^i- 

Cela  étant,  on  peut  assigner  quelque  variante,  {x,n,  ym,  •  •  -Jy 
tombant  constamment  dans  la  région  H,  et  telle  que  toute  carac- 
téristique du  point  {Xffi',  ym,  •  • .)  «^^  iiti  module  inférieur  ou  égal 
à  w,„. 

On  répétera,  avec  les  modifications  voulues,  les  raisonnements  faits 
dans  les  alinéas  II  et  III  du  numéro  précédent. 

II.  Revenons  à  notre  énoncé  général,  et  supposons,  conformément 
à  rhjpothèse,  qu'une  constante  positive  to,  de  petitesse  arbitraire, 
étant  donnée,  il  existe  dans  la  région  là  quelque  point  dont  toute  ca- 
ractéristique ait  un  module  inférieur  à  w.  Gela  étant,  si  l'on  prend 
successivement  pour  to  les  inverses  arithmétiques  de  tous  les  nombres 

entiers  positifs, 

I        i  I 

I        2  m 

il  existe,  en  vertu  de  l'alinéa  I,  quelque  variante,  {xm,  y,n,  . . .),  tom- 
bant constamment  dans  la  région  11,  et  telle  qu'au  point  (xm,  y  m,  -  -  •) 


CONTINUITK. 


toute  caractéristique  ait  un  module  inférieur  ou  égal  à  — ;  cette  va- 
riante ne  sortant  jamais  de  la  région  11,  qui  est  limitée  et  complète, 
une  variante, 

convenablement  extraite  de  {x,n^  y-m,  •••)?  ^^^'^  convergente  (n°  9), 
et  sa  limite  sera  située  dans  W  (n"  8).  Gela  étant,  je  dis  que  toute  ca- 
ractéristique, A,  du  point  limite  est  forcément  nulle.  En  effet,  à  partir 
d'une  valeur  de  k  suffisamment  grande,  le  point  {.x^^^,y^^\  . . .)  ad- 
mettra quelque  caractéristique  dont  la  différence  à  A  présente  un 
module  moindre  que  toute  quantité  donnée  ;  à  plus  forte  raièon  la 
différence,  prise  en  valeur  absolue,  des  modules  de  ces  deux  caracté- 
ristiques sera-t-elle  moindre  que  toute  quantité  donnée  :  si  donc  le 
module  de  A  n'était  pas  nul,  le  point  {x^^\r^^^^  . . .)  admettrait,  à 
partir  d'une  valeur  de  A*  suffisamment  grande,  quelque  caractéristique 

de  module  supérieur  à  la  variante  infiniment  petite  —  >  ce  qui  est 
impossible. 

13.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  n''  10,  et  la  région  ^ 
étant,  de  plus,  limitée  et  complète,  si  toutes  les  caractéristiques 
des  divers  points  de  la  région  sont  des  quantités  différentes  de 
zéro,  on  peut  assigner  une  constante  positive,  l,  telle  que  tout  point 
de  la  région  %  admette,  indépendamment  de  sa  position,  quelque 
caractéristique  de  module  supérieur  à  l. 

Puisque  toute  caractéristique  est,  par  hypothèse,  essentiellement 
différente  de  zéro,  il  est  impossible  qu'en  aucun  point  de  la  région  "U 
toute  caractéristique  soit  nulle;  si  donc  on  se  reporte  au  numéro  pré- 
cédent, on  voit  qu'en  désignant  par  /'  une  constante  positive  conve- 
nablement choisie,  il  n'existe  dans  la  région  H  aucun  point  dont 
toute  caractéristique  présente  un  module  inférieure  /'.  En  d'autres 
termes,  tout  point  de  la  région  ^  possède  quelque  caractéristique  de 
module  supérieur  ou  égal  à  /',  et,  dès  lors,  une  constante  positive,  /, 
arbitrairement  choisie  au-dessous  de  /',  satisfaite  la  condition  requise 
par  notre  énoncé. 

14.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  n"  10,  et  la  région  % 
étant,  de  plus,  limitée  et  complète,  on  peut,  une  constante  positive  (x. 
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étant  donnée,  assigner  une  constante  posiiue  |3,  telle  que  deux 
points  arbitrairement  choisis  dans  la  région  1^  à  une  distance 
mutuelle  moindre  que  fi  admettent  respectivement,  au  nombre 
de  Leurs  caractéristiques,  deux  quantités  dont  la  différence  ait 
un  module  moindre  que  a. 

1.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu^au  n"  10,  si  l'on  considère 
un  point  déterminé,  (^o?JKo7  •  •  0^  ^^^  ^^  région^,  on  peut,  une 
constante  positive  cf.  étant  donnée,  assigner  une  constante  posi- 
tive, §05  telle  que  deux  points  arbitraiienient  choisis  dans  la  ré- 
gion H,  sous  la  seule  condition  que  leurs  distances  «  (^o^  JKoj  •  •  •) 
soient  l'une  et  l'autre  moindres  que^^^  admettent  respectivement^ 
au  nombre  de  leurs  caractéristiques,  deux  quantités  dont  la 
différence  ait  un  module  moindre  que  a. 

Si  l'on  désigne  en  effet  par  Aq  une  caractéristique  du  point 
(^0,  j'o,  . . .),  on  peut,  en  vertu  de  nos  hypothèses,  assigner  une  con- 
stante positive  8,)  telle  que  la  relation 


s/i^x  —  a7o)'^+(.r  —  JKo)^  +  -  ••  <  Oo, 


supposée  vérifiée  pour  un  point  (.r,  y,  . . .)  de  la  région  11,  entraîne 
comme  conséquence  nécessaire,  pour  le  point  dont  il  s'agit,  l'exis- 
tence de  quelque  caractéristique  À  vérifiant  la  relation 


2[ 

mod(X  —  Xo)  < 


Cela  étant,  désignons  par  (;r',  y' ^  . . .),  {x'\  y" ^  . .  .)  deux  points  arbi- 
trairement choisis  dans  la  région  11  sous  les  seules  conditions  que 
leurs  distances  à  (^07  JKo^  •  •  •)  soient  l'une  et  l'autre  moindres  que  80  • 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ces  deux  points  admettront  respecti- 
vement deux  caractéristiques,  à',  )/',  vérifiant  les  relations 


iiiotl(X'— Ao)  <  -)  iiiod(X" — Xo)<-» 

d'où  résulte,  par  addition  meml)re  à  membre, 

mod(  X'—  Xo)-h  mod(Xo  —  X")  <  a, 

et,  à  plus  forte  raison, 

mod(X' —  X")  <  a. 
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II.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  ii°  10,  nommons  désor- 
mais caractéristique  première  d'un  point  déterminé  (quelconque) 
de  la  région  11  ce  que  jusqu'ici  nous  avons  simplement  appelé  carac- 
téristique; puis,  considérant  le  nombre  positif  donné  a,  nommons 
caractéristique  seconde  du  même  point  toute  constante  positive 
telle  que  deux  points  arbitrairement  choisis  dans  la  région  HI,  sous 
les  seules  conditions  que  leurs  distances  au  piemier  soient  l'une  et 
l'autre  moindres  que  cette  constante,  admettent  respectivement,  au 
nombre  de  leurs  caractéristiques  premières,  deux  quantités  dont  la 
différence  présente  un  module  moindre  que  a  (I).  Gela  étant,  si  un 
point  {xQ,yQ^ ...)  de  la  région  11  admet,  parmi  ses  caractéristiques 
secondes,  la  constante  positive  Ôq,  tout  point  de  la  région  H 
suffisamment  voisin  du  précédent  admettra  parmi  les  siennes  une 
constante  positive  dont  la  différence  à^Q,  prise  en  valeur  absolue, 
tombe  au-dessous  d'une  quantité  positive  assignée  d'avance. 

Effectivement,  tout  point  (^,  r,,  .  .  .)  de  la  région Hl  dont  la  distance 
à  (.ro,yo7  .  .  .)  tombe  au-dessous  de  8o  nf^  peut  manquer,  comme  on 
va  le  voir,  d'admettre  au  nombre  de  ses  caiactéristiques  secondes  la 
différence  (positive) 


car  les  relations 


(5) 

qui  peuvent  s'écrire 


/(ar'— 0'+^r'  —  -n)^+...  + /(•ï-.i-^)--+-(j'o— -^  )'  +  ...  <ôo, 


entraînent,  à  plus  forte  raison  (n'  2,  1), 


s/ix"  —  X^,Y-^  (y"  —  y,^)t-^  ...  <  ôo, 


d'où  résulte  que  deux  points  (^',^',  .  .  .),  {x" ^y" .^  .  .  .)  de  la  région  H, 
s'ils  satisfont  aux  relations  (5),  admettent  respectivement,  au  nombre 
de  leurs  caracléristiques  premières,  deux  quantités  dont  la  difl'érence 
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présente  un  module  moindre  que  a;  le  point  (i,  7i,  .  .  .  )  admet  donc 
bien  8  pour  caractéristique  seconde.  La  simple  inspection  de  la  for- 
mule (4)  montre  alors  que,  si  le  point  (i,r|,  .  .  .)  est  suffisamment 
voisin  de(.ro,jKo,  .  .  .),  la  différence  (positive)  Oq — o  tombe  au-dessous 
de  toute  quantité  donnée. 

III.   Revenons  à  notre  énoncé  général. 

La  région  %  étant  alors  limitée  et  complète,  et  toute  caractéristique 
seconde  (II)  d'un  point  de  cette  région  étant,  par  définition  même, 
essentiellement  supérieure  à  zéro,  la  proposition  du  numéro  précé- 
dent est  applicable,  et  l'on  peut  affirmer  qu'en  désignant  par  (^  une 
constante  positive  convenablement  choisie,  tout  point  de  la  région  11 
admet,  indépendamment  de  sa  position,  quelque  caractéristique  se- 
conde supérieure  à  ^. 

Cela  posé,  considérons  dans  la  région  H  deux  points,  (^<,j^<,  .  .  .), 
(^2)^25  '  '  ')i  dont  la  distance  mutuelle  soit  moindre  que  [i  :  je  dis 
que  ces  deux  points  admettent  respectivement,  parmi  leurs  caracté- 
ristiques premières,  deux  quantités  dont  la  différence  présente  un 
module  moindre  que  a.  Effectivement,  l'un  quelconque  de  ces  deux 
points,  par  exemple  (^i,  y,,  .  ..),  admettant,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  une  caractéristique  seconde  supérieure  à  j^,  les  relations 

,g.  \  A^'  -xx  Y  +  (  y — jKi  )-^ -+- . . .  <  13, 

/    Sl{x"—  X,  y  +  (  j"  _  yi  )-^ 4-  .  .  .  <  P, 

supposées  vérifiées  pour  deux  points  (x',y',  .  .  .)?  {-^^"^7"^  .  .  .)  de  la 
région  11,  entraînent  comme  conséquence  nécessaire  l'existence,  en 
ces  deux  points,  de  caractéristiques  premières  dont  la  différence  pré- 
sente un  module  moindre  que  a.  Or,  la  distance  du  point  {x^^y^,  .  .  .  ) 
à  lui-même  étant  nulle,  et  sa  distance  au  point  (.To,  jKt.,  .  .  .)  étant, 
par  hypothèse,  moindre  que  j3,  les  relations  (6)  se  trouvent  véri- 
fiées pour 

(x\y,  ...)  =  (^,.j,,  ...),         (x\y'.   ...)  =  (x.2,y.,  ...); 

les  points  (jc,,jk<  .  .  .)?  (-^^^  JKa?  .  .  •)  admettent  donc  respectivement, 
au  nombre  de  leurs  caractéristiques  premières,  deux  quantités  dont 
a  différence  présente  un  module  moindre  que  a.  C'est  ce  qu'il  s'a- 
gissait d'établir. 


CONTINUITÉ.  ■  25 


Fonctions  continues. 

lo.   Nous  nommerons  premier  et  second  élément  de  la  quantité 
imaginaire  a'-j-  id'  les  deux  quantités  réelles  a! ^  a!' . 
Si  aux  n  variables 

(i)  x^x'-r-ix",         y=/^iy\ 

on  attribue  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs  imaginaires,  les 
systèmes  de  valeurs  réelles  que  prennent  alors  leurs  in  éléments 
redonnent  les  divers  points  d'un  espace  à  2  /z  dimensions, 

(2)  \[oc',  x\y\  y\  ...]]. 

Il  arrive  d'ailleurs  sans  cesse  qu'on  ait  à  considérer  exclusivement, 
dans  telle  ou  telle  question,  les  systèmes  de  valeurs  des  n  variables 
(  I  )  satisfaisant  à  tel  ou  tel  groupe  de  conditions  entre  leurs  2  n 
éléments,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  situés  dans  telle  ou 
telle  région  de  l'espace  (2). 

Dans  l'espace  à  2  /i  dimensions  (2),  à  la  considération  duquel  on 
est  conduit  par  celle  des  n  variables  imaginaires  (i),  un  point  quel- 
conque 

{x\  x\y,y\   ...) 

se  désigne  tout  aussi  bien  par  la  notation 

et  les  valeurs  a?,  y,  ...  se  nomment,  en  pareil  cas,  les  coordonnées 
imaginaires  du  point.  L'espace  (2)  se  désigne  de  même  par  la  no- 
tation 

\\x,y.,  ...\\. 

Enfin,  si  l'on  considère  dans  l'espace  (2)  deux  points  quelconques, 


Xi  =  X^-\-  IX^, 

.ri  =  rx-^^ri 

x^,=  x\^ix\, 

y2  =  y'^-\-iy". 

leur  distance,  égale  par  définition  (n"  1  )  à 

s/{x\  -  x'if-^{x\  —  x\  )2-h  (y,  -y'^  r^+ (/;  -y\  y 
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peut  évidemment  s'écrire  sous  la  forme 


v/mod(.ri  —  ^2)" H-  '^oà(y\  —  y^)^- 


Si,  notamment,  il  n'y  a  qu'une  seule  variable  imaginaire,  ^,  la  dis- 
tance des  deux  points  ^',,  x.2  est  égale  au   module  de  la  différence 

16.   Soient 

X,     y,     ... 

n  variables  indépendantes,  que  nous  supposerons,  indifféremment, 
réelles  ou  imaginaires. 

Une  fonction  y*  (^,  y,  .  .  .),  bien  définie  dans  toute  l'étendue  d'une 
région  11  de  l'espace  T [^,  JK?  •  -  ']\  (')?  ^st  dite  continue  dans  cette 
région,  si,  un  point  (^05  JK07  .  .  .  )  ^^  ^^  région  et  une  constante  posi- 
tive a  étant  donnés,  on  peut  leur  faire  correspondre  quelque  constante 
positive,  j3,  telle  que  les  relations  simultanées 

mod(a7  — a7o)  <  [3,  mod(jK  — JKoX  ?,  -.., 

supposées  vérifiées  pour  un  point  (^,  J',  ...)  de  la  région  lî,  en- 
traînent comme  conséquence  nécessaire  la  relation 

(3)  mod[/(a7,  7,  . . .)  — /(-^o,  Jo,  ...)]<^; 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si,  le  point  (xq^Vq,  .  .  .)  et  la  constante 
a  étant  donnés,  on  peut  leur  faire  correspondre  quelque  constante 
positive,  y,  telle  que  la  relation 


y/mod  (  ic  —  j7o  )2  -+-  mod  (  X  —  7o  )"^  -t-  •  •  •  <  Y, 

supposée  vérifiée  pour  un  point  (x,  y,  .  .  .)  de  la  région  H,  entraîne 
comme  conséquence  nécessaire  la  relation  (3). 

Si  une  fonction,  u=f(x,yj  .  .  .  ),  est  continue  dans  une  région"^ 
de  l'espace  ï[x,y,  •  •  .]]?  ^^  ^^  ^^'^^  variante  {xm,r,...^ym,r,...^  •  •  •)' 
tombant  constamment  dans  cette  région,  a  pour  limite  un  point 
(X^  Y,  .  .  .)  qui  y  soit  également  situé,  la  variante 

^/it,r,...  ^^^  J\'^fn,r,...i  ym,/\...i    •  •  •-) 

(')  Cet  espace  est  à  /i  ou  à   an  dimensions,  suivant  que    les  n  variables  a;,  y,  ... 
sont  réelles  ou  imaginaires. 
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de  r espace  N^^]]  a  pour  limite  le  point 

U=/(X,  Y,  ...) 
de  cet  espace. 

Effectivement,  la  distance  du  point  variable  {jCm,r,...,  ym,r,...^  .  .  •) 
au  point  fixe  (X,  Y,  .  .  .)  finissant,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  par 
tomber  au-dessous  de  toute  quantité  donnée  (n"  7),  il  résulte  de  la 
continuité  de/(x,  )\  .  .  .)  que  le  module  de  la  différence  U  —  Um,/,...-, 
c'est-à-dire  la  distance  des  deux  points  u,n^,,...^  U  de  l'espace 
MwM  (n°  1)  (n'*  15),  jouit  nécessairement  aussi  de  cette  même  pro- 
priété :  le  point  Um,r,...  a  donc  pour  limite  U  (n"  7). 

17.  Si  l'on  observe  que,  dans  le  cas  où  les  variables  x^  y,  ...  sont 
imaginaires,  l'espace  Mx,  r,  .  .  .]  n'est  autre  chose,  par  définition 
(n"  15),  que  l'espace  (2);  si,  d'un  autre  côté,  on  compare  à  notre 
hypothèse  générale  du  n"  10  la  définition,  donnée  ci-dessus  (n"  16), 
de  la  continuité,  on  voit  immédiatement  qu'elle  s'en  déduit  par  la 
simple  supposition  que  chaque  point  de  la  région  H  possède  une 
caractéristique  unique.  Nous  pouvons  donc,  sans  autre  démonstra- 
tion, énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

i"  Si  une  fonction  est  continue  dans  une  région  limitée  et 
complète,  son  module  y  reste  constamment  inférieur  à  quelque 
quantité  fixe  (n"  11)  ; 

2*^  Si  une  fonction  est  continue  dans  une  région  limitée  et 
complète,  et  qu'elle  y  puisse  acquérir  un  module  inférieur  à  toute 
quantité  positive  donnée,  elle  s'annule  certainement  en  quelque 
point  de  la  région  (n°  12); 

S*'  Si  une  fonction  est  continue  dans  une  région  limitée  et 
complète,  et  qu'elle  ne  s'y  annule  jamais,  son  module  y  reste 
constamment  supérieur  à  quelque  quantité  positive  fixe  (n"  13); 

4"  Si  une  fonction  f  [x^  y ^  .  .  .)  est  continue  dans  une  région 
limitée  et  complète,  on  peut,  un  nombre  positif  a  étant  donné, 
assigner  un  nombre  positif  |3  tel  que,  pour  deux  points 
(^1,  j^,,  .  .  .),  (^2,  J^25  .  .  .)  arbitrairement  choisis  dans  la  région 
à  une  distance  mutuelle  moindre  que  jB,  la  différence 

f{Xx,y\,    ...)— /(>2,  JK2,    ...) 

présente  un  module  moindre  que  a  (ai"  14). 
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Observons  enfin  :  5"  Que  le  module  d^ une  fonction  continue 
/{x^y^  .  .  .)  est  lui-même  une  fonction  continue  ;  il  suffit,  pour  s'en 
convaincre,  de  se  reporter  à  notre  définition  du  n*'  16,  et  de  remar- 
quer que  la  relation 

mod[/(^,  jK  ,•...)—/(  ^o,JKo,   ...)]<« 

entraîne  comme  conséquence  nécessaire 

val.  abs.  [  mod  f{x,  y,  .  . .)  —  mod  /(  Xq,  jko,  •  •  . )J  <  a. 

48.   Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la  remarque  suivante  : 
Soient  : 

^,  jK,    ...    des  variables  indépendantes  (réelles  ou  imaginaires)  en 
nombre  quelconque  g\ 

u=  \]{x,  y,  ...), 
(4)  [v  =  \{x,y,  ...), 


des  fonctions  de  x,  jk,  .  .  . ,  en  nombre  quelconque  y,  toutes  conti- 
nues dans  une  même  région,  l^a:,  j, ...,  de  l'espace  M^,^,  .  .  .]    ; 
^i/,  f,  ...  la  région  de  l'espace  [[w,  (^,  .  .  .]1  constituée  par  l'ensemble 
des    divers   points   (w,  v^  ...)    qui,   en   vertu  des  formules  (4), 
correspondent    (avec    répétition  possible)    aux   divers   points    de 

Cela  posé,  si  la  région  î^x,  j, ...  est  à  la  fois  limitée  et  complète, 
la  région  ^u,v,...  ne  peut  manquer  de  l'être  aussi. 

I.    Une  fonction  entière,  /(^,  .7,  .  .  .),  est  continue  dans  toute 
Vétendue  de  V espace  \\x^y^  .  .  .]1  ('). 

(*)  Il  s'agit  de  faire  voir  qu'en  désignant  par  (a?^,^^,  ...)  un  point  fixe  donné  et 
par  a  une  constante  positive  donnée,  on  peut  assigner  une  constante  positive,  p,  telle 
que  les  relations  simultanées 

rnod(a7  — a;„)<  p,         mod  (y  —  jKoX  P, 

entraînent  comme  conséquence  nécessaire 

mod[fix,y,  ...)—f{x„y, )]  <  a. 

Effectivement,  si  l'on  pose 

X  —  X,=  h,  y  -y^=k, 
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II.  Si  l'on  désigne  par  m  un  entier  positif ,  et  par  z  une  variable 
indépendante  assujettie  à  se  mouK>oir  dans  la  région  3^0,  la 
fonction  [positive)  \l z  est  continue  ('). 

III.  On  nomme  composition  des  fonctions  l'opération  qui  consiste 
à  substituer  aux  variables  w,  v,  .  .  . ,  en  nombre  quelconque  y,  d'une 
fonction  donnée, 

(5)  /(m,  p,  ...), 
/  fonctions  données, 

(6)  U(:r,y,  ...),     \{x,y,  ...),     ..., 


la  différence 
ou 

peut,  par  l'application  des  premières  règles  de  l'Algèbre,  être  mise  sous  forme  d'un 
polynôme  entier  en  /t,  k,  ...  ayant  ses  termes  tous  dissemblables  et  privé  de  terme 
constant.  Si  ce  polynôme,  P(A,  ât,  ...),  n'a  que  des  coefficients  nuis,  il  est  nul  quels 
que  soient  /i,  /r,  ...,  et  le  nombre  positif  p  est  arbitraire.  Dans  le  cas  contraire, 
soient  q  le  nombre  de  ses  termes  (à  coefficients  non   nuls),  [Jl  le   plus   grand  module 

des  coefficients,  et  ^  un  nombre  positif  à  la  fois  inférieur  à  i  et  à  - — ;  en  supposant 
les  modules  de  A,  Ar,  ...  tous  inférieurs  à  p,  celui  du  terme 

Ch'^kK.., 
où  a-f-ÔH-...  est  forcément  plus  grand  que  zéro,  est  inférieur  à 

'  '  Y-q         q 

la  somme  des  modules  des  termes  du  polynôme  P(/i,  A,  ..)  et,  à  plus  forte  raison, 

oc 
le  module  de  P(A,  ât,  ...)  sont  donc  inférieurs  h    q—t  c'est-à-dire  à  a. 

(  '  )  En  effet,  si  l'on  prend  arbitrairement,  dans  la  région  2^0,  deux  valeurs  Zj,  z^, 
on  a,  en  désignant  par  z,  la  plus  grande  des  deux, 

V/2,i    V22-t-    Vz,—  z^, 

comme  le  montre  l'élévation  des  deux  membres  de  l'inégalité  à  la  puissance  m.  En 
vertu  de  cette  relation,  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

/«/  /n/      ^  tn/ 

il  suffit,  pour  que  la  différence  (prise  positivement)  de  deux  valeurs  de  la  fonction 
soit  inférieure  à  a,  que  la  différence  (prise  positivement)  des  deux  valeurs  de  z  soit 
inférieure  à  a"*.  A  plus  forte  raison  cette  fonction  est-elle  continue  dans  la  région 
dont  il  s'agit. 
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d'autres  variables  x,y,  .  .  . ,  en  nombre  quelconque  g"^  ce  qui  engendre 
évidemment  une  nouvelle  l'onction  de  ces  dernières, 

<7)  F(.r,j^,  ...)=/[U(:r,jK,  ...),  V(>,r,  •■•).    •••]; 

relativement  à  cette  opération,  les  fonctions  (6)  seront  dites  simples, 
/  (if,  r,  .  .  .)  se  nommera  la  fonction  composante,  et  F(^,  y,  .  .  .  ) 
la  fonction  composée. 

Cela  étant,  si  les  fonctions  simples  ((])  sont  toutes  continues  dans 
une  même  j-égion,  ^j-,  j,  ...,  de  V  espace  M^,^,  •••]  j  si,  de  plus, 
la  composante  (5)  est  continue  dans  une  région,  ^m,,.,  ...,  de 
V espace  [[w,  v^  •.•]]?  ^^  enfin,  pour  un  choix  arbitraire  du  point 
{x^y,  .  .  .)  dans  la  première  région,  le  f)oint  fourni  par  l'asso- 
ciation des  valeurs  (6)  se  trouve  toujours  compris  dans  la  seconde: 
la  fonction  composée  (7)  est  certainement  continue  dans  la  ré- 
gion lia-,j, .... 

Soient,  en  efl'et  : 

(^07.)'oj  •  •  .  )  ^^^  point  particulier  quelconque  de  ^x,  r,  ...  > 
;/o,  t'o,  ...  les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  (6); 
a  un  nombre  positif  choisi  à  volonté  ; 
P  un  deuxième  nombre  positif,  tel  que  la  différence 

f{u,  V.    ...)—/(«,„   Po,    •..) 

présente   un  module   inférieur  à  a,    toutes    les  fois   que  le  point 
(m,  ^',  ...)    de    la  région   li«,  t-,  ...    se  trouve    à    une   distance    de 
{uq,  ('07  .  .  .  )  moindre  que  p; 
V  un  dernier  nombre  positif,  tel  que  les  /  différences 

présentent  toutes  des  modules  moindres  que  —=?  dès  que  le  point 

{x,  y,  .  .  .)    de    la  région   îl^,^, ...    se    trouve    à    une   distance   de 
(.270  5  JK(i?  .  .  .)  moindre  que  y. 

Cela  étant,  si  un  point  (x^y^  .  .  .)  de  la  région  Mj.^  >•,  ...  satisfait  à 
la  relation 

\/mod{cc  —  a.\,y^-^  mo(\{y — y»)''-i-  .  .  •  <  Y, 

le  point  («,  r,  .  .  .)  de  la  région  li«,i., ...   fourni  par  l'association  des 
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valeurs  (6)  vérifiera  la  relation 


/ mod (u  —  Wo )■-  -H  niod  ( p  —  ^o)'^  ■+-  •  •  •  <  [^« 
par  suite  aussi  la  relation 

mod  [/(M,  V,  ...)  — /Oo,  t'o,   ..  .)j  <  oc, 
c'est-à-dire  qu'on  aura 

mod[F(;r,  .X,  .  .  .}  —  F{x»,  y^,  ...)]<«• 

IV.   Revenons  à  notre  énoncé. 

La  région  li«, ,,,...  est  nécessairement  limitée  :  car  chacune  des 
fonctions  it^  r,  .  .  . ,  que  définissent  les  formules  (4),  étant,  par  hypo- 
thèse, continue  dans  la  région  limitée  et  complète  H^:^  y^  ...,  j  garde 
un  module  constamment  inférieur  à  quelque  nombre  positif  fixe 
(n"  17,   i"),  et,  dès  lors,  la  quantité 


Y  mod  u^  -\-  mod  v--\-  .  .  .  ^ 

distance  du  point  (m,  i^',  .  .  .)  au  point  fixe  (o,  o,  .  .  .),  jouit  elle-même 
de  cette  propriété. 

La  région  1l«, ,.,...  est,  en  outre,  complète  :  si  l'on  désigne,  en 
effet,  par  (u,  C5,  .  .  .)  un  point  fixe  n'en  faisant  pas  partie,  et  que  l'on 
considère  la  distance  du  point  (i»,  ©,  •••)  ^  ^^^  point  variable, 
(m,  r,  .  .  .  ),  de  la  région,  cette  distance, 

v/inod(  w  —  -j)'^-!-  raod(p  —  (^ )--+-... , 

ne  peut  manquer  d'être,  comme  le  sont  par  hypothèse  les  fonctions 
M,  ç^,  ...,  continue  dans  la  région  limitée  et  complète  ^a;,  >,  •• 
(n*^  18,  I,  II,  III)  (n**  17,  5").  Gomme,  d'ailleurs,  la  distance  en 
question  ne  s'annule  en  aucun  point  de  ^x,y,  ...-,  elle  reste  constam- 
ment supérieure  à  quelque  quantité  positive  fixe  (n°17,  3");  on  en 
conclut,  comme  il  s'agissait  de  l'établir,  que  le  point  (u,  'j,  .  .  .  )  est 
complètement  extérieur  (n"  3)  à  la  région  lî^^  „^  .... 
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CHAPITRE  IL 

SÉRIES  EN  GÉNÉRAL  ET  SÉRIES  ENTIÈRES  {'). 


Premières  propriétés. 
19.   On  nomme  série  une  suite  illimitée  de  quantités, 

se  formant  successivement  d'après  une  loi  donnée,  et  que  l'on  somme 
en  nombre  indéfiniment  croissant  dans  l'ordre  même  de  leur  forma- 
tion :  c'est  ce  qu'indique  la  notation  usuelle 

(l)  Ui-h  U2-h  .  .  .-h  Un-+- 

Dans  ces  sommations  successives,  il  arrive  de  deux  choses  l'une  : 
ou  bien  la  variante  S«,  obtenue  en  formant  la  somme 

Wj  H-  W2-f-.  .  .-T-  U,i 

des  n  premiers  termes  de  la  série,  tend,  pour  n  infini,  vers  quelque 
limite,  S;  ou  bien  elle  ne  tend  vers  aucune  limite. 

Dans  le  premier  cas,  la  série  est  dite  convergente,  et  la  limite  S, 
qu'on  représente  aussi  par  la  notation  (  i  ),  s'appelle  la  somme  de  la 
série  convergente.  La  différence  S  —  S,,,  qui  tend  alors  vers  zéro,  est 
la  somme  de  la  série,  également  convergente^ 

que  l'on  obtient  par  la  suppression  des  n  premiers  termes  de  la  pro- 


(')  Le  Chapitre  II,  consacré  aux  séries,  contient  l'exposé  des  propriétés  élémen- 
taires, fort  peu  nombreuses,  qui  seront  utiles  dans  les  suivants  :  ces  propriétés  s'y 
trouvent  rangées  et  groupées  à  peu  près  de  la  même  façon  que  dans  les  Chapitres  de 
l'Ouvrage  de  M.  Méray,  qui,  plus  complètement,  traitent  du  même  sujet  {Leçons 
nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  Chap.  IV  etV). 
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posée  :  on  la  nomme  le  reste  de  celle-ci,  arrêtée  à  son  terme  de 
rang  n. 

Dans  le  second  cas,  celui  où  S„  ne  tend  vers  aucune  limite,  la  série 
est  dite  divergente;  elle  n'a  alors  ni  somme  ni  reste. 

D'après  la  règle  générale  formulée  au  n'^  7,  il  faut,  pour  savoir  si 

la  série 

Ml  -+-  M2  -I-  • .  •  H-  W/i  H- .  •  • 

est  convergente  ou  divergente,  considérer  la  différence  ^n^p  —  S,, 
(n^^  1  et  15),  c'est-à-dire  la  somme 

des  p  termes  qui  suivent  le  /i'*^'"%  et  chercher  si,  à  partir  d'une  valeur 
de  n  suffisamment  grande,  et  quel  que  soit  jd,  celte  somme  conserve 
un  module  inférieur  à  toute  quantité  positive  donnée. 

20.   Les  remarques  suivantes  sont  très  souvent  utilisées. 

I.  Désignons  par  S„^^  la  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  ai*^°^^ 
dans  une  première  série 

(2)  «l-f-  M2-+-.  • -H-  "«  +  •  •  •» 

par  S'„  p  la  somme  analogue  dans  une  deuxième  série 

(3)  Mj  +  M2 -+-...-+- a'„  +  . .  ., 

et  par  a  une  quantité  positive  fixe.  Cela  étant  : 

1"  Si  la  série  (3)  est  convergente,  et  si,  à  partir  d*une  certaine 
valeur  de  n,  on  a,  quel  que  soit  p, 

mod  S„,^^^  a  mod  S/j  p, 
la  série  (2)  est  également  convergente. 

Car,  à  partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande,  et  quel  que 
soit  /?,  le  module  de  S,,^  reste  inférieur  à  toute  quantité  positive 
donnée,  donc  aussi  celui  de  ^n.p- 

2"  Si,  au  contraire,  la  série  (3)  est  divergente,  et  si,  à  partir 
d' une  certaine  valeur  de  n,  on  a,  quel  que  soit  p, 

modS,i,p^a  nnodS'„^p, 

la  série  (2)  est  également  divergente. 

R.  3 
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Car  la  relation  précédente  peut  s'écrire 

mo(lS^,^,,l  -  modS,,,/;; 

si  donc  la  série  (2)  était  convergente,  la  série  (3)  le  serait  aussi  en 
vertu  de  i",  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

II.  Pour  qu^ une  série  soit  convergente,  il  est  nécessaire  cjue  son 
terme  général  tende  vers  zéro. 

Car,  dans  la  série  (2),  le  terme  «^/i  +  i,  égal  à  S,j,i,  est  la  valeur  de 
^'hP  poui'  /^  =  1  (1)5  6t  dès  lors,  si  l'on  suppose  la  série  conver- 
gente, doit  tendre  vers  zéro  pour  n  infini  (n"  19). 

On  constate  d'ailleurs  sur  maint  exemple  que  cette  condition 
nécessaire  n'est  pas  sujfisanle. 

Ilï.  Dans  une  série  convergente,  on  peut  toujours,  à  condition 
de  ne  déplacer  aucun  de  ses  ternies,  les  grouper  arbitrairement 
sans  détruire  sa  convergence  ni  altérer  sa  somme. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  S  la  somme  de  la  série,  par 
S/i  celle  des  n  premiers  termes,  par  ^n,p  celle  des  p  termes  qui 
suivent  le  /i'^™^,  et  par 

des  entiers  positifs  (>>  o)  se  succédant  indéfiniment  suivant  quelque 
loi  déterminée,  la  série 

est  convergente  et  a  pour  somme  S. 

Car,  dans  cette  dernière  série,  la  somme  des  k  premiers  termes  a 
pour  valeur 

^rei+«2+...-l-njt  I 

elle  tend  donc  vers  S  pour  k  infini,  puisque  n^  -\-  n^  -{-...  -\-  nh  est 
évidemment  infini  avec  k. 

TV.   Si  des  séries  convergentes  ont 
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pour  tel  mes  respectifs  de  rang  n^  et 

S',    S",    ...,    s^^-) 

pour  sommes  respectives,  si,  en  outre, 

(4)  a',     a\      ..,,     a^^-) 

sont  des  coefficients  constants  en  même  nombre,  la  série  ayant 
pour  terme  de  rang  n 

Un  =  a'  u'n  -f-  a"  w'^t  -h .  . .  -h  a^^'^  m'/"^ 

est  aussi  convergente,   et  sa  somme  S  se  calcule  à  V aide  de  la 
relation  semblable 

S  =  a'S'-f-  «"S"-f-. .  .+  a(^-^S(^). 

Entre  les  sommes  des  n  premiers  termes  dans  les  A"  -h  i  séries 
considérées,  on  a  évidemment  la  relation 

d'où  l'on  déduit  immédiatement,  par  le  passage  aux  limites,  le  point 
à  démontrer. 

En  réduisant,  soit  le  nombre  A"  à  i,  soit  les  coefficients  (4)  à  H-  i 
ou  —  1 ,  on  trouve  ces  corollaires,  très  souvent  appliqués  : 

On  multiplie  ou  on  divise  par  une  constante  donnée  la  somme 
d'une  série  convergente  en  exécutant  la  même  opération  sur  tous 
ses  termes. 

On  combine  par  voie  d'additions  et  soustractions  les  sommes  de 
plusieurs  séries  convergentes  (en  nombre  limité)  en  combinant  de 
la  même  manière  leurs  termes  de  même  rang. 

Observations  sur  les  séries  à  termes  positifs. 

Î21 .  Les  séries  à  termes  positifs  donnent  lieu  aux  observations  géné- 
rales suivantes  : 

I.  Ouand  une  série  à  termes  positif  s  est  divergente,  la  somme  S^ 
de  ses  n  premiers  termes  est  nécessairement  infinie  avec  n. 

A.  Une  variante  simple  (n"  6),  w„,,  à  un  seul  indice,  m,  est 
nécessairement  convergente,  si,  à  partir  d'une  valeur  suffisant- 
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ment  grande,  [jl,  de  cet  indice,  elle  conserve  la  double  propriété 
d^être  toujours  inférieure  à  quelque  constante  G,  et  de  ne  jamais 
décroître  quand  son  indice  va  en  croissant. 

On  ne  restreint  évidemment  pas  la  généralité  de  la  démonstration 
en  supposant  que  jj.  soit  la  valeur  minimum  de  l'indice  m.  Cela  étant, 
et  c  désignant  une  quantité  fixe  moindre  que  u^^  il  résulte  de  nos 
hypothèses  que  l'on  a,  quel  que  soit  m^ 

c  <  u^<  C, 
et,  à  plus  forte  raison, 

Si  l'on  divise  maintenant  en  deux  parties  égales  l'intervalle  de  c  à  C, 

il  arrivera,  ou  bien  que  la  valeur  médiane,  — ; — >  de  l'intervalle  total 

soit  surpassée  par  Um  pour  quelque  valeur  convenablement  choisie 
de  /?2,  ou  bien  qu'elle  ne  le  soit  pour  aucune  :  mais,  dans  l'un  et  dans 
l'autre  cas,  il  existe  un  des  deux  intervalles  partiels,  et  un  seul,  tel 
qu'on  finisse  par  avoir  toujours,  en  désignant  par  c,  et  G,  ses  deux  va- 
leurs extrêmes, 

De  même,  si  l'on  divise  en  deux  parties  égales  l'intervalle  de  c,  à  G|, 
il  existe  un  des  deux  intervalles  partiels,  et  un  seul,  tel  qu'on  finisse 
par  avoir  toujours,  en  désignant  par  C2  et  G2  ses  deux  valeurs  ex- 
trêmes, 

Et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  formera  de  cette  manière  une  suite 
illimitée  d'intervalles 

c     à     C,         c,     à     Cl,         C2     à     G2,  ...,         ca     à     Ca-,  ..., 

jouissant  de  la  triple  propriété  suivante  :  1°  chacun  d'eux  est  entière- 
ment compris   dans  le  précédent;   2^  la   différence  C^  —  c/(  a  pour 

valeur       ^     y  et,  par  suite,  est  infiniment  petite  pour  k  infini  ^  3"  pour 

toute  valeur  particulière  de  /r,  la  variante  Um  finit  par  être  toujours 
comprise  dans  l'intervalle  de  c^  à  C^. 

Gela  étant,   il  résulte   d'une  démonstration  antérieure  (n"  9,  III) 
qu'une  valeur  choisie  dans   l'intervalle  de  Ca  à  C/(  suivant  une  loi 
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déterminée  quelconque  tend  vers  une  limite,  F,  située  dans  l'un  quel- 
conque des  intervalles  de  la  suite.  Je  dis  que  la  variante  Um  tend 
vers  r  :  car,  en  désignant  par  e  une  quantité  positive  arbitrairement 
choisie,  et  par  k'  une  valeur  particulière  de  k  choisie  de  telle  façon 

que  — -j—  soit  inférieur  à  £,  la  variante  Um  finira,  en  vertu  de  la  troi- 
sième propriété  des  intervalles,  par  être  constamment  comprise  dans 
l'intervalle  de  Ck  à  C^ ,  et,  comme  la  valeur  fixe  F  s'y  trouve  égale- 
ment située,  la  différence  F  —  Um  finira  par  être  moindre  en  valeur 

absolue  que  — jy—t  et,  à  plus  forte  raison,  que  £  (*). 

B.  Revenons  à  notre  énoncé. 

La  série  proposée  ayant  tous  ses  termes  positifs,  la  variante  S„  ne 
décroît  jamais  quand  n  augmente  :  si  donc  elle  ne  finissait  pas  par 
surpasser  une  quantité  positive  arbitrairement  choisie,  elle  ne  la  sur- 
passerait pour  aucune  valeur  de  /i,  et  la  série  serait  convergente  {A). 

II.   Soient 

Ml  H-  M2  +.••■+-  «^«  H-  ...  , 
M 1  -4-  M2  -H  .  .  .  H-  m'„  -t-  .  .  . 

deux  séries  à  termes  positifs. 

1°  Si  la  deuxième  série  est  convergente,  et  si  Von  a,  à  partir 
d' un  rang  suffisamment  éloigné, 


la  première  est  également  convergente. 

Car,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  /i,  on  a,  quel 
que  soit  />>, 

modS„,p^modS'„  p 
(n°20,  I,  I"). 


(')  Semblablement,  une  variante  simple,  u^,  à  un  seul  indice,  m,  est  nécessai- 
rement convergente,  si,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande,  p.,  de  cet 
indice,  elle  conserve  la  double  propriété  d'être  toujours  supérieure  à  quelque 
constante  c,  et  de  ne  jamais  croître  quand  son  indice  va  en  croissant.  La  va- 
riante —  u^  conserve  en  effet,  pour  m^[x,  la  double  propriété  d'être  constamment 
inférieure  à  —  c,  et  de  ne  jamais  décroître  quand  son  indice  va  en  croissant  :  elle 
tend  donc  vers  quelque  limite,  et,  par  suite,  u^  tend  vers  la  limite  opposée. 
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2°  Si  la  deuxième  série  est  divergente,  et  si  l'on  a,  à  partir  dan 
rang  suffisamment  éloigné , 

la  première  est  également  divergente. 

Car,  si  la  première  série  était  convergente,  ]a  deuxième  le  serait 
aussi  en  vertu  de  i°. 

3°  Si  la  deuxième  série  est  convergente,  et  si  l'on  a,  à  partir 
d'un  rang  suffisamment  éloigné, 

Un     ^     U'n 

la  première  est  également  convergente. 

Effectivement,  si  l'on  désigne  par  v  une  valeur  particulière  de  n  à 
partir  de  laquelle  l'inégalité  précédente  soit  constamment  vérifiée,  et 
par  q  un  entier  positif  arbitraire,  on  a 


j  •  •  •  7  '—  ^  — r- 

7/..  .    ^       .  ,, 

-q 


d'où  l'on  déduit,  parla  multiplication  membre  à  membre, 


Uy-i-g   ^    U,y->rq  ^    Uyj       , 


On  a  donc,  pour  aï^v. 


Un=-T  U'n 
U., 


et,  par  suite,  pour  /z>v  et  quel  que  soit/?, 


mod  S;,,;,^  —^  mod  S'^.p 
(n°20,  1,  i«). 


4**  Si  la  deuxième  série  est  divergente,  et  si  Von  a,  à  partir 
d'un  rang  suffisamment  éloigné, 

Un-\-\  ^  ^n+i 

=  — ; — f 

la  première  est  également  divergente. 
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Car,  si  la  première  série  était  convergente,  la  deuxième  le  serait 
aussi  en  vertu  de  3". 

m.   La  progression  géométrique  à  raison  positive  p, 

i-i-p-t-p^-f-.  .., 

est  convergente  ou  divergente,   suivant  que  p  est  ou  non  inférieur 
à  1.  Dans  le  premier  cas,  la  convergence  résulte  de  l'égalité 

I  —  Qtn-hl  I  Q'n+i 

I  +  p  -t-  p2  -h  .  .  .  -f-  p"*  =    ^ = j 


//H-l 


OÙ tend  vers  zéro  pour  m  infini;  dans  le  second  cas,  la  diver- 

gence  résulte  de  ce  que  le  terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro  (n°  20, 

")• 

En  supposant  alors  que  la  série 

u\  H-  Mo  -+-.,.  -f-  W'j  +  .  .  . 

se   réduise  à  cette  progression,  les  règles  3"  et  4°  de  l'alinéa  pré- 
cédent (II)  conduisent  aux  deux  suivantes  : 

Pour  qu'une  série  à  termes  positifs  soit  convergente,  il  suffit 
que  le  rapport  d' un  terme  au  précédent  finisse  par  rester  infé- 
rieur à  une  quantité  invariable,  plus  petite  elle-même  que  V unité 
{il  suffit,  en  particulier,  qu'il  tende  vers  une  limite  plus  petite 
que  i). 

Pour  qu'une  série  à  termes  positifs  soit  divergente,  il  suffit  que 
le  rapport  d'un  terme  au  précédent  finisse  par  ne  jamais  tomber 
au-dessous  de  i  (//  suffit,  en  particulier,  qu'il  tende  vers  une 
limite  plus  grande  que  i). 

Séries  absolument  convergentes. 
22.    Pour  que  la  série  {à  termes  quelconques) 

soit  convergente,  il  suffit  que  la  série 

{•>')  Ul-|-'J2-+-...+  U„-h..., 

formée  par  les  modules  de  ses  termes,  te  soit  elle-même. 
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En  appelant  Sn,p  la  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  /i'<^'"«  dans 
la  série  (i),  et  2,,,^  la  somme  analogue  dans  la  série  (2),  on  a  tou- 
jours 

(3)  modS,j,/,^2:„,/„ 

et  cette  inégalité,  combinée  avec  la  convergence  de  la  série  (2),  en- 
traîne (n°  20,  I,  i")  celle  de  la  série  (1). 

La  somme  et  le  reste  de  la  série  (i)  ont  alors  des  modules  infé- 
rieurs {égauXy  au  plus)  à  la  somme  et  au  reste  correspondant  de 
la  série  (  2  ) . 

Effectivement,  si   l'on  désigne  par  S  et  S  les  sommes  respectives 

des  séries  (i)  et  (2),  par  S„  et  S,,  les  sommes  de  leurs  n  premiers 

termes,  par  R„  et  P^  les  restes  correspondants,  l'inégalité  (3)  donne, 

pour  n  fixe  el p  infini, 

mod  R,i^  P,i, 
et  l'inégalité 

modS„^  S„ 

donne  de  même,  pour  n  infini, 

mod  S  ^2. 

Il  importe  d'observer  que  la  convergence  de  la  série  (2)  n'est 
pas  nécessaire  à  celle  de  la,  série  {\)  '•  mais  les  séries  qui  restent 
convergentes  quand  on  j  remplace  chaque  terme  par  son  module 
jouissent  de  propriétés  très  importantes,  dont  nous  allons  exposer  les 
principales;  elles  sont  dites  absolument  convergentes. 

23.   La  série 

(4)  Mj-h  a2-f-..  .-f- M«-h.  .  . 

étant  supposée  absolument  convergente  : 
1°   Toute  série  partielle 

(5)  w'-h  m"-i-.  .  ., 

formée,  suivant  une  loi  quelconque,   mais  sans  répétition,  avec 
des  termes  de  la  série  (4),  est  elle-même  absolument  convergente. 
2°  Une  série 
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ayant  pour  termes  les  sommes  de  semblables  séries  partielles,  est 
aussi  absolument  convergente,  si  ces  séries  partielles  ont  été 
formées  successivement  suivant  une  loi  quelconque,  m,ais  sans 
répétition,  c^ est-à-dire  si  aucune  déciles  ne  contient  un  terme 
de  {^)  figurant  déjà  dans  quelqu^ une  des  précédentes. 

3**  Si  ces  séries  partielles,  successivement  formées  sans  répéti- 
tion, le  sont  en  outre  sans  omission,  c'est-à-dire  si  chaque  terme 
de  la  proposée  {^)  figure  dans  quelqu'  une  d'entre  elles,  la  série  (6) 
a  même  somme  que  la  proposée, 

1.  En  désignant  par  i»,.  Je  module  de  Un-,  par  2  la  somme  de  la 
série  convergente 

(7)  0,-1-02  +  . -.H- ^/i-+--- •• 

par  j',  u",  ...  les  modules  respectifs  de  w',  d\  .  .  .  ,  par  (s^s)  la 
somme 

enfin  par  G  le  plus  élevé  des  rangs  qu'occupent  dans  la  série  (7)  les 
g  termes  de  o-^^^,  on  a  évidemment 

a*.?^ ^  ui  H- U2 -h .  .  .  H- UG^  2. 

La  variante  positive  o-^^^  reste  dès  lors  constamment  inférieure  à 
quelque  quantité  fixe;  comme,  d'ailleurs,  elle  ne  décroît  jamais  quand 
g  augmente,  elle  tend  vers  une  limite  (n"  21,  I,  ^),  et  la  série 
formée  avec  les  modules  des  termes  de  (5)  est  convergente. 

il.   Soient 

les  sommes  des  séries  convergentes  (I)  formées  avec  les  modules  des 
termes  élémentaires  de 

(8)  <^l,       t^2,        ...,       t'm,       

Considérant  les  m  premières  d'entre  ces  séries  de  modules,  désignons 
par 


les  sommes  de  leurs  n  premiers  termes,   et  par  K  le  plus  élevé  des 
rangs  qu'occupent  dans  la  série  (7)  les  mn  termes  de  ces  sommes. 
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On  a  évidemment 

d'où  l'on  tire,  en  laissant  m  fixe  et  faisant  croître  n  indéfiniment, 

La  variante  positive 

restant  toujours  inférieure  à  quelque  quantité  fixe,  et  n'allant  jamais 
en  décroissant  quand  m  augmente,  tend  vers  quelque  limite  (n°  21, 

1,  y4);  la  série 

cpi+ cpaH-..  .-^  cp,„H-..  . 

est  donc  convergente,  et,  à  plus  forte  raison  (n°  21,  II,  i"),  la  série 

modPi  -4-  modP2  +  '  •  --^  v[ioàv„i-\- . . . . 

III.   Les  séries  (8)  ayant  été  formées  sans  omission  (ni  répétition), 
il  s'agit  de  prouver  que  les  deux  variantes  convergentes 

ont  même  limite.  Pour  cela,  il  suffît  évidemment  de  faire  voir   que 
leiir  différence 

(Vl-^^i-^.  ..-+-i^m)  —  (Wi-h  M2-H-  ..+  Un), 

variante  aux  deux  indices  m,  /?,  tend  vers  zéro  pour  m  el  n  à  la  fois 
infinis. 

Désignons  à  cet  effet  par 

*  1    ?        *2     )         •  •  •  J        ^^ 

les  sommes  des  v  premiers  termes  dans  les  pi  premières  des  séries  (8); 
par 

^(V)  ,.(V)  „'V) 

'^l   1      'il       '  •  -i      '  [X 

les  restes  correspondants  ;  par 

9i,     ?2,     ..., 

comme  ci-dessus  (II),  les  sommes  des  séries  convergentes  respective- 
ment formées  avec  les  modules  des  termes  élémentaires  de 

^1,    t^2,    ...; 
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(9) 

p7^ 

pT, 

les  restes 

des 

séries 
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Çp,,        ©2,        ..-,       0|JI, 

arrêtées  chacune  à  leur  terme  de  rang  v  (n"  19)  ;  par  <P^  le  reste  de  la 
série  convergente 

(II),  arrêtée  à  son  terme  de  rang  a;  et  par  T^  le  reste  de  la  série  (7), 
arrêtée  à  son  terme  de  rang  N.  Posons  enfin 


,<V)^,,^_^,(V, 


et 


'(A.V 


p"r+pr+---+p'^"+V 


En  nommant  5  une  quantité  positive  arbitraire,  on  peut  évidemment 
trouver  pour  N  quelque  valeur  particulière  rendant  T^  inférieur  à 

■s 

-;  puis,  N  étant  fixé,  trouver  pour  [J(.,v  quelque  système  de  valeurs 
particulières,  telles  que  les  termes 


figurent  tous  dans  t^^^]  puis,  en  augmentant,  si  cela  est  nécessaire, 
l'entier  p.  sans  changer  v,  faire  en   sorte  que  <I>a  soit  inférieur  à  -; 

et    enfin,    en    augmentant,    si    cela   est   nécessaire,    l'entier   v  sans 

changer  {jl,  faire  en  sorte  que  chacune  des  jjl  quantités  (9)  soit  infé- 

g 
rieure  à  -— •  En  résumé  donc,  on  peut  attribuer  aux  entiers  N,  a,  v 

des  valeurs  particulières  telles  :  1"  que  V^^  soit  <-;  2°  que  les  termes 


figurent  tous  dans  t^^.,;  3"  que  ^jx  soit  <^-;  4*"  que  chacune  des  ix 


quantités  (o)  soit  <C-r--  La  réunion  des  deux  dernières  circonstances 
entraînera  notamment 
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Les  trois  entiers  N,  {ji,  v  étant  ainsi  fixés,  les  relations 


i'a=5<y'+r'^» 


nous  donnent,  par  addition  membre  à  membre, 

on  aura  donc,  pour  m^^, 

d'où 

mod((;l-^-  i^î-h. .  .-hi^m—  ^|x,v)^P*i"+  p'a^-f--  •  •+  p|i^*-+-  *[a=  *^iii,v» 
et  par  conséquent 

(10)  mod{vi-^  Vi-h. .  .-h  v,n—  ^|x,v)<  -• 
On  aura  d'un  autre  côté,  pour  /i^N, 

mod  (  Ml  -h  W2  H-  .  .  .  -h  Mn  —  <{X,V  )  =  ^N, 

car,  les  termes  w^,  112,  .  .  . ,  ^.n  étant  tous  contenus  dans  ^(x,v7  la  diffé- 
rence 

devient,  après  réduction,  une  somme  algébrique  de  termes  précédés 
soit  du  signe  -f-,  soit  du  signe  — ,  mais  dont  les  indices,  tous  distincts 
entre  eux,  sont  supérieurs  à  N;  on  en  déduit,  pour  /i^N, 

(11)  mod(Ui-\-  Uz-h. .  .^  Un  —  t^^y)  <  -■ 

L'addition  membre  à  membre  des  relations  (10)  et  (11)  donne,  pour 
/M^ijL  et  /i^N, 

mod  (  Pi  4-  (^2  H-  • .  •  H-  t^m  —  ^[x.v  )  +  mod  (  Wi  -t-  M2  + . .  .  +  w„  —  ^j^.v  )  <  S, 

et  à  plus  forte  raison 

mod[((;i  +  t'2H-.  .  .-i-V,n—t^,v)  —{Uy-^Ui^...-\-Un—  ^jx,v)l  <  §, 
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c'est-à-dire 

mod[(piH-  i^j-4-. .  .-h  v,n)  —  ("i-H  Wa-H-  •  •-+-  W/t)]  <  ô- 

24-.  Inversement,  soit 

(la)  i^i -h  P2  +  ...+  f,„ -+-... 

w/ie  5eWe  rfo/i^  /e5  termes  sont  eux-mêmes  les  sommes  des  séries 
convergentes 


Wj    -h  M 


M,    -I-  M 


(i3) 

«Sf  /ê5  séries 

(i4) 


2    -T-  M^2 


M„i  -h  W,„  H-  .  .  . , 


y  2    +  ^2 


U.» -H  U, 


formées  par  les  modules  des  termes  de  (i3),  sont  convergentes,  et 
si,  de  plus,  leurs  sommes 

forment  elles-mêmes  une  série  convergente 

(i5)  ^1+ <ip2-H...-l-cp,„  +  ..., 

(16)  MlH-  M2-t-.  .  .+  M/i-h.  .  ., 

formée  d^ une  manière  quelconque,  mais  sans  répétition  ni  omis- 
sion, avec  les  termes  élémentaires  des  séries  partielles  (i3),  est, 
ainsi  que  la  proposée  (12),  absolument  convergente,  et  ces  deux 
séries,  (12),  (16),  ont  la  même  somme. 

Effectivement,  soit 

(17)  UiH-  U2-4--  ••-^~  ^rt^-.-  • 

la  série  formée  avec  les  modules  des  termes  de  (16).  Si  l'on  donne  à 
n  une  valeur  particulière  quelconque,  et  à  m  une  autre  suffisamment 
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grande  pour  que  cliaque  terme  de 

S/t  =  ^1 -H 'Jo -f- •••-+- '->/i 

se  trouve  contenu  dans  quelqu'une  des  ni  premières  séries  (14)5  oi^  ^ 
évidemment 

où  i)  désigne  la  somme  de  la  série  (i5).  La  variante  positive  2,,  res- 
tant ainsi  constamment  inférieure  à  quelque  quantité  fixe,  et  n'allant 
d'ailleurs  jamais  en  décroissant  quand  n  augmente,  tend  vers  une 
limite;  en  d'autres  termes,  la  série  (17)  est  convergente,  et  la  série  (16) 
absolument  convergente. 

Cela  posé,  il  suffît,  pour  achever  la  démonstration,  d'appliquer 
la  proposition  du  n"  23  aux  séries  (12)  et  (16),  dont  la  première  s'ob- 
tient par  le  déplacement  et  le  groupement,  sans  omission  ni  répéti- 
tion, des  termes  de  la  seconde. 

25.   Quand  plusieurs  séries  [en  nombre  limité)^ 

^U„i=  Ux   -I-  W2  +..  ., 
^Vn    =  <^i    -H  (^2    -H.  .  -, 


sont  absolument  convergentes,  la  série  {^UmVnWp.  .  .),  formée, 
comme  dans  une  multiplication  de  polynômes,  avec  les  produits 
partiels  de  leurs  termes,  est  elle-même  absolument  convergente, 
et  a  pour  somme  le  produit  des  sommes  des  proposées,  en  sorte  que 
l'on  a,  comme  s'il  s'agissait  efTectivement  de  polynômes, 

S  (  w^  (^„  M^/, . . .  )  =  2  a,„  X  2  p,i  X  S  w^  X 

I.  La  proposition  est  exacte  dans  le  cas  où  les  séries  données 
sont  en  nombre  égal  à  2. 

Désignons  par  Sw,„,  2^,^  les  deux  séries  proposées,  par  S'J,„,  Ses,, 
les  séries  (convergentes)  formées  avec  les  modules  de  leurs  termes, 
et  considérons  la  série  Si»;„cp„.  Les  termes  de  cette  dernière  étant 
écrits  à  la  suite  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  déterminée  (quel- 
conque d'ailleurs),  désignons  par  o-^  la  somme  de  ses  g  premiers 
termes,   et  par  k  la  plus  grande   valeur  que  puisse  atteindre   dans 
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ceux-ci  la  somme  des  indices  des  deux  facteurs.  Comme  chacun  des 
termes  en  question  figure  dans  le  développement  du  produit 

TnA-i=  ('Jl-^  îJî-H...-hUA-i)(cpi-l-cp2-i-.  .  .-4-cpA-l), 

on  a  évidemment 
et  à  plus  forte  raison 

La  variante  positive  t^^,  restant  ainsi  constamment  inférieure  à  une 
quantité  fixe,  et  n'allant  jamais  en  décroissant  quand  g  augmente, 
tend  vers  une  limite;  en  d'autres  termes,  la  série  Su,„co/<  est  conver- 
gente. 

Observons  maintenant  que  les  termes  de  cette  dernière  sont  pré- 
cisément les  modules  de  ceux  de  la  série  ^amV,^^  qui,  dès  lors,  est 
absolument  convergente,  et  dont  on  peut,  en  vertu  du  n*^  23, 
ordonner  et  grouper  les  termes  suivant  une  loi  arbitraire.  On  peut, 
notamment,  répartir  ces  termes  en  groupes  successifs  d'après  la  valeur 
qu'j  possède  l'indice  m  du  facteur  w,,^,  et  transformer  la  série 

en  une  autre  ayant  pour  termes  les  sommes  des  séries  partielles 

WiPi    -4- M1P2   +  "it-'s   +.  . -, 

M2  V\    -\-  UlV^    -h   M2  t^3    -h  .  .  .  , 


Um  Vx  -f-  U,n  V^  -h  W,„  (^3  -f- 


on  trouve  ainsi  qu'elle  a  pour  somme 

Wi  S  p„  H- W2  2  Pn -f- .  .  .  +  «,rt  2 1^„ -4- .  . . 
(n"  20,  IV),  c'est-à-dire 

(  M,  -I-  W2  -t-  .  .  •  H-  Uni  -H  .  .  .  )  X  2  P„, 

ou  enfin 

s  w,„  X  2p„. 

11.    Supposons   maintenant    que    les    séries   proposées   soient    en 
nombre  égal  à  3,  et  désignons-les  par 
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Pour  avoir  les  divers  produits  partiels  UmV^Wp^  on  peut,  faisant 
d'abord  abstraction  de  la  dernière  série,  former  les  divers  produits 
partiels  Um^'n^  puis  les  multiplier  par  les  divers  termes  Wp.  Or,  en 
vertu  du  cas  déjà  examiné,  la  série 

provenant  de  la  première  partie  de  l'opération,  est  absolument  con« 
vergente  et  a  pour  somme 

cela  étant,  et  pour  la  même  raison,  la  série 

provenant  de  la  seconde  partie  de  l'opération,  est  absolument  con- 
vergente et  a  pour  somme 

c'est-à-dire 

On  passera  de  même  du  cas  de  trois  facteurs  au  cas  de  quatre,  et 
ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs. 

11  va  sans  dire  que  cette  importante  proposition  s'applique  à  la 
formation,  non  seulement  du  produit  des  séries  (absolument  conver- 
gentes) données,  mais  encore  de  leurs  puissances  entières  et  d'un 
produit  quelconque  de  semblables  puissances. 

26.  En  combinant  la  proposition  précédente  avec  celle  qui  se 
trouve  formulée  dans  l'alinéa  IV  du  n"  20,  on  voit  que,  si  des  séries 
données  sont  absolument  convergentes,  toute  expression  entière 
par  rapport  à  leurs  sommes  se  développe,  exactement  comme  si 
les  séries  en  question  se  réduisaient  à  de  simples  polynômes,  en 
une  autre  qui  est  elle-même  absolument  convergente. 

Séries  entières;  domaines  de  convergence  (i). 

27.  Une  série  ayant  pour  termes  des  monômes  entiers,  tous  dis- 
semblables, en  x^y^  z,  ...,  est  dite  entière  par  rapport  à  ces  va- 

(  '  )  Voir  la  Préface,  alinéa  V. 
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riables.  Ainsi 

ao-^  aix  -h  a^X'-i-. .  .^-  «y^^'"-!-. . . 

est  une  série  entière  en  x] 

est  le  terme  général  d'une  série  entière  en  x  et  y, 

le  terme  général  d'une  série  entière  en  x^  y  et  z  :  dans  ces  expres- 
sions, «,„,  a^t,,^,  ani^n.p  désignent  des  constantes  dont  la  valeur  dé- 
pend de  celles  qu'on  attribue  à  leurs  indices.  Quant  à  l'ordre  de  suc- 
cession des  termes,  qu'on  peut  faire  varier  à  l'infini,  il  est,  comme  on 
le  verra,  indifférent,  dans  les  circonstances  générales  où  nous  aurons 
à  considérer  les  séries  entières. 

Dans  une  série  de  cette  espèce,  nous  qualifierons  parfois  àî'effec- 
tifs  les  termes  à  coefficient  non  nul.  Un  polynôme  entier  n'est  ainsi 
autre  chose  qu'une  série  entière  contenant  un  nombre  limité  de 
termes  effectifs,  et  le  degré  (ou  degré  effectif)  de  ce  polynôme  est  le 
plus  haut  degré  des  termes  dont  il  s'agit. 

28.  La  plus  simple  des  séries  entières  est  celle  dont  tous  les  coef- 
ficients sont  égaux  à  i ,  ou 

I  -h  xy  -i-  xz  -\- yz  -\-. .  .-^  x^ -\-.  .  ,\ 

dans  le  cas  d'une  seule  variable  x^  elle  se  réduit  à  la  progression  géo- 
métrique 

I  -h  37  -+- 372 -f- ipS  _|_  _  _       (^iy 

Ses  propriétés,  sur  lesquelles  nous  aurons  bientôt  à  nous  appuyer,  se 
résument  dans  l'énoncé  suivant  : 

La  série  (i)  est  absolument  convergente  quand  on  attribue  aux 
variables  x^y^  z^  . . .  des  valeurs  dont  les  modules  ^,  v],  Ç,  . . .  soient 
tous  inférieurs  à  \  ^  et  elle  a  alors  pour  somme 


U--  x){\  — 7)(i  —  z)... 


(')  M,   Méray  la  nomme,  dans  le  cas  général,   une  progression  géométrique  à 
plusieurs  raisons  {Leçons  nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p.  79). 

H.  4 
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Elle  diverge  dans  tous  les  autres  cas,  quel  que  soit  V ordre  des 
termes. 

Le  dernier  point  s'aperçoit  immédiatement  :  car,  si  le  module  de  j:, 
par  exemple,  est  égal  ou  supérieur  à  i,  celui  de  x"^  l'est  aussi,  et  le 
terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro  (n°  20,  II). 

Si,  au  contraire,  on  a  à  la  fois 

ç  <  I ,  r^  <  I ,  Ç  <  I , 

x^^y"^^  ^'",  . . .  tendent  vers  zéro  pour  m  infini,  et  il  en  résulte  que 
les  diverses  séries 

[1)  ^  ^-^y-^y' 


sont  convergentes  et  ont  pour  sommes  respectives 
I  I  I 


i  —  X       î  — y       1  —  z 


car,  dans  la  première,  par  exemple,  la  somme  des  m  premiers  termes, 
égale  à 


I  —  X"^  I  x"^ 

ou , 

I  —  X  I X  I  —  X 

a  pour  limite ;•  Les  séries  (2)  sont  d'ailleurs  absolument  conver- 
gentes, car  la  série 

.-h^  +  ^^-f-.... 

par  exemple,  se  déduit  de 

T-f- a?  -h  372 -f- .  .  . , 

en  attribuant  à  ^  la  valeur  E,  qui  est  à  elle-même  son  module,  et  elle 
converge,  par  suite,  lorsque  ce  module  est  <<  i  :  on  est  donc  en  droit 
d'appliquer  aux  séries  (2)  le  théorème  du  n"  2o,  relatif  à  la  multipli- 
cation, et  l'on  en  déduit  immédiatement  celui  dont  nous  nous  occu- 
pons. 

29.   Si,  pour  certaines  valeurs, 
(3)  X,     Y,     Z,      ..., 
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toutes  différentes  de  zéro,  des  variables  x^  y^  z,  . . .,  le  ternie  gé- 
néral de  la  série  entière 

(4)  ^a,„,n,p...oo"'r'^P"- 

a,  quels  que  soient  m^  n,  p,  . .  .,  un  module  constamment  inférieur 
Cl  quelque  quantité  fixe  [et  à  plus  forte  raison  (n^20,  II)  si  cette 
série,  convenablement  ordonnée,  est  convergente  pour  les  va- 
leurs (3)],  elle  est  absolument  convergente  pour  tout  système  de 
valeurs  de  x,  y^  z,  , . .  satisfaisant  aux  relations 

(5)  moda:<modX,         mod7<rnodY,         modz  <  modZ,         ...., 

I.  Quand  une  série, 

est  absolument  convergente,  la  séiie 

(7)  Mlfi+  W2^'2  +  ..  •+  W/i«^«-+-..., 

obtenue  en  multipliant  les  termes  de  la  première  par  des  quan- 
tités t^,,  v.y-,  ...,  Vjii  ...  dont  les  modules  soient  tous  inférieurs  à 
quelque  quantité  fixe,  est  elle-même  absolument  convergente. 

Car,  en  désignant  par  M  cette  quantité  fixe,  par  ^n^p  la  somme 
des/?  termes  qui  suivent  le  ai"'"'^  dans  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  de  (6),  et  par  Ùn,p  la  somme  analogue  dans  la  série  formée 
par  les  modules  des  termes  de  ('j),  on  a  évidemment 

(d"20,  1,  ."). 

II.  En  vertu  des  inégalités  (5),  les  quotients 

X       y       z 

X'      Y'      Z'      ••• 

ont  tous  des  modules  <C  i  ?  et  il  en  résulte  (n°  28)  que  la  série 

I(l)'"(iT'(i)"-- 

entière  par  rapport  à  ces  quotients  et  ayant  tous  ses  coefficients 
égaux  à  I ,  est  absolument  convergente.  D'autre  part,  le  module  de  la 
quantité 

(9;  «,;,,„,/,.. .X'«    Y"  Z/>... 
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reste,  en  vertu  de  l'hypothèse,  constamment  inférieur  à  quelque 
nombre  positif  fixe.  Cela  étant,  comme  le  terme  général  de  la  série 
proposée  (4)  s'obtient  en  multipliant  par  la  quantité  (9)  le  terme  gé- 
néral de  la  série  (8),  la  série  (4)  est,  comme  cette  dernière,  absolu- 
ment convergente  (I). 

30.   Nous  nommerons  domaine  toute  région  définie  par  un  système 
de  relations  de  la  forme 

mod(ir  — .ToX  R.r,  mod( j^  —  jko)<  Ry,  mod(z  — So)<Rc,  •••, 

où  (Xq^  jKoî  ^07  •  •  •)  désigne  un  point  fixe  et  R^:,  R^,  Rz,  .  .  •  des  con- 
stantes positives  (>o);  ces  constantes  seront  elles-mêmes  les  rayons 
du  domaine,  le  point  (^0?  JKo?  ^o?  . .  •)  en  sera  le  centre  (*  ). 

(*)  Si  l'on  suppose  les  variables  réelles,  l'eiisemMe  des  valeurs  de  x  qui  satisfont 
à  la  relation 

inod(^  —  a^o)  <  R^ 

se  trouve  graphiquement  représenté,  sur  un  axe  indéfini  Ox^  par  ^intérieur  d'un 
segment  ayant  pour  extrémités  les  deux  points  qui  correspondent  aux  valeurs 

x^  —  R^,     a7o  +  R^ 

(on  doit  faire  abstraction  des  deux  points  extrêmes);  car  l'inégalité  dont  il  s'agit 
équivaut  à  l'ensemble  des  deux  suivantes  : 

a?  — a7o<R,.,  37  — J7„>—  R^, 

c'est-à-dire  à 

x^—  R_^ <  a:  <  .To -h  R^. 

Si  l'on  suppose  les  variables  imaginaires,  l'ensemble  des  valeurs  de  x  qui  satisfont 
à  la  même  inégalité  mod(a?  — a^o)  <  R^,  se  trouve  graphiquement  représenté,  relati- 
vement à  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  un  plan,  par  Vintérieur  d'un  cercle 
ayant  pour  rayon  R_^  et  pour  centre  le  point  qui  correspond  à  la  valeur  x^^  (on  doit 
faire  abstraction  des  points  de  la  circonférence)  :  car,  en  mettant  en  évidence  les 
deux  éléments  de  la  variable  imaginaire,  ei  posant 

l'inégalité  peut  s'écrire 

{x'  —  X'af  -[-  {x"  —  Xl)-  <  Râ;. 

Observons  en  outre  que,  dans  le  cas  où  les  variables  sont  réelles,  la  relation 

mod  {x  —  Xq)  <  Rjt 
est,  ainsi  que  nous  venons  de  le  constater,  de  la  forme 

a^<x<\, 


I 
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Cela  étant,  la  proposition  du  numéro  précédent  peut  encore  s'é- 
noncer comme  il  suit  : 

Considérons  un  domaine  ayant  pour  centre  le  point  (o,  0,0,.. .)  : 
si,  pour  quelque  système  de  valeurs  de  ^,  JK,  2,  •  •  •  ayant  respecti- 
vement pour  modules  les  rayons  du  domaine,  la  série  (4),  conve- 
nablement ordonnée,  est  convergente,  ou  même  seulement,  si  son 
terme  général  conserve  un  module  constamment  inférieur  à 
quelque  quantité  fixe,  elle  est  absolument  convergente  dans  toute 
rétendue  du  domaine. 

Nous  nommerons  domaine  de  convergence  de  la  série  entièi^e  (4) 
tout  domaine  ayant  pour  centre  (o,  0,0,.. .)  et  dans  l'intérieur  du- 
quel la  série  en  question  soit  convergente;  elle  ne  peut  manquer 
d'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  d'y  être  absolument  conver- 
gente. Les  rayons  d'un  pareil  domaine  se  nommeront  rayons  de  con- 
vergence; pour  la  série  (i),  par  exemple,  des  quantités  positives 
toutes  égales  ou  inférieures  à  1  constituent  un  système  de  rayons  de 
convergence. 

31.  11  est  toujours  sous-entendu,  lorsqu'il  s'agit  d'une  série  en- 
tière, que  les  valeurs  attribuées  aux  variables  dont  elle  dépend  sont 
intérieures  à  quelque  domaine  de  convergence.  Gela  étant,  voici  les 
premières  conséquences  à  tirer  de  ce  qui  précède  : 

i"  Dans  toute  l^ étendue  dhin  domaine  de  convergence,  0,  de  la 
série  entière  (4),  Ici  somme  de  cette  série,  indépendante  de 
V ordre  et  du  groupement  de  ses  termes  (n"  23),  définit  une  fonc- 
tion de  x^ y^  z^  .... 

2°  Des  termes  pris  à  volonté  dans  la  série  {^)  forment  une  nou- 
velle série  entière,  absolument  convergente  dans  le  domaine  ÎD 
(n°  23). 

3"  Si  tous  les  termes  effectifs  (n"  27)  de  la  série  entière  (4) 


et  que,  réciproquement,  celle  dernière  relation  peut  s'écrire 


— <x <A — — ou  vc\oà{x <  " 

222 


c'est-à-dire  qu'elle  est  de  la  forme 

mod  {x  —  x^)  <  H^.. 
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sont  divisibles  par  un  même  monôme  entier,  x^y'^z^...,  les  quo- 
tients de  ces  divisions  forment  une  nouvelle  série  entière,  abso- 
lument convergente  dans  le  domaine  5),  et  dont  la  somme,  multi- 
pliée par  x^y'^z^. . .,  reproduit  celle  de  la  proposée. 

4"  On  peut  donc  ordonner  la  série  (4),  exactement  comme  un 
polynôme  entier,  par  rapport  à  tel  groupe  partiel  de  ses  variables 
qu'on  voudra;  les  coefficients  des  puissances  et  produits  de  puis- 
sances des  variables  dont  il  s'agit  sont  alors  des  séries  entières  par 
rapport  aux  autres  variables,  admettant  comme  rayons  de  con- 
vergence ceux  des  rayons  du  domaine  5)  qui  se  rapportent  à  ces 
autres  variables. 

32.  Quand  une  série  entière  admet  quelque  domaine  de  conver- 
gence, il  est  clair  qu'on  en  obtient  une  infinité  d'autres  en  dimi- 
nuant arbitrairement  quelques-uns  des  rayons  (sans  augmenter  les 
autres)  :  mais,  à  part  cette  observation  évidente,  on  ne  peut  rien  dire 
de  général  sur  les  domaines  de  convergence  que  peut  admettre  une 
série  entière. 

Quelquefois  [c'est  le  cas  de  la  série  (i)],  les  rayons  maximums  sont 
déterminés  individuellement  pour  chaque  variable;  plus  souvent,  ils 
ne  le  sont  pas,  et,  par  exemple,  on  peut  en  augmenter  quelques-uns 
à  condition  de  diminuer  les  autres. 

Le  cas  d'une  seule  variable,  très  important  dans  l'étude  des  fonc- 
tions, donne  lieu  toutefois  au  théorème  suivant  : 

Quand  une  série  entière  ne  dépend  que  d' une  seule  variable, 
ou  bien  elle  admet  comme  rayon  de  convergence  une  quantité 
positive  arbitraire,  ou  bien  elle  n'en  admet  aucune,  ou  bien  enfin 
elle  admet  un  rayon  de  convergence  maximum. 

Effectivement,  en  supposant  qu'on  ne  se  trouve  placé  dans  aucun 
des  deux  premiers  cas,  on  pourra  assigner  deux  quantités  positives  /•, 
R,  dont  la  première  soit  rayon  de  convergence,  et  dont  la  seconde, 
nécessairement  supérieure  à  la  première  (n°  29),  ne  jouisse  pas  de 
cette  propriété.  Si  l'on  divise  alors  en  deux  parties  égales  l'intervalle 
de  r  à  R,  il  y  aura  un  de  ces  intervalles  partiels,  et  un  seul,  dont  la 
valeur  initiale,  r,,  sera  rayon  de  convergence,  tandis  que  la  valeur 
finale,  R,,  ne  le  sera  pas.  Si  l'on  divise  à  son  tour  en  deux  parties 
égales  l'intervalle  de  ;•<  à  R,,  il  y  aura  encore  un  de  ces  nouveaux 


X 
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intervalles  partiels,  et  un  seul,  dont  la  valeur  initiale,  /o,  sera  rayon  de 
convergence,  tandis  que  la  valeur  finale,  R2,  ne  le  sera  pas.  Et  ainsi 
de  suite  indéfiniment.  On  formera  de  cette  manière  une  succession 
illimitée  d'intervalles, 

/•  à  R.     /'i  à  Ri,     fi  à  R2,     ...,     /'A  à  R^,     ..., 
jouissant  de  la  triple  propriété  :  i*"  que  chacun  d'eux  soit  contenu 

dans  le  précédent;  2"  que  la  diftérence  R;t  —  '>,  égale  à ^— ?  soit 

infiniment  petite  pour  k  infini;  3°  que  la  valeur  initiale  d'un  inter- 
valle quelconque  soit  rajon  de  convergence  de  la  série,  mais  non  sa 
valeur  finale. 

Cela  étant  : 

i*"  Les  variantes  /'a,  R^  tendent  vers  une  limite  commune,  p,  supé- 
rieure à  zéro  (n^  9,  III). 

2"  La  série  proposée  admet  comme  rajon  de  convergence  la  quan- 
tité 0,  c'est-à-dire  qu'elle  est  absolument  convergente  pour  toute  va- 
leur de  X  dont  le  module  ^  tombe  au-dessous  de  0  :  car  le  rayon  de 
convergence  r^,  qui  tend  vers  p,  finit  par  surpasser  ^. 

3"  La  série  proposée  n'admet  aucun  rayon  de  convergence  supérieur 
à  p  :  car,  si  un  pareil  rayon,  P,  existait,  Ry^,  qui  tend  vers  p,  finirait 
par  être  inférieur  à  P,  et  dès  lors,  contrairement  à  ce  qui  précède,  par 
être  lui-même  rayon  de  convergence. 

Il  va  sans  dire  que,  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  sur- 
passe le  rayon  de  convergence  maximum  p,  la  série  proposée  diverge 
quel  que  soit  l'ordre  des  termes  :  car  si  cette  série,  convenablement 
ordonnée,  était  alors  convergente,  elle  admettrait,  en  vertu  du  n°  29, 
un  rayon  de  convergence  supérieur  à  p.  Quant  aux  propriétés  de  la 
série  pour  les  valeurs  de  x  de  module  p,  elles  sont  essentiellement  va- 
riables avec  la  série  que  l'on  considère. 

Enfin,  lorsque  la  série  proposée  n'admet  aucun  rayon  de  conver- 
gence, elle  diverge,  quel  que  soit  l'ordre  des  termes,  pour  toute 
valeur  de  x  non  nulle  (  *  ). 

(')  Les  exemples  suivants  de  séries  entières  à  une  variable  correspondent  respec- 
tivement aux  trois  cas  de  notre  énoncé. 
La  série 

i_t- 1 \-...-\ h... 

I         1 . 2  1 . 2 . . .  /i 

est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  :  car,  dans  la   série  formée  par 
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Séries  entières;  substitution,  à  chaque  variable  indépendante, 
d'une  somme  de  quelques  autres. 

33.   Dans  la  série  entière 

(i)  f{x,y,...)=  I.a,„,n,...^'''y"..-, 

les  modules  de  ses  termes,  le  rapport  des  termes  de  rangs  n-i-\,  n  a   pour  valeur 

j  et,  dès  lors,  tend  vers  zéro  pour  n  infini  (  n"  21,  III). 

La  série 

(a)  i-t- i^a;  +  2^^7-4-.  ..H- n";r"4-... 

diverge,  quel  que  soit  l'ordre  des  termes,  pour  toute  valeur  de  x  non  nulle.  En  effet, 
si  cette  série,  convenablement  ordonnée,  convergeait  pour  quelque  valeur  de  x  de 
module  ^  >  o,  elle  convergerait,  quel  que  fût  l'ordre  de  ses  termes,  pour  toute  valeur 
de  X  de  module  compris  entre  o  et  Ç  (n*  29)  :  or,  dans  la  série  (a),  le  rapport  des 
termes  de  rangs  n  -hi,  n  a  pour  module  la  quantité 

-1 
n         (mod^r), 


qui  finit  par  surpasser  i,  quelque  valeur  différente  de  zéro  qu'on  donne  à  x;  le  terme 
général   de   (a)   ne  tend  donc  pas  vers  zéro,  puisque  son  module  finit  par  croître 
sans  cesse. 
Enfin,  la  série 

,  ,  ,  X        x"^  x"' 

(6)  -  H h.  ..H h... 

12/1 

a  pour  rayon  de  convergence  maximum  Tunité.  Effectivement,  le  rapport  des  termes 
de  rangs  n  +  i,  n  a  pour  module  la  quantité 

(mod;r), 

n-\-\ 

qui,  pour  n  infini,  tend  vers  mod^.  Si  donc  le  module  de  x  est  <i,  la  série  formée 
par  les  modules  des  termes  de  (6)  est  convergente  (n°  21,  III).  Au  contraire,  lors- 
qu'on attribue  à  x  une  valeur  dont  le  module  \  soit  supérieur  à  i,  la  série  (6)  di- 
verge, quel  que  soit  l'ordre  des  termes;  car,  si  cette  série,  convenablement  ordonnée, 
était  alors  convergente,  elle  le  serait,  quel  que  fût  l'ordre  de  ses  termes,  pour  toute 
valeur  de  x  de  module  moindre  qne  \  (n»29),  et,  notamment,  pour  toute  valeur 
de  X  de  module  >i  et  <  ^  :  or,  dans  (6),  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour 
valeur,  comme  nous  l'avons  dit,  la  quantité 

— '- —         (moda:), 

qui,  dans  l'hypothèse  actuelle, 

I  <  mod^  <  ^, 

finit  par  surpasser  l'unité;  le  terme  général  de  (^)  ne  tend  donc  pas  vers  zéro, 
puisque  son  module  finit  par  croître  sans  cesse. 
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admettant  comme  rayons  de  convergence  les  constantes  positives 

(2)  Rr,     Rr,      -o 
substituons  à  x^  y^  ...  les  sommes  respectives 

(3)  x'-^x'-\-....      y-^y"-^'--, 
où 

(4)  a?',  x\   ...,  y,  y,    ...,    ... 

désignent  de  nouvelles  variables  en  nombres  déterminés  quel- 
conques; soient,  en  outre, 

(5)  Ra^,      Ra»,       ...,      Rj',      Ry",       ...,       ... 

des  constantes  positives,  en  nombres  respectivement  égaux,  véri- 
fiant  les  relations 

(6)  R^.'+R^»H-...=  R.r,         R,M-Ry.-+-...=  Ry, 

Cela  étant,  pour  toutes  les  valeurs  des  nouvelles  variables  (4) 
de  modules  respectivement  inférieurs  aux  constantes  positives  (5), 
la  quantité 

(7)  /(a7'-ha7"-h...,y  +  y'4-...,  ...) 

peut  s'exprimer  à  l'aide  d'une  deuxième  série,  entière  par  rap- 
port aux  nouvelles  variables  (4),  et  admettant  les  rayons  de  con- 
vergence (5). 

Nous  commencerons  par  observer  que,  si  l'on  développe,  par  les 
règles  du  calcul  algébrique  élémentaire,  l'expression 

(8)  a,n,n,...(^'^  ^"-+--  •  •)'"(/ -+-y'-^.  .  .)"•••. 

ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites,  un  polynôme  entier  par  rap- 
port aux  variables  (4),  la  somme  des  modules  des  termes  de  ce  poly- 
nôme est  égale  à 

OÙ  oLm^n,...!  5'j  5'')  •  -  •  ^ 'f\' ^  ^i' ^  .......  désignent  les  modules  respectifs 

àeam,n,...'>  oo',  x\  •...y'.y,  ........ 

Cela  posé,   quand  les  modules  ;',  ^",  ...,  y^',  tj",  ....  ...  des  va- 
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rialjles  (4)  sont  respectivement  inférieurs  aux  quantités  (5),  les  éga- 
lités (6)  montrent  que  leurs  sommes 

(lo)  (^'+r-+-...),  (v+v+.-o»  •••: 

et  à  plus  forte  raison  les  modules  des  sommes  (3),  sont  inférieurs  aux 
quantités  (2),  rayons  de  convergence  de  la  série  (1)  :  on  peut  donc, 
en  pareil  cas,  donner  aux  variables  ^,  ,r,  ...  de  la  série  (i)  des  va- 
leurs égales  à  ces  sommes  (3).  En  d'autres  termes,  si  l'on  nomme 

(lï)  «/«,«,...,     t' /«,«,...,     ••-,     <v  ,„,„,... 

les  monômes  entiers,  disseinblables  en^',  x" ^  . .  .^y' ^  y" ^  .  . .,  . . .,  qui 
résultent  du  développement  de  l'expression  (8),  la  série  qui  a  pour 
terme  général  le  polynôme 

(12)  (m,„,„,...+  p,„,„,...  +  ..  .+  w,„, „,...) 

est  convergente,  et  sa  somme  peut  se  désigner  par  la  notation  (7). 

Mais  il  y  a  plus,  et  la  convergence  subsiste  lorsqu'on  remplace  dans 
la  série  en  question  chacun  des  polynômes  tels  que  (12)  par  la  somme 
des  modules  de  ses  termes  :  car  cette  somme  de  modules  est  égale, 
ainsi  que  nous  l'avons  observé,  à  l'expression  (9),  c'est-à-dire  à  la 
valeur  que  prend  le  module  du  terme  général  de  la  série  proposée  (i), 
lorsque,  dans  cette  dernière,  on  attribue  aux  variables  x^  y^  ...  les 
valeurs  positives  (10),  inférieures  aux  rayons  de  convergence  (2). 
On  peut  donc  appliquer  le  théorème  du  n''  24  à  la  série  qui  a  pour 
terme  général  le  polynôme  (12),  et  la  remplacer  par  une  autre  ayant 
pour  termes,  non  plus  les  sommes  des  polynômes,  mais  tous  les  mo- 
nômes tels  que  (11)  qui  constituent  les  termes  élémentaires  des  poly- 
nômes. La  série  (absolument  convergente)  qui  en  résulte,  série  évi- 
demment entière  par  rapport  aux  variables  (4),  a  ainsi  une  somme 
égale  à  l'expression  (7);  et,  de  plus,  elle  admet  bien  les  rayons  de 
convergence  (5),  puisque  les  valeurs  attribuées  aux  variables  (4) 
ont  des  modules  arbitrairement  choisis  au-dessous  de  ces  rayons. 

Continuité  de  la  somme  d'une  série  entière. 

34.  La  somme  d^ une  série  entière,  considérée  à  r intérieur  d' un 
domaine  de  convergence  (n"  30),  est  une  fonction  continue  des 
variables. 
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1.  Si  l'on  désigne  par  D  un  domaine  de  convergence  de  la  série 
entière 

(i)  .A^,  r»  •••)  =  Sa,„.„,....r'«7«..., 

et  par  ÏD'  un  domaine  concentrique  dont  les  rayons  soient  respec- 
tivement inférieurs  à  ceux  du  précédent,  on  peut,  un  nombre  po- 
sitif i  étant  donné,  assigner  un  nombre  positif  8  tel,  que  les  rela- 
tions 

(2)  raod(jr,— a^iXe,         raod(jKi— :>  2X  Q,         •••, 

supposées  vérifiées  pour  deux  points,  {x^,  y,,  . . .),  (^2,  y2-)  '•  •  •)' 
du  domaine  ÎD',  entraînent  comme  conséquence  nécessaire  la  re- 
lation 

(3  j  mod[/(a7,,  jKi,  . .  .)  — /(.r2,  JK2,  ...)]<  £• 

A.  Le  point  à  établir  est  exact  sif(x,  y,  . . .)  se  réduit  à  un  poly- 
nôme entier. 

Choisissons  arbitrairement,  comme  il  est  permis  de  le  faire  en  pareil 
cas,  les  rajons  R^.,  R^.,  ...  du  domaine  W'  :  ce  dernier  se  trouve  alors 
représenté  par  l'ensemble  des  relations 

mod^  <  R'^.,         modj^  <  R^.,  .... 

Cela  étant,  considérons  pour  un  instant,  au  lieu  du  domaine  ®',  la 
région  limitée  et  complète  (n'*^  4  et  o) 

(4)  moAx^Kj.,         mod^^R^,         ..., 

qui  contient  13'.  En  vertu  de  la  continuité  des  polynômes  entiers 
(n"  18,  1),  on  peut,  un  nombre  positif  s  étant  donné,  assigner  un 
nombre  positif  9  tel,  que  les  relations  simultanées  (2),  supposées  vé- 
rifiées pour  deux  points  de  la  région  (4),  entraînent  comme  consé- 
quence nécessaire  la  relation  (3)  (n"  17,  4'')  •*  à  plus  forte  raison  ces 
mêmes  relations  (2),  supposées  vérifiées  pour  deux  points  du  do- 
maine Jj' ,  entraîneront-elles  la  relation  (3). 

/>.  Le  point  à  démontrer  est  exact  si  la  série  proposée /(j:,  jk,  .  •  •) 
contient  un  nombre  illimité  de  termes  efi'ectifs  (n"  i27). 

Désignons  en  effet  par  y.m,n,...  le  module  de  a,n,/i,...,  par  R^, 
R^,  ...  les  rayons  du  domaine  ï^',  et  ordonnons  la  série  (i)  suivant 
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une  loi  quelconque.  Pour  toutes  valeurs  de  :r,  y,  ...  intérieures 
au  domaine  3P',  le  module  du  terme  général  est  inférieur  à 

(5)  a,„,n,...f^T^'^'-'-- 

D'autre  part,  dans  la  série  convergente  qui  a  pour  terme  général  cette 
dernière  quantité  (5),  la  somme  des  termes  qui    suivent   celui    de 

rang  N  est,  pour  N  suffisamment  grand,  inférieur  à  -^'  Nous  donne- 
rons à  l'entier  N  une  valeur  particulière  qui  satisfasse  à  cette  condi- 
tion, et,  désignant  alors  par  C3j^(.r,  y,  .  . .)  la  somme  des  N  premiers 
termes  de  la  série  proposée,  puis  par  ^js(^,  JK,  • .  •)  le  reste  corres- 
pondant, nous  aurons 

et,  en  particulier, 

f{Xy,  JKi,    .  .  .)  =  0^{Xu  yu    .  .  .)  +  4'n(^1'  ri'   •  •  •). 

d'où 

f{^uy\,    •••)— /(^2,JK2,   •..)=  [?N(^l,ri'    •••)  —  ?N(^2,r2,    ■'.)] 

-^^^{x^.yx,  ..  .)  — 4^N(a:'2,  JK2,  ...), 
et,  par  suite, 

/  mod[/(a:,,  jKi,  ...)—/(  ^2,^2,  .•.)! 

(6)  I       ^mod[cpN(a7i,jKi,  ...)  — ?n(^2,  ^2,  •••)! 

(  H- modt];M(a7i,jKi,  ...)-+- mod4/is(a72,j2,  .  ••)• 

Or,  il  résulte  de  la  manière  même  dont  on  a  fixé  l'entier  N  que,  pour 
tout  point  (^,  y,  . .  •)  intérieur  au  domaine  P',  la  série  déduite 
àe^^i^x^  y,  . . .)  par  la  substitution  à  chaque  terme  de  son  module  a 

une  somme  moindre  que  ^j  et  qu'à  plus  forte  ra*>  ^n  '^^(^x^  y,  .  . .)  a 

un  module  moindre  que  ^'  On  a  donc,  quels  que  soient  (^,,  y^^  . . .) 
et  (  j:-2,  y 2^  . .  .)  à  l'intérieur  de  P', 

7  moà^^ixy,  yx,  "  •)<  y 


(8)  mod4;.N(a;2,  JK2,  •••)<  3' 

D'un  autre  côté,  ©^(•^jJS     .)  étant  un  polynôme  entier,   il  existe, 
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d'après  A,  un  nombre  positif  0  tel,  que  les  relations  simultanées 

mod(x,— ar,)  <9,  mod(7,— jKsX  6, 

supposées   vérifiées    pour   deux  points   du   domaine   jO',  entraînent 
comme  conséquence  nécessaire 

(9-  mod[epN(x,,  y,,  . . .)  —  ?N(a^2,  ^2,  •••)]<  3* 

Cela  étant,  l'addition  membre  à  membre  des  relations  (6),  (7),  (8), 
(9)  donne  immédiatement 

mo(\\f(xi,  vi,  ...)—/( '^2,^2,  ...)]  <e- 

IL  Revenant  à  notre  énoncé  général,  désignons  par  P  un  domaine 
de  convergence  de  la  série  entière  proposée  ;  par  R^,  R_y.,  ...  les 
rayons  de  ce  domaine;  par  (^o?  J'o,  ...)  un  point  particulier  (quel- 
conque) du  domaine,  tel,  par  conséquent,  que  les  modules  de  Xq, 
Vq.  . . .  soient  respectivement  inférieurs  à  R^,  R^,  ...  ;  enfin,  par  R^., 
R^,  ...  des  quantités  positives  satisfaisant  aux  relations 

moda7o<  R'a;<  R^, 

lTlodjKo<  Ry<  Ry,      . 


et  par  5'  le  domaine,  concentrique  à  W,  de  rayons  R'^,,  R'  ....  Il 
résulte  évidemment  de  ces  relations  que  le  point  (xq,  y^^  . . .)  est  inté- 
rieur au  domaine  W- 

Gela  étant,  si  l'on  assujettit  les  variables  ^,  j,  ...  à  vérifier  les  rela- 
tions 

mod(:r  —  Xq)  <  R^ —  moda^o, 

mod (jK  —  J'o )<  R.r  —  modjo, 


qui  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

mod(a7  —  Xq)  -4-  mod:ro<  R^, 

mod(jK— ro)  + modro<  Rj, 
5 

on  aura,  à  plus  forte  raison, 

mod^c  <  R'^,         modjK  <  R^,         ..., 

c'est-à-dire  que  le  point  (x,  y,  . . .)  sera  nécessairement  intérieur  au 
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domaine  W  :  on  pourra  alors  (I),  un  nombre  positif  s  étant  donné, 
trouver,  au-dessous  des  différences  positives 

R^ — modxQ,         R'y — modj-Q,  ..., 

un  nombre  positif  6  tel,  que  les  relations  simultanées 

mod(x  —  Xq)  <.^,         mod(jK — Jo)<^? 
entraînent  comme  conséquence  nécessaire 

mod  [f{x,  ^,  ...)—/( -2^0,  ro,  •••)]<  £. 


Conditions  pour  que  la  somme  d'une  série  entière  soit  nulle 
identiquement,  pour  que  celles  de  deux  séries  entières  soient 
égales  identiquement. 

3o.  Pour  que  la  somme  dUine  série  entière,  admettant  quelque 
domaine  de  convergence,  y  soit  nulle  indépendamment  des  va- 
leurs attribuées  aux  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coeffi- 
cients de  cette  série  soient  tous  nuls. 

La  condition  est  évidemment  suffisante,  et  il  nous  reste  à  en  établir 
la  nécessité. 

1.   Si,  dans  une  série  entière  en  x, 

y(  ;r  )  =  «0  +  <^l  ^  -+-  «2  ^^  +  •  •  .  , 

admettant  quelque  domaine  de  convergence,  le  premier  coeffi- 
cient «0  ^st  di fférent  de  zéro,  le  module  de  la  somme  reste  diffé- 
rent de  zéro  pour  toutes  valeurs  de  x  de  module  suffisamment 
petit. 

EfTectivement,  le  premier  coefficient  a^  est  la  valeur  particulière 
que  prend  la  somme  de  la  série  pour  .r  ^  o  ;  si  donc  on  désigne  par  ao 
le  module  (non  nul)  de  «o,  et  par  t  une  quantité  positive  choisie 
comme  on  voudra  au-dessous  de  ao,  on  peut  (n^  34)  assigner  un 
nombre  positif  G  tel,  que  la  relation 

mod(a7  —  o)<6         ou         mod 37  <  6 

entraine  comme  conséquence  nécessaire 

mod[/(a7)  — /(ojj  <  ao— £ 
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OU 


et  à  plus  forte  raison 
c'est-à-dire 


mo(l[/(a7)  —  «o]  <  3Co— e, 

7L^)—moâ  /(x)  <  ao—  £, 

mod  /(a;)  >  e. 


II.  Si  une  série  entière  en  x^ 

admet  quelque  domaine  de  convergence,  et  si  inéquation  f{x)  =  o 
possède  une  infinité  de  racines  à  V intérieur  d^ un  domaine  de 
petitesse  arbitraire  ayant  pour  centre  le  point  zéro,  les  coefficients 
de  la  série  sont  tous  nuls. 

Effectivement,  il  résulte  de  l'alinéa  t  que  a^  est  nul  et  (\\xq  f[x) 
peut  (n"  31,  3")s'écrire  sous  la  forme 

X  (  «1  -h  «2  ^  -+-  «3  ^^  H- •  •  •  )• 

Le  premier  facteur  de  ce  produit  ne  s'annulant  que  pour  ^  =  o,  le 
second  s'annule  une  infinité  de  fois  dans  l'intérieur  d'un  domaine  de 
petitesse  arbitraire  ajant  pour  centre  le  point  zéro;  il  a  donc,  comme 
tout  à  l'heure /(a?),  son  premier  coefficient  nul,  et  peut  s'écrire  sous 

la  forme 

x{a.2  -\-  o^x  H-. .  .). 

Dans  ce  nouveau  produit,  le  premier  facteur  ne  s'annule  que  pour 
^  =  o,  et  le  second  s'annule  dès  lors  une  infinité  de  fois  dans  un  do- 
maine de  petitesse  arbitraire  ayant  pour  centre  le  point  zéro;  il  a 
donc  encore  son  premier  coefficient  nul  et  peut  s'écrire 

x{a-i-^  ai,x  -h.  .  .)• 
Et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

III.  La  condition  posée  dans  notre  énoncé  général  est  donc  néces- 
saire lorsqu'il  s'agit  d'une  série  entière  à  une  seule  variable,  et  il  suffit 
alors  de  prouver  que,  si  elle  l'est  pour  une  série  entière  k  k  —  i  va- 
riables, elle  l'est  encore  pour  la  série 

dépendant  des  k  variables  x^  y^  .... 
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A  cet  effet,  ordonnons  la  série  (i)  par  rapport  k  jc  (n°  31,  4")^  et 
mettons-la  sous  la  forme 

(2)  Ao(7,  ...)  + A,(j,  ...)^-+-A2(-7,  ...)a72  +  ..., 
OÙ 

(3)  Ao(r,  ...),     Ai(^,  ...),     A2(7,  ...),     ... 

sont  des  séries  entières  dépendant  des  k  —  i  variables  jr, Si,  à 

l'intérieur  du  domaine  où  la  série  (i)  est  supposée  convergente,  on 
attribue  à  y,  ...  un  système  déterminé  de  valeurs  particulières,  l'ex- 
pression (2)  s'évanouit  quel  que  soit  x^  et  l'on  a  (II) 

Ao(jK,  ...)  =  o,         Ai(y,  ...)  =  o,         AîCjk,  ...)  =  0, 

Mais,  les  valeurs  particulières  que  nous  venons  d'attribuer  à  y,  ... 
étant  arbitraires,  il  résulte  de  ce  qui  est  admis  sur  les  séries  entières 
à.  k  —  I  variables  que  les  coefficients  des  diverses  séries  (3)  sont  tous 
nuJs,  et,  par  suite,  ceux  de  la  proposée. 

36.  Pour  que  les  sommes  des  séi'ies  entières 

admettant  quelque  domaine  commun  de  convergence,  y  soient 
égales  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  termes  semblables  de  ces  deux  séries  soient 
pourvus  de  coefficients  respectivement  égaux. 

Effectivement,  pour  que  les  sommes 

f(x,y,...),     g{x,y,...) 

soient  égales  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables,  il 
faut  et  il  suffît  que  la  série 

/(^,  r,   •••)  — ^(-'Sr.   .  .  .)  =^  Ua,n,n,...-  b,n,n,...)x^nyn  ^  _^ 

qui  admet  le  domaine  de  convergence  commun  aux  deux  proposées, 
y  ait  une  somme  constamment  nulle  :  donc  (n*^  35),  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait,  quels  que  soient  m,  /?,..., 

<*/M,  n,  ...         ^/rt,  ra, ...  =  O 

ou 
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FONCTIONS  OLOTROPES  (   )  ET  LEURS  DERIVEES;  COMPOSITION 
DES  FONCTIONS  OLOTROPES. 


Régions  continues:  régions  normales. 

37.  Désignons  par  -c,  j',  •  .  •  des  variables  réelles  ou  imaginaires^ 
en  nombre  quelconque  n  ;  par  5,  ^,  . .  .  des  variables  réelles  en  nombre 
quelconque/?;  enfin,  par 

n  fonctions  de  5,  /,  ...,  toutes  continues  (n"  16)  dans  un  même 
intervalle  complexe  (n"  9,  II).  Cela  posé,  l'ensemble  des  n  for- 
mules 

\  •  •  ■  • ' 

où  les  divers  systèmes  de  valeurs  attribuées  à  .9,  ^,  . . .  n'excèdent  pas 
l'intervalle  en  question,  définit  ce  que  nous  nommerons  un  «/c  continu 
(à  p  variables)  tracé  dans  l'espace  N^r,  j',  ...]].  hes  points  de  Varc 
seront  les  divers  systèmes  de  valeurs  de  x^  y^  ...  qui  correspondent, 
en  vertu  des  formules  (i),  aux  valeurs  ci-dessus  spécifiées  de  5,  ^,  .... 
Si,  dans  chacun  des  intervalles  simples  où  5,  ^,  ...  sont  respective- 
ment assujettis  à  varier,  on  considère  l'une  des  deux  valeurs  extrêmes 
comme  initiale,  et  l'autre  comme  finale,  il  faudra  entendre  ^diV  extré- 
mité initiale  de  l'arc  le  point  qui  correspond  aux  valeurs  initiales 
de  5,  /,...,  et  par  extrémité  finale  de  l'arc  le  point  qui  correspond  à 


(  '  )  Ce  Chapitre  contient  l'exposé,  quelque  peu  modifié,  d'une  partie  des  considé- 
rations que  M.  Méray  donne  pour  base  à  la  théorie  générale  des  fonctions. 
(^)  Orthographe  conforme  à  celle  qu'a  adoptée  M.  Méray. 

1{.  5 
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leurs  valeurs  finales.  Des  arcs,  tracés  dans  l'espace  M^,  J^  •••]!?  se- 
ront dits  placés  bout  à  bout,  si  l'extrémité  finale  de  chacun  d'eux 
coïncide  avec  l'extrémité  initiale  du  suivant.  Enfin,  un  arc  sera 
dit  situé  dans  telle  ou  telle  région  de  l'espace  Mx,  y,  •  •  .]  ,  si  cha- 
cun de  ses  points  s'y  trouve  situé. 

38.  Considérons,  dans  l'espace  \\x^  j^,  •  • .]  |,  le  chemin  brisé  ayant 
pour  sommets  successifs 

(2)     (^o,ro,  •••).     (■Pi,yi,'-).     (-^s^JK-a,.--)»      •••,     (^.-'.n-'  •••)'     (X,  Y,  ...), 

et  formons,  avec  les  coordonnées  .27,  y,  ...  de  deux  sommets  consécu- 
tifs quelconques,  le  Tableau  des  difierences 

y\—.yii^   yi-y\^    •••'    ^—y^^ 


évaluons  enfin,  dans  les  lignes  respectives  de  ce  Tableau,  les  plus 
grands  modules,  ijl.^,  |jlj,  .  ..,  que  présentent  les  différences  dont  il 
s'agit  :  ces  quantités  jjia-,  pi^,  ...  se  nommeront  les  écarts  maxima 
du  chemin  brisé  (2). 

Cela  posé,  si  l'on  considère,  dans  l'espace  Mx,  y,  ...]],  un  arc 
continu  quelconque,  il  est  facile  de  voir  que  les  extrémités  initiale 
et  finale  de  V arc  peuvent  être  reliées  l'une  à  Vautre  par  quelque 
chemin  brisé  ayant  tous  ses  sommets  sur  l'arc,  et  présentant  des 
écarts  maxima  respectivement  inférieurs  à  des  constantes  positives 
données  rx^  ry^  . .  .. 

Désignons  en  effet  par  5,  /,  . . .  les  variables  (réelles)  dont  l'arc 
dépend,  par  Jf  l'intervalle  complexe  où  elles  sont  assujetties  à  se 
mouvoir,  et  par  v  un  nombre  positif  tel,  que  les  inégalités  simul- 
tanées 

mod(5'-s")<T,         mo(\(t'—t")<^{, 

supposées  vérifiées  pour  deux  points,  (5',  t\  . .  .),  (/,  t" ,  . . .),  de  l'in- 
tervalle Jï,  entraînent  comme  conséquences  nécessaires,  pour  les 
valeurs  correspondantes  de  x,  y,  . . .,  les  relations 

mo(\(a:'  —  x")  <  /-.r,  rnoâi)'  —  y" )  <  /-y,  ...   : 

un  pareil  nombre  y  existe  certainement,  car  l'intervalle  complexe  3 
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constitue,  dans  l'espace  ï[s,  /,  ...]],  une  région  limitée  et  complète 
où  les  seconds  membres  des  formules  qui  définissent  l'arc  sont  tous 
continus  (n"  9,  II),  (n"  17,  4*^).  Désignons  ensuite  par  5»,  ^o,  •  •  •  les 
valeurs  initiales  de  5,  /,  ...,  par  S,  T,  ...  leurs  valeurs  finales,  et 
formons,  dans  l'intervalle  J^,  la  suite 

(3)     (5o,^o,  ...),     (si,^i,...),     Ù2,^2.  ...),      .-.,     ('V-^^'---),     (S,T,  ...), 

sous  la  seule  condition  que  les  diflerences 


*l 

—  *0, 

Si— Si, 

..,     S-.s„, 

tl 

—  ^0, 

^2-^1,         • 

..,     T-t,., 

formées  en  comparant  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  la 
suite  (3),  soient  toules  moindres  que  y  en  valeur  absolue.  Aux 
divers  points  (3)  de  l'espace  \[s,  t,  •  •  •]  correspondent,  dans  l'es- 
pace M.r,  j',  . . .]  ,  en  vertu  des  formules  qui  définissent  l'arc,  cer- 
tains points, 

(aro.  jKo,  ...;,     (>-i,  JKi,  ...)'     (x,,y.,...),      ...,     (^^.,7^,...),     (X,  Y,  ...), 

et  ces  derniers  forment  un  chemin  brisé  qui,  en  vertu  de  la  définition 
de  y^  satisfait  bien  à  la  condition  requise. 

Plus  généralement,  si  l'on  considère,  dans  l'espace  N^,  j',  ...]], 
un  cliemin  continu  formé  d'arcs  placés  bout  à  bout,  les  extrémités 
initale  et  finale  du  chemin  dont  il  s^ agit  peuvent  être  reliées 
l'une  à  l'autre  par  quelque  chemin  brisé  ayant  tous  ses  sommets 
sur  cette  suite  d'arcs,  et  présentant  des  écarts  maxima  respecti- 
vement inférieurs  à  des  constantes  positives  données. 

39.  Une  région  de  l'espace    \x^  i',  . . .]  |  sera  dite  continue,  si  deux 

points,  (;ro,j'oj  •  •  •)?  Ç^i  ^ i  •••)'  arbitrairement  choisis  dans  la  ré- 
gion, peuvent  toujours  être  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  suite  d'arcs 
continus  placés  bout  à  bout  dans  cette  région,  le  premier  des  arcs  dont 
il  s'agit  ayant  son  extrémité  initiale  en  (xo,  j'05  •  •  •)'  ^^  '^  dernier  son 
extrémité  finale  en  (X,  Y,  . .  .). 

La  remarque  présentée  au  n"  4  relativement  aux  régions  limitées 
ou  complètes  s'applique  évidemment  aux  régions  continues  :  si  des 
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régions,  respectivement  extraites  des  espaces 

[[:r,  ...]],     [[7,  •••]],      ■■■^ 
sont  toutes  continues,  leur  association  forme,  dans  l'espace 

[[^j  •••:r> ]]' 

une  région  également  continue  (^  )• 

De  la  remarque  finale  du  numéro  précédent  il  résulte  que,  dans  une 
région  continue,  deux  points  quelconques  peuvent  être  reliés  l'un  à 
l'autre  par  quelque  chemin  brisé  ayant  tous  ses  sommets  dans  la  ré- 
gion et  présentant  des  écarts  maxima  respectivement  moindres  que 
des  quantités  positives  données. 

Enfin,  si  l'on  désigne  par  x,  y,  .  .  .  des  variables  indépendantes, 
en  nombre  quelconque  g,  assujetties  à  se  mouvoir  dans  une  région 
continue,   lix,^, ...,   par 

u  =  l](x,y,  ...), 
i>  =\(x,y,  .  ..), 


des  fonctions  de  x,  y,  ...,  en  nombre  quelconque  y,  toutes  conti- 
nues dans  cette  région,  et  par11„^^^...  l'ensemble  des  divers  points 
de  l'espace  [w,  t^,  ••.]  qui,  en  vertu  des  formules  ci-dessus,  cor- 
respondent (avec  répétition  possible)  aux  divers  points  de  H^;,/. ..., 


(^)  II  convient  d'observer  encore  que,  si  l'on  désigne  par  a;,  7,  z^  s,  ...  des  va- 
riables réelles  en  nombre  pair  2n,  toute  région  qui,  par  rapport  à  ces  2/2  variables 
réelles,  satisfait  à  la  définition  de  la  continuité,  y  satisfait  aussi  par  rapport  aux  n  va- 
riables imaginaires 

M  =  ic  H-  iy,         ç;  =  z  -h  is,         . . ., 

et  réciproquement.  Si  l'on  désigne  en  efFet  par  t,  . . .  des  variables  réelles  en  nombre 
quelconque,  par/j,  /^  deux  fonctions  réeiles-de  ces  variables,  et  qu'on  pose 

la  continuité  des  deux  fonctions  réelles /,,/2  dans  une  région  de  l'espace  r[^,  ...]j 

entraine  celle  de  la  fonction  imaginaire/ dans  les  mêmes  limites,  et  réciproquement  : 

tout  arc  continu    tracé   dans  l'espace  [[a?,  y,  ^,5,  ...]]  fournit  donc,   par  la  simple 

considération   des   formules   qui  relient   a;,  y,  z,  s,  . . .    k  u,  v,  . . .,  un   arc   continu 

tracé  dans  l'espace  [[t^,  v^,  ...]J,   et  réciproquement;   de  là  résulte   immédiatement 
notre  remarque. 
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les  diverses  continuités  supposées  entraînent  celle  de  la  ré- 
gion 1l„,^.,.... 

40.  Tout  domaine  {n°  30)  est  une  région  continue. 
EfFectivement,  si,  dans  le  domaine  ÎP,  défini  par  les  relations 

mod(a*  —  rt)<Rj:,         mod(j  —  Z>)<Ry,         ..., 

où  (a,  6,  . . .)  désigne  un  point  fixe,  et  R^-,  Ry,  . . .  des  constantes  po- 
sitives (>>o),  on  prend  arbitrairement  deux  points,  (xq,  yQ,  ...), 
(X,  Y,  . . .),  les  formules 


où  l'indéterminée  s  est  assujettie  à  varier  dans  l'intervalle  de  o 
à  I  (o^5£i),  définissent  un  arc  continu  ayant  pour  extrémités  initiale 
et  finale  les  deux  points  choisis.  Ces  formules  (4)  peuvent  d'ailleurs 

s'écrire 

iT  —  a  =  (i  —  s)(to— a) -h  s(X  —  a), 

(5)  \y-b=(i-s)(yo-b)-i-s(Y-b), 


et,  pour  toute  valeur  de  s  n'excédant  pas  l'intervalle  de  o  à  i ,  le  mo- 
dule acquis  par  le  second  membre  de  la  première  formule  (5)  est 
inférieur  ou  égal  à 

(i  —  .s)rnod(a:o —  a)  -\-  s  mod  (X  —  a), 

par  suite  inférieur  ou  égal  au  produit  de  la  plus  grande  des  quan- 
tités 

mod(a7y — a),     mod(X  —  a) 

par  la  somme  (i  —  s)  -\-  s  =  i,  par  suite  inférieur  ou  égal  à  la  plus 
grande  de  ces  quantités,  par  suite,  enfin,  inférieur  à  R^;.  On  ferait 
voir,  par  un  raisonnement  tout  semblable,  que,  dans  les  mêmes 
limites,  le  module  acquis  par  le  second  membre  de  la  deuxième  for- 
mule (5)  reste  inférieur  à  R^;  et  ainsi  jusqu'à  la  dernière.  L'arc  (4), 
terminé  aux  deux  points  (^o,  yo->  •  •  •)?  (^^  Y,  .  . .),  est  donc  entière- 
ment situé  dans  le  domaine  P. 
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il.  Nous  dirons  qu'une  région  t1  de  l'espace  M^,  y,  . .  .]  1  est  noj^- 
male,  si  elle  satisfait  à  la  double  condition  suivante  :  i"  la  région  11 
est  continue  (n"  39);  2"  tout  point  de  la  région  li  est  le  centre  de 
quelque  domaine  (n"  30)  entièrement  situé  dans  11  ('). 

l^a  remarque  présentée  aux  n*"^  4  et  39  relativement  aux  régions 
limitées,  complètes  ou  continues,  s'applique  encore  aux  régions  nor- 
males :  si  des  régions,  respectivement  extraites  des  espaces 

sont  toutes  normales,  leur  association  fournit,  dans  l'espace 

[[^7,    ...,7,    ...,    ...]], 

une  région  également  normale. 

Tout  domaine  est  une  région  normale. 

Considérons  un  domaine  13,  de  centre  (a,  è,  . . .)  et  de  rayons  Ra;, 
Rj,  ...  :  la  continuité  de  cette  région  ayant  déjà  été  établie  au  nu- 
méro précédent,  il  suffît  de  faire  voir  que  tout  point  (^^,^0,  •  •  •) 
intérieur  à  P  est  le  centre  de  quelque  domaine  entièrement  situé 
dans  3. 

Or,  si  l'on  désigne  par  p^,  p^,  ...  les  différences  (nécessairement 
supérieures  à  zéro) 

R.r— iTiod(iCo— «),     Fly — niocUj'o— ^)j      •••, 

il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  relations 

mod(a7 -:ro)<  0^,  mod(jK  —  JKo)  <  p.> , 

entraînent  comme  conséquences  nécessaires 

mod(a7  —  a)  <  R^.,  mcn\{y  —  6)  <  Rj,  .... 

Car  de  la  relation 

(.r  —  a)-\-{a  —  x^)  =  x  —  x^^ 
on  tire 

inod(a7  —  a)  —  mod(a7o —  «)  ^  mod(a7  —  ^0)  ; 


(')  Ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsqu'un  point  fait  partie  de  la  région,  tous  ceux 
dont  la  distance  au  point  considéré  est  suffisamment  petite  en  font  également  partie. 
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si   donc  on  suppose  le  module  de  x—x^^  inférieur  à  p.p,  on  aura  la 
suite  d'inégalités 

mod(ar —  a  )  —  inoJ(a7o — a)^mod(a:  —  x^)  <  R.i—  mod(^o —  «), 

d'où  l'on  déduit.  p<n  la  comparaison  des  quantités  extrêmes, 

mod(iF  —  «)  <  K.^.. 

Et  l'on  trouverait,  par  un  calcul  semblable, 
mocl(^-è)<Rv, 

Définition  des  fonctions  olotropes. 

42.  Les  variables  .r,jK?  .  •  •  étant  supposées,  indifféremment,  réelles 
ou  imaginaires,  nous  dirons  qu'une  fonction,  y(^,  y,  .  .  .),  de  ces 
variables,  bien  définie  dans  une  région  normale,  (n"  41),  "U,  y  est 
olotrope,  si,  autour  d'un  point  quelconque,  {x^^yQ^  .  .  •)'  de  la  région, 
pris  comme  centre,  on  peut  assigner  quelque  domaine  dans  toute 
l'étendue  duquel  la  fonction  y(^,  j^,  .  .  .)  soit  exprimable  à  l'aide 
d'un  même  développement,  entier  par  rapport  aux  différences 
X  —  Xq^  y  — )'o7  .  •  •  •  Les  rayons  d'un  pareil  domaine  (qu'on  doit  sup- 
poser, naturellement,  compris  tout  entier  dans  la  région  H)  se  nom- 
meront oloniètres  (simultanés)  de  la  fonction  au  point  (xo,jKoi  .  •  •)  5 
le  développement  entier  qui  exprime  la  fonction  dans  le  voisinage  de 
ce  point  sera  dit  avoir  lieu  à  partir  de  (xy, jo^  •  •  •)'  ^^i  P^^^  rapport 
à  lui,  les  quantités  x,,, /05  •••  ^^^(^o-JKoî  •••)  ^^  nommeront  les 
valeurs  initiales  des  variables  et  de  la  fonction. 

Il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  la  définition,  donnée  ci-dessus, 
d^ une  fonction  olotrope  implique  essentiellement  la  nature  nor- 
male de  la  région  oii  on  la  considère  (  '  ). 


(')  M.  Méray  formule  comme  il  suit  la  déniiition  des  fonctions  olotropes  {Leçons 
nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p.  iio)  : 

«  Nous  dirons  que  la  fonction  f{x,y,  ...)  est  olotrope  en  a;,,,  j'j,,  ...,  avec  des 
olomètres  au  moins  égaux  à  ô^,  8^,  ...,  quand  /{x^-i-  h^y^-\-k,  ...)  peut  se  déve- 
lopper en  une  série  entière  par  rapport  à  h,  k,  ...  admettant  6^,  6^,  ...  pour  rayons 
de  convergence. 

»  Nous  diron>i  encore  que  f{x,y.,  ...)  est  olotrope  dans  des  aires  données  Sx, 
S^,  ...,  avec  les  olomètres  (invariables)  8^,  8^,  ...,  quand  elle  jouit  de  cette  pro- 
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[]  va  sans  dire,  enfin,  que,  étant  donné  un  système  d'olomètres  de 
la  fonction  au  point  (xo,yo?  ...\    si   l'on   diminue  arbitrairement 


priélé  en  tout  système  de  valeurs  initiales  de  ces  variables  prises  respeclivement  à 
l'intérieur  de  ces  aires.  » 

Cette  définition  nous  semble  donner  lieu  à  diverses  objections,  dont  voici  les  prin- 
cipales : 

1°  Si  l'on  ne  suppose  pas  expressément  la  continuité  de  la  région  où  se  meuvent 
les  variables  indépendantes,  il  devient  impossible  d'établir  d'une  façon  rigoureuse  la 
proposition  fondamentale  du  n"  57  sur  la  nullité  identique  d'une  fonction  analytique. 

2»  Si  l'on  se  borne  à  supposer  que  chacune  des  n  variables 

X  =  x'-\-ix",         y  =y'^  iy", 

se  meut,  indépendamment  des  autres,  dans  quelque  portion  ou  aire  donnée  du  plan 
qui  sert  à  sa   notation    graphique,   au   lieu   de   supposer,  plus  généralement,  que  le 

point 

{x\  x",  y',  y",  ...) 

varie  dans  quelque  région  de  l'espace  à  in  dimensions,  il  devient,  dans  bien  des  cas. 
fort  incommode  d'appliquer  aux  fonctions  analytiques  leurs  propriétés  même  les  plus 
essentielles  :  il  faut  renoncer,  par  exemple,  à  considérer  une  fonction  analytique 
des  n  variables  réelles  x',  y',  ...  dans  le  fragment  d'espace 

x"'-hy'^^  +  ...<  IV; 

car  ce  dernier  ne  peut  évidemment  s'obtenir,  ni  par  l'association  de  n  segments,  res- 
pectivement pris  sur  les  axes  indéfinis  qui  servent  à  la  notation  graphique  des  n  va- 
riables isolées,  ni  par  un  nombre  fini  de  semblables  associations.  Nous  n'insisterons 
pas  sur  les  inconvénients  d'une  semblable  exclusion;  elle  nous  parait  d'ailleurs  d'au- 
tant moins  naturelle  que,  lorsqu'il  s'agit  de  la  variable  imaginaire  a?  =  .r -h  i^r", 
rien,  dans  la  définition  citée,  n'empêche  de  considérer  la  région  x"' -h  cc""^ <.  R^. 

3°  Alors  même  qu'on  s'affranchirait,  comme  nous  croyons  utile  de  le  faire,  de  la 
restriction  précédente,  la  définition  citée  en  impose  une  autre  dont  il  y  a,  nous 
semble-t-il,  tout  avantage  à  s'affranchir  pareillement  :  d'après  elle,  en  effet,  toute 
fonction  de  x,  y,  ...,  olotrope  dans  une  région,  l'est  forcément  aussi  dans  cette 
même  région  accrue  d'une  certaine  zone  additionnelle  {Leçons  nouvelles,  etc., 
,r«  Partie,  p.  112);  si,  pour  fixei*  les  idées,  on  considère  une  fonction  d'une  variable 
imaginaire  qui  soit  analytique  à  Vintérieur  d'une  circonférence  (abstraction  faite  de 
la  circonférence  elle-même),  cette  fonction  n'y  pourra  être  qualifiée  d'o/o^ro/?e  qu'à 
la  condition  d'être  analytique  à  l'intérieur  de  quelque  circonférence  concentrique  de 
rayon  plus  grand.  Si  donc  on  tient  à  ne  rien  préjuger  de  ce  que  peut  être  la  fonction 
dans  une  région,  si  petite  qu'elle  soit,  extérieure  à  la  circonférence  donnée,  on  sera 
obligé,  pour  spécifier  sa  nature  analytiijue  dans  la  région  intérieure,  de  dire  qu'elle 
est  olotrope,  non  à  l'intérieur  de  la  circonférence  elle-même,  mais  à  l'intérieur  de 
toute  circonférence  concentrique  de  rayon  moindre.  Or,  une  pareille  obligation  peut, 
dans  des  cas  moins  simples,  conduire  à  des  énoncés  fort  pénibles. 

Telles  sont  les  principales  raisons  pour  lesquelles  nous  avons  cru  devoir  proposer 
une  définition  un  peu  différente,  et  faire  appel,  notamment,  à  la  considération  des 
régions  normales. 
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quelques-uns  d'entre  eux  sans  augmenter  les  autres,  on  a  encore  un 
système  d'olomètres  de  la  fonction  au  point  considéré. 

43.  Toute  fonction  olotrope  dans  une  région  {normale)%  y  est 
continue. 

C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  définition  ci-dessus  (n^  42) 
et  de  la  continuité  des  séries  entières  (n"  3i). 

44.  Si  Von  désigne  par  f{x^  y,  .  .  .)  une  fonction  olotrope  dans 
une  région  {normale)  tl,  et  par  (xcjKo?  .  .  .)  un  point  particu- 
lier quelconque  de  cette  région,  il  n'existe,  pour  représenter 
f{x,y^  .  .  .)  dans  le  voisinage  de  ce  point  conformément  à  la  défi- 
nition ci-dessus,  quun  seul  développement  entier  par  rapport  aux 
différences  x  —  x^^y  — jKo,     •  •  • 

Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux  développements  de  cette 
nature,  c'est-à-dire  qu'en  posant 

la  quantité 

f(xo-hh,yo-^k,  ...) 

soit  exprimable  à  l'aide  d'un  premier  développement  entier  en 
A,  Âr,  ...  pour  toutes  valeurs  de  /^,  A",  ...  de  modules  respective- 
ment inférieurs  à  certaines  constantes  positives  ô^,  8^, ...  ;  puis,  qu'elle 
soit  de  même  exprimable  à  l'aide  d'un  deuxième  développement  entier 
en  A,  A",  .  .  .  pour  toutes  valeurs  de  h,  k,  .  .  ,  de  modules  respective- 
ment inférieurs  à  certaines  constantes  positives  ^^,  8^,  .  .  . .  Si  l'on 
désigne  alors  par  ù^  la  plus  petite  des  deux  constantes  8^,  8^.,  par  8j 
la  plus  petite  des  deux  constantes  8!^,  5'^,  etc.,  les  deux  développe- 
ments dont  il  s'agit  ont  des  sommes  égales  pour  toutes  valeurs  de 
A,  k,  .  .  .  de  modules  respectivement  inférieurs  à  8^,  8^,  .  .  . ,  puisque, 
dans  ces  limites,  ils  représentent  l'un  et  l'autre  la  quantité 

ils  ont  donc  leurs  coefficients  semblables  respectivement  égaux  (n**  36). 

45.  Considérons,  d'une  part,  undomaine,  ®,  de  centre  (^07^05  •  •  •  ) 
et  de  rayons  8x,  8_^,  .  .  .;  d'autre  part,  le  domaine,  ^,  ayant  pour  centre 
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un  point  quelconque,  (j;,,  r,,  .  .  .),  du  précédent,  et  pour  rayons  les 
difl'érences  (nécessairement  positives) 

(l)  ô.r— mod(a7i  — a7o),     8y.— mocl(^ri  —  jKo),      ••.; 

ce  deuxième  domaine  est  entièrement  compris  dans  le  premier,  car 

les  relations 

mod(ir  —  Xi)  <  8.^  —  mod(:ri  —  Xq)^ 

mod  (y  —y,  )<0y—  mod  (j,  —  jo), 


qui  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

mod(:r  —  ^i)  -f-  mod  (a^i  —  a^o)  <  8^, 
mod  (7  —  Ji  )  +  mod  (vi  —  jKo  )<  Sy, 


entraînent,  à  plus  forte  raison, 

mod(ic  —  ctq)  <C    .1-, 
moâ(y—yo)  <  8j, 


Cela  étant,  si  une  fonction  /(x^  y  ^  .  .  .)  est  exprimable  dans  toute 
l'étendue  du  domaine  5)  à  l'aide  d'un  développement  entier  par 
rapport  aux  différences  x  —  x^^  y  — jko^  ...  5  ^^^^  V est  dans  toute 
V étendue  du  domaine  ï>  à  l'aide  d' un  développement  entier  par 
rapport  aux  différences  x  —  ^\-,  y  — jKi,-..- 

Effectivement,  désignons  par  ¥{li^k^  .  .  .)  la  somme  de  la  série 
entière  en  /î,  /:,...  qui,  par  hypothèse,  représente  la  quantité 

/(a^oH-  h,  yo-i-  k,  ...) 

pour  toutes  valeurs  de  /i,  A ,  .  .  .  de  modules  resjjectivement  inférieurs 
à  8j.,  8j,  ...  ;  par  8^;,  8j,  .  .  .  des  quantités  positives  respectivement 
inférieures  aux  différences  (i),  et  d'ailleurs  arbitrairement  choisies; 
enfin  par  s^^;,  e^,  .  .  .  les  quantités  également  positives 

S.f.  —  mod  (iCi  —  Xq)  —  fj.r, 
8v  —  mod()'i — JKo)  —  Oy. 


On  a,  d'après  cela, 

[mod(ic,  —  tq)-\-  e.r]  -4-  0.^=  8^, 
[  mod  r  r,  —  ro  )  -+-  £v  ]  -h  Oy  =  8y, 
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d'où  résulte,  en  vertu  du  n*^  33,  que  la  série  entière  en 
h,    A,     ...,     h',    k\     ... 

obtenue  par  le  développement  de  la  quantité 

F(h  -h  h\  k-i-  k\  ...) 

admet  les  rayons  de  convergence 

mod(xi  — Xo)H- Ex.     mod(^i— jKo) -H  £j',     ..-,     6.r,     6j,      ..., 
et  représente,  entre  ces  limites,  la  quantité  dont  il  s'agit,  égale  à 
f{x»-+-  h  H-  h',  y(i-\-  k  A-  k\  . . .). 

Dès  lors,  la  série  déduite  de  la  précédente  en  y  faisant 

h  =  Xi  —  .7\„         k  —yi—yo, 

et  ordonnant  par  rapport  à  h'.  A',  .  .  .,  admet  certainement  les  rayons 
de  convergence  O^-,  ^y,  .  .  . ,  et  représente,  entre  ces  limites,  la  quantité 

(l)  /(^l-H  /î',  jKi  +  A-',  ...)• 

Comme  d'ailleurs  6^,  0^,  .  .  . ,  respectivement  inférieurs  aux  diffé- 
rences (i),  en  sont  aussi  rapprochés  qu'on  le  veut,  cette  dernière 
série,  entière  en  A',  k',  ....  admet  les  différences  (i)  comme  rayons 
de  convergence,  et  repri-sente,  entre  ces  limites,  la  quantité  (2),  ce 
qu'il  s'agissait  d'établir. 

46.   De  là  résultent  immédiatement  les  conséquences   suivantes  : 

I.  Lo/squ'une  série  entière  en  x  —  x^tY — J^oî  ...  admet  les 
rayons  de  convergence  ^Xx^  ^y-,  .  .  ••  i*'  sa  somme  est  une  fonction 
olotropedex^y,  .  .  .  dans  le  domaine  ayant  pour  centre  {xq^  y  t^^ .  .  .) 
et  pour  rayons  R^,  R_y,  ...  ;  i""  en  un  point  (jr,,  y,,  .  .  .)  de  ce  do- 
maine, la  fonction  dont  il  s'agit  admet  pour  olomèlres  les  diffé- 
rences {positives) 

R^— mod(ir,  —  a^o),  U^— mod  (jKi  —  JKo),  ••.• 

II.  Soient  fix^y^  ...)  une  fonction  olotrope  dans  une  région 
{normale)]  {xq^  y^^  .  .  .)  un  point  de  cette  région;  8^,  8^,  ...  un 
système  d'olomètres  de  f{x,  j-,  .  .  .)  au  point  {xq^  jKo?  '-•)'■,  enfin. 
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(^,,y<,  .  .  .)  un  point  intérieur  au  domaine  de  centre  (.^o^JKo?  •  •  -^ 
et  de  rayons  8^,  8y,  .... 

Cela  étant,  la  fonction  f[x^  y.  .  .  .)  ne  peut  manquer  d' admettre 
au  point  (.r,,j^,,  .  .  .)  les  olomètres 

S.r — mod(a"i  —  Xo),     ^y — mod(jKi  —  JKo),      •••• 

47.  Une  fonction  entière  F{x,yj  .  .  .)  est  olotrope  dans  toute 
rétendue  de  l'espace  \[x^y^  •  •  •]]  ^^^c  des  olomètres  de  grandeur 
indéfinie. 

Car,  quelles  que  soient  les  valeurs  initiales  ^o^JKoî  •  •  o  ^t  aussi 
quels  que  soient  les  accroissements  A,  A",  .  .  . ,  on  peut,  au  moyen  des 
premières  règles  de  l'Algèbre,  transformer  l'expression 

F(.ro+A,  jKo+A-,  ...) 

en  un  polynôme  entier  par  rapport  à  A,  /:,  .  .  . ,   qui  constitue   une 
série  entière  limitée. 

48.  Si  V on  désigne  par  x  une  variable  réelle  ou  imaginaire , 
para  une  constante  quelconque,  et  par  x^  une  valeur  particulière 

de  X  différente  de  a,  la  fonction  peut,  dans  toute  V étendue 

du  domaine  ayant  pour  centre  Xq  et  pour  rayon  le  module  de 
Xa  —  a,  s'exprimer  à  l'aide  d'un  développement  entier  enx  —  ^'o- 
La  relation 

mod(^  —  a^o)  <  mod(a  —  a?o) 

entraînant  de  toute  nécessité  x  y^  a.,  on  voit  tout  d'abord  que  la  fonc- 
tion 

f{^)=  — ^ 
•^  ^     ^        X  —  a 

est  bien  définie  dans  toute  l'étendue  du  domaine  en  question.  On  a 
d'ailleurs,  en  posant  ^:=^o  +  ^5 

f{x^^h) 


a7o  —  a  -\-  h        Xq  —  a 


a7o —  a 
et,  comme  le  module  de  h  =  œ  —  ^0  est  supposé  inférieur  à  celui  de 
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^0  —  <^^  lii  quantité 


a?o —  CL 
a  un  module  <<  i  ;  il  vient  donc  (n"*  28) 

1  —  h 
d'où 


f{xo^h) 


De  là  résultent  immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 


Si  X  désigne  une  variable  réelle,  la  fonction  est  olotrope 

dans  la  région  [normale)  que  définit  la  relation  jc>>  a,  et  aussi 
dans  la  région  {normale)  que  définit  la  relation  x  <ia. 

Si  X  désigne  une  variable  imaginaire^  la  fonction est  olo- 
trope dans  la  région  {normale)  que  définit  la  relation  x  y^  a. 

Dans  V un  et  C autre  cas,  la  fonction  admet  pour  olomètre  au 
point  X  le  module  de  x  —  a. 

Dérivées  premières  (i). 

49.  Lorsqu'une  fonction  f{x^y\  .  .  .)  est  olotrope  (n""  42)  dans 
une  région  (normale)  ti,  à  tout  point  {x^y,  .  .  .  )  de  cette  région  cor- 
respond, pour  exprimer  la  valeur  de  la  fonction  dans  son  voisinage, 
un  développement,  et  un  seul  (n**44),  entier  par  rapport  aux  accrois- 
sements A,  A",  .  .  .  qu'on  attribue  à  x^y^  .  .  .;  le  seul  choix  du  point 
{x^y.  .  .  .)  détermine  donc  entièrement  les  coefficients  du  développe- 
ment qui  lui  correspond,  et,  dès  lors,  chacun  de  ces  coefficients 
peut,  dans  la  région  li,  être  considéré  comme  une  fonction  de 
Xjy,  ....  Nous  allons  établir  actuellement  qii^  une  pareille  fonction 
est,  comme  la  proposée  f{x^y^  .  •  •)'  olotrope  dans  la  région  li,  et 
qu'elle  admet  en  chaque  point  de  cette  région  les  olomètres  de  la 
proposée. 

Eflectivement,  désignons  par 

fp,'i,...(^^  y^  •••) 

(')   Voir  Mkray,  Leçons  nouvelles,  etc.,  !'•  Partie,  p.  119  et  suiv. 
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le  coetticieiit  de  liP ki .  .  .  dans  le  développemenl  de 

par  (^^*o,yo,  .  .  .)  lin  point  quelconque  de  li  ;  par  8^:,  ô^,  .  .  .  des  olo- 
mètres  de  la  fonction  f(x^y^  .  .  .)  en  ce  point;  par  F  (A,  A*,  .  .  .)  la 
somme  de  la  série  entière  en  A,  A,  .  .  .  qui,  par  hypothèse,  représente 
la  quantité 

pour  toutes  valeurs  de  A,  A',  ,  .  .  de  modules  respectivement  inférieurs 
à  ^xj  ^ri  ...  ;  eniin  par  e^,  ty,  .  .  .  des  quantités  positives  respective- 
ment inférieures  à  8^,  ùy,  .  .  . ,  et  d'ailleurs  de  petitesse  arbitraire.  En 
vertu  du  n''  33,  la  série  entière  en 

h,    A,     ...,     A',     Â',     ... 

obtenue  par  le  développemenl  de  la  quantité 

F(A  +  /?',  A +  A',  ...) 

admet  les  rayons  de  convergence 

Ùx        £.r?       '^j        S.y,       •  •  .  ,      £.0      £j,       '  •  •  1 

et  représente,  entre  ces  limites,  la  quantité  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire 

/( a7o  -t-  /i  +  h\  jKo  -+-  A-  -+■  A',  .  . .  )  ; 

si  on  l'ordonne  par  ra[)port  à  h'.  A',  .  .  . ,  le  coefficient  de  h'Pk'9 ,  .  . 
est  une  série  entière  en  h,  A",  .  .  .  admettant  les  rayons  de  conver- 
gence 

et  représente,  dans  ces  limites,  la  quantité 

(i)  /p,q,...(^i)-\-  à,yo-^  k,  ..,). 

Enfin,  comme  £^,  s^,  ...  sont  de  petitesse  arbitraire,  on  peut  dire  que 
cette  même  série  entière  en  /i,  A ,  .  .  .  admet  les  rayons  de  conver- 
gence 0^,  ûy,  .  .  . ,  et  représente,  dans  ces  limites,  la  quantité  (i).  C'est 
ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

50.   Soit  f{Xjj\,  .  .  .)  une  fonction  olotrope  dans  une  région  ti.  Si 
l'on  désigne  par  (^,  J',  .  .  .)  un  point  quelconque  de  cette  dernière, 
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le  terme  indépendant  de  //,  />-,  .  .  .  dans  le  développement  de 

/(.r  ^  A,    ,--4- A,  ...). 

eileclué  à  partir  des  valeurs  initiales  ^,j-,  ...,  a  pour  valeur 
f{x^y^  .  .  .).  Dans  ce  même  développement,  les  coefficients  des  pre- 
mières puissances  de  A,  A,  .  .  .  se  nomment  les  dérivées  de/{x^  y^  .  .  .) 
prises  par  rapport  à  J7,  >',  .  .  .  respectivement.  On  les  représente 
souvent  par 

Gela  étant,  le  calcul  d'une  dérivée  se  ramène  toujours,  comme  nous 
allons  le  voir,  au  cas  d'une  variable  unique. 

Considérons  en  etl'et  le  développement  entier  en  /i,  A:,  .  .  .  qui, 
pour  toutes  valeurs  de  A,  A\  ...  suffisamment  voisines  de  zéro, 
exprime  la  quantité 

si,  dans  un  pareil  développement,  on  introduit  l'hypothèse  numé- 
rique 

A  =. .  .=  G, 

on  obtiendra  un  développement  entier  en  h  qui,  pour  toutes  valeurs 
de  h  suffisamment  voisines  de  zéro,  exprimera  la  quantité 

un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n"  44  piouve  d'ailleurs  qu'il  ne 
peut  exister  qu'un  seul  développement  entier  en  li  jouissant  de  cette 
dernière  propriété.  Or,  l'hypothèse  numérique  introduite  dans  le 
premier  des  deux  développements  considérés  n'a  pas  changé  le  coeffi- 
cient de  la  première  puissance  de  /i,  et  l'on  peut  dès  lors,  pour  cal- 
culer ce  coefficient,  prendre  indifféremment  l'un  ou  l'autre  des  deux 
développements.  Il  en  résulte  que  la  dérivée  de  /(.r,  j-,  .  .  .)  par  rap- 
port à  X  est  égale  au  coefficient  de  la  première  puissance  de  li  dans  le 
développement  (unique)  de  la  quantité 

en  d'autres  termes,  pour  obtenir  la  dérivée  de  j\x^y^  .  .  .)  par  rap- 
port à  x^  on  peut  opérer  comme  si  x  était  la  seule  variai)  le  y  en 
considérant  toutes  les  autres  comme  momentanément  réduites  à 
des  constantes,  ce  qui  ramène  bien,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
le  calcul  d'une  dérivée  au  cas  d'une  variable  unique. 
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oJ.   Appliquons  ce  qui  précède  à  quelques  exemples. 

i"  Une  constante  (si  on  veut  la  considérer  comme  un  cas  extrême 
d'une  fonction  olotrope)  a  des  dérivées  toutes  identiquement  nulles. 

Car,  dans  le  voisinage  de  valeurs  initiales  quelconques  attribuées 
aux  variables  indépendantes,  elle  est  représentée  par  un  développe- 
ment entier  se  réduisant  à  la  constante  dont  il  s'agit. 

2"  La  fonction  entière 

(2)  A(^  — a)a(jK  — ^)P.  .., 

OÙ  K^a^  b^  ...  sont  des  constantes,  et  les  exposants  a,  p,  .  .  .  des 
entiers  positifs  ou  nuls,  a  pour  dérivée  par  rapport  à  x 

(3)  Aa(;r  —  aja-i(jK— ^)^ 

11  suffît  en  effet,  pour  obtenir  la  dérivée  de  la  fonction  (2)  par 
rapport  à  x^  de  remplacer  dans  cette  fonction  x  par  x  -\-  A,  c'est-à- 
dire  X  —  a  par  x  —  a-\-  h,  de  développer 

X{x--a-\-h)^{y  —  b)^..., 

suivant  les  puissances  de  A,  et  de  prendre,  dans  le  développement 
ainsi  obtenu,  le  coefficient  de  h.  Or,  si  a  est  supérieur  à  zéro,  l'ap- 
plication de  la  formule  du  binôme  donne 

{x  —  a  -\-  hy^=  (x  —  a)'^-\-  (x(x  —  a)^-^h  -f-.  .  ., 

et  l'on  a  bien,  pour  la  dérivée  cherchée,  l'expression  (3).  Si  a  est 
nul,  la  fonction  (2),  indépendante  de  x,  a  manifestement  par  rapport 
à  X  une  dérivée  toujours  nulle,  que  rien  n'empêche,  dans  ce  cas 
extrême,  de  représenter  encore  par  l'expression  (3)  [où  a  =  o]  (  '  ). 

3°  Soient  y*(^,j',  .  .  .)  une  fonction  olotrope  dans  une  région  1^  ; 
(xo,yo,  .  .  .)  un  point  particulier  de  cette  région; 

(4)  s«///,«,...(^  — ^o)'"(r— ./o)"... 

la  série  entière  en  x  —  ^o-,  y — JK07  ...  qui?  dans  le  voisinage  du 
point  en  question,  représente /(^%jr,  .  .  .).  Cela  étant,  la  dérivée  par 

(^)  On  sait  que,  si  l'entier  m  est  nul,  Texpression  C"'  (où  C  est  7^  o)  est  égale,  par 
convention,  à  l'unité,  et  que,  si  l'entier  ni  est  supérieur  à  zéro,  l'expression  C-"'  est 

égale,  par  convention,  à  — .  Il  va  sans  dire  que  le  produit  d'une  puissance  négative 

(  entière  )  de  x  —  a  par  un  facteur  nul  doit,  même  dans  l'hypothèse  numérique  x  —  a 
où  il  prend  une  forme  indéterminée,  être  considéré  comme  nul. 
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rapport  à  x  de  f{x.y.  .  .  .)  est  représentée,  dans  les  mêmes  limites, 
par  la  somme  de  la  série 

obtenue  en  prenant  les  dérivées  semblables  de  tous  les  termes  du 
développement  (4)- 

Effeclivement,  si  l'on  pose 

x  —  Xo=h,         y—yQZ=k,  ..., 

il  résulte  du  n°  49  que  la  quantité 

f'jcixo-^  h,yo-+-k,  ...)  . 

est  représentable,  dans  les  mêmes  limites  que 

f{xo-hh,yo-hk,  ...), 

par  la  somme  d'un  développement  entier  en  A,  /r,  .  .  . ,  et  que,  pour 
obtenir  ce  dernier,  il  suffît  de  considérer  la  série  entière  en 

h,    k,     ...,     h',     k',     ... 

qui  provient  du  développement  de  l'expression 

:^a,n,n,...{h^h'yn{k-^k'y>..., 

d'ordonner  cette  série  par  rapport  à  h',  k',  .  .  . ,  puis  de  prendre  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  h'.  Or,  il  vient  ainsi 

I.ma,n,n,...h"'-^k'K.., 

résultat  conforme  à  notre  énoncé. 
4"  La  dérivée  de est 


(x  —  a)^ 
C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  du  n"  48  (  *  ). 

(')  Les  dérivées  étant  le  plus  souvent  définies  comme  limites  de  rapports,  il  con- 
vient d'observer  que,  lorsqu'on  donne  à  une  seule  variable,  x^  d'une  fonction  olo- 
trope  f{x^  y,  ...)  un  accroissement  infiniment  petit,  le  rapport  à  cet  accroisse- 
ment de  l'accroissement  correspondant  de  la  fonction  a  pour  limite  f'x{x,yy  . . .). 
On  a,  en  effet,  pour  toutes  valeurs  de  h  suffisamment  voisines  de  zéro, 

f{x  +  h,y,  ...)=f{x,y,  ..•)-^h/a:{x,y,  ...)+-.., 
d'où 

/(x^A,.r,...)-/(x,^,...)  ^^,  (,,^,  ...,^.... 

or,  en  vertu  de  la  continuité  des  séries  entières,  le  second  membre  de  celte  dernière 
relation  tend,  pour  h  infiniment  petit,  vers  le  terme  indépendant  de  h,  c'est-à-dire 
vers  /'x{x,y,  ...). 

R.  6 
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Dérivées  d'ordres  quelconques  (*). 

52.  Comme  les  dérivées  d'une  fonction /(^, y,  .  .  .),  olotrope  dans 
une  région  "î^,  sont  elles-mêmes  olotropes  dans  cette  région  (n^^  49 
et  50),  elles  ont  des  dérivées  jouissant  de  cette  propriété;  de  même 
pour  celles-ci,  leurs  propres  dérivées,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
Les  dérivées  ainsi  formées  de  proche  en  proche  sont  les  dérivées 
partielles  de  tous  ordres  de  la  fonction  f[x^y^  •  .  •)  >  ^^^^  nomen- 
clature repose  sur  le  théorème  suivant  : 

Lorsque,  sur  une  fonction  olotrope,  on  exécute  successivement 
diverses  dérivations,  le  résultat  dépend  uniquement  des  nombres 
exprimant  combien  de  fois  on  a  dérivé  par  rapport  à  chaque 
variable,  dans  quelque  ordre  que  ces  opérations  partielles  aient 
pu  être  exécutées. 

I.  Considérons  d'abord  l'expression 

A(a7  — aro)^(jK-7o)P..., 

OÙ  A,  ^0)  JKo7  •  •  •  désignent  des  constantes,  a,  fi,  ...  des  entiers  po- 
sitifs ou  nuls,  et  soient/?,  q-,  .  >  .  les  nombres  de  dérivations  relatives 
à  ^,  1%  .  .  .  respectivement  qu'il  faut  exécuter  sur  elle  dans  un  ordre 
quelconque. 

Si  aucune  des  différences  a  — /?,  [^  —  q^  ...  n'est  négative,  le  ré- 
sultat final  peut  se  représenter  (n**  51,  2°),  dans  quelque  ordre  qu'on 
ait  procédé,  par  la  formule 

a(a  -i)...(a— p-f-i)x  3(P-i)...0  — gr+Ox... 

il  est  donc  indépendant  de  l'ordre  des  dérivations. 

Si  quelqu'une  des  différences  a  —  /?,  ^  —  q^  ...  est  négative,  on  se 
trouve  forcément  conduit,  dans  le  cours  des  dérivations  successives, 
à  exécuter,  sur  une  expression  de  même  forme  que  la  proposée,  une 
dérivation  relative  à  une  variable  qu'elle  ne  contient  pas  :  on  trouve 
donc,  quel  que  soit  l'ordre  adopté,  un  résultat  nul  (n°  51,  2"). 

II.  Lorsqu'on  a  affaire  à  une    fonction  olotrope  quelconque,   on 

(')   Voir  Meray,  Leçons  nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p.  122  et  suiv. 
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peut,  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque,  (jPoîJKo?  •  •  -^^  de  la 
région  où  on  la  considère,  la  représenter  par  la  somme  d'une  série 
entière  en  :r  —  Xq^  y  — j^qî  •  •  •  •  Gela  étant,  il  suffit  d'observer,  d'une 
part,  que  les  dérivations  successives  à  exécuter  sur  une  pareille  série 
doivent  l'être  séparément  sur  tous  les  termes  (n°  51,  3**),  d'autre 
part,  que  le  résultat  ainsi  obtenu  pour  chaque  terme  est,  en  vertu  du 
cas  déjà  examiné  (I),  indépendant  de  l'ordre  des  dérivations. 

53.  Pour  spécifier  une  des  dérivées  successives  d'une  fonction 
olotrope/(^,y,  .  .  .),  il  suffît  donc  d'indiquer  combien  de  dérivations 
partielles  sa  formation  comporte  relativement  à  chaque  variable.  En 
représentant  ces  nombres  par/?,  ^,  .  .  .  ^o\xt  x^y^  .  .  .  respectivement, 
on  dit  que  cette  dérivée  est  d'ordres  partiels  p^  ^?  .  .  •  P<^f'  rapport 
à  x,y,  .  .  .  respectivement,  et  aussi  d'ordre  total p  -\-  q  -\-  ...  sans 
distinction  faite  entre  les  variables.  On  la  représente  quelquefois 
par 

plus  souvent  par 

dxP  dyt ... 

Les  dérivées  proprement  dites,  dont  il  était  question  dans  le  para- 
graphe précédent,  sont  d'ordre  total  i,  et  se  nomment  les  dérivées 
premières.  Les  dérivées  d'ordre  totaux  2,  3,  etc.,  sont  les  dérivées 
secondes,  troisièmes,  etc.  Enfîn,  il  est  quelquefois  commode  de  con- 
sidérer une  fonction  olotrope  comme  étant  à  elle-même  sa  dérivée 
(unique)  d'ordre  zéro. 

Le  nombre  des  dérivées  d'ordre  total  M  est  évidemment  égal  à  celui 
des  termes  J'un  polynôme  homogène  de  degré  M  par  rapport  à  l'en- 
semble des  variables.  Dans  le  cas  d'une  seule  variable,  il  se  réduit  à  i , 
quel  que  soit  M. 

Ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut  (n"  52),  si  une  fonction  olotrope  de 
^,y,  .  .  .  est  représentée,  dans  le  voisinage  du  point  {x^^yQ,  .  .  .), 
par  la  série  entière 

sa  dérivée  d'ordres  partiels p^  <li  -'-  s'obtient,  dans  les  mêmes 
limites,  en  exécutant  la  dérivation  semblable  sur  tous  les  termes 
du  développement  (i). 
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54.  *S/  Von  considère,  d^ une  part,  la  dérivée  d^ ordres  partiels 
Pi^i  '  '  '1  P^^'  t'cipport  à  x^y^  .  .  .  respectivement,  dUine  fonction 
olotrope  f{x^y,  ...),  si  U  on  considère,  d^  autre  part,  le  coeffi- 
cient de  hP  kt .  . .  dans  le  développement  de 

f{x-hh,  y-\-k,  ...) 

en  une  série  entière  par  rapport  aux  accroissements  h,  k^  .  .  . ,  la 
première  de  ces  deux  fonctions  est  le  produit  de  la  seconde  par  le 
facteur  numérique  i  .2 .  .  .p.  i  ,2.  .  .g .  .  . . 

Effectivement,  soient  {xq^^q,  .  .  .)  un  point  pris  à  volonté  dans  la 
région  (normale)  où  l'on  considère  la  fonction  olotrope/(^,y,  .  .  .), 
et 

le  développement  de  f(x,y,  .  .  .)  à  partir  des  valeurs  initiales 
Xo^yot  ...  :  on  sait(n"  53)  que  le  développement  de 

à  partir  des  mêmes  valeurs  s'obtient  en  effectuant  la  dérivation  d'ordres 
partiels/?,  ^,  .  .  .  sur  tous  les  termes  du  précédent.  Or  (n°  52,  I),  si 
quelqu'une  des  différences  m  —  p,  n  —  g,  ...  est  négative,  la  dériva- 
tion dont  il  s'agit,  exécutée  sur  le  terme  général 

donne  un  résultat  identiquement  nul;  si  aucune  des  différences 
m — /?,  n  —  g,  ...  n'est  négative,  et  si  quelqu'une  d'entre  elles  est 
positive,  cette  même  dérivation  donne  un  résultat  dont  la  valeur  ini- 
tiale est  nulle;  enfin,  si  les  différences  m  — p,  n  —  g^  ...  sont  toutes 
nulles,  elle  donne  pour  résultat  la  constante  numérique 

1.2.   .   .p.   1.2.    .    .q.   ..Up^g^,,,. 

De  tout  ce  qui  précède,  on  conclut 

fx;y:.::\^o, ^oi  •  •  •)  =  » -2. . ./?. » .2. . .^. . .a;,,<7,..., 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

55.  En  vertu  de  la  proposition  ci-dessus  établie  (n°  54),  le  déve- 
loppement de 

f(xo-i-h,yo-^k,  ...) 
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en  une  série  entière  par  rapport  à  A,  A,  ...  peut  évidemment  s'écrire 
sous  la  forme 

sAX:-'(*..r...--) 


.  -2 ...  m  1.-2..  .n 


Si  les  valeurs  initiales  des  variables  sont  toutes  nulles,  les  accroisse- 
ments h,  k,  .  .  .  se  confondent  avec  x,y,  .  .  .,  et  le  développement 
devient 


r(in.»....).       _  .         ^'"  y" 


.2. .  .m  1 .2. .  ./i 


Lorsqu'on  suppose  le  nombre  des  variables  égal  à  i ,  les  deux  déve- 
loppements ainsi  obtenus  sont  identiques,  dans  leur  forme  extérieure, 
à  ceux  de  Tajlor  et  de  Maclaurin  :  mais  M.  Méray  fait  remarquer  avec 
raison  qu'en  les  établissant  (comme  nous  venons  de  le  faire)  confor- 
mément au  point  de  vue  qu'il  a,  le  premier,  systématiquement  adopté, 
on  est  conduit  à  y  attacher  un  sens  bien  différent  de  celui  qu'y  atta- 
chaient ces  géomètres  ('  ). 


Nullité  identique  d'une  fonction  olotrope;  égalité  identique 
de  deux  fonctions  olotropes  (  ^  ). 

56.  Une  fonction,  olotrope  dans  une  région  H,  y  est  dite  iden- 
tiquement nulle,  deux  fonctions,  olotropes  dans  une  région  ^,  y  sont 
dites  identiquement  égales,  lorsque  la  nullité  ou  l'égalité  a  lieu  en 
tout  point  de  cette  région  (supposée  normale). 

Lorsqu'une  fonction  f{x^  y  ^  •  .  •)'  olotrope  dans  une  région  "tt, 
y  est  identiquement  nulle,  toutes  ses  dérivées  le  sont  aussi. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  (^oj^o^  .  .  .)  un  point  déterminé  (quel- 
conque) de  la  région  H,  la  quantité /(^o  +  ^^ 5^0 -4- ^<^7  •  .  •)  est,  pour 
toutes  valeurs  suffisamment  petites  de  /z.  A",  .  .  . ,  exprimable  par  une 
série  entière  en  ^,  Ar,  ....  D'ailleurs,  ce  développement  (unique)  a 
nécessairement  tous  ses  coefficients  nuls,  puisque,  en  lui  attribuant 
de  pareils  coefficients,  il  exprime  évidemment  la  valeur  toujours  nulle 
de  notre  fonction. 


(*)   Voir  Méray,  Leçons  nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p.  126. 
(')  Ibid.,'i"  Partie,  p.  i3i,  i32,  i5i,  i52  et  i53. 
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57.  Inversement,  une  fonction  f{x^ y ^  .  •  Oj  oloLrope  dans  une 
région  ^,  JK  est  identiquement  nulle,  si,  en  quelque  point  de  cette 
région,  elle  s^annule  numériquement  avec  toutes  ses  dérivées. 

I.  Si  une  fonction  f{x,  y  ^  .  .  .)  est  olotrope  dans  une  région  11, 
et  si,  dans  cette  dernière,  on  considère  un  fragment  limité  et 
complet,  S ^  on  peut  assigner  quelque  constante  positive,  r,  telle 
que  la  fonction  /(.r,  y^  .  .  .  )  admette,  en  un  point  quelconque  de  S ^ 
un  système  d^olomètres  [au  moins)  égaux  à  r. 

Considérant  en  effet,  dans  l'espace  M^jjK,  .  .  .]  1  (')'  ^^  région 
limitée  et  complète  S  (comprise  tout  entière  dans  11),  nommons 
caractéristique  d'un  point  de  cette  région  toute  quantité  positive 
(>  o)  p,  telle  que  la  fonction /(^,j>^,  .  .  .)  admette  au  point  considéré 
un  système  d'olomètres  (au  moins)  égaux  à  p.  Cela  étant,  si  un  point 
déterminé  {x\y',  .  .  .)  de  la  région  J^  admet  parmi  ses  caractéristiques 
la  constante  p',  tout  point  (^,  Tj,  .  .  .)  de  cette  même  région  qui  satis- 
fait aux  relations 

mod(^  — ^')<p',         mod(y)  — 7')<  p', 

admettra  parmi  les  siennes  (n°  46,  II)  la  plus  petite  des  différences 

positives 

p'— mod($  — a;'),     p'— mod(r)  — /),      ..., 

c'est-à-dire  une, quantité  dont  la  différence  à  p'  tombe  au-dessous  de 
toute  quantité  donnée  lorsque  le  point  (?,  r,,  .  .  .)  est  suffisamment 
voisin  de  {x\y' .,  .  .  .). 

Ainsi,  les  diverses  conditions  spécifiées  au  n°  10  relativement  aux 
caractéristiques  se  trouvent  bien  remplies  dans  la  région  limitée  et 
complète  J^,  et,  comme  les  caractéristiques  sont  ici  essentiellement 
supérieures  à  zéro,  il  existe  bien  quelque  constante  positive,  r,  pos- 
sédant la  propriété  énoncée  (n°  13). 

II.  Si  une  fonction  f{x^  y  ^  .  .  .)  est  olotrope  dans  une  région  H, 
et  si,  dans  cette  dernière,  on  trace  un  arc  continu,  on  peut  assigner 
quelque  constante  positive,  r,  telle  que  la  fonction  f{x,y.  .  .  .) 


(*)  Cet  espace  est  à  non2n  dimensions,  suivant  que  les  n  variables  x,  y,  ...  sont 
réelles  ou  imaginaires. 
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admette,  en  un  point  quelconque  de  Va?  c,  un  système  d^olomètres 
{au  moins)  égaux  à  r. 

Car,  les  variables  (réelles)  5,  /,  ...  dont  l'arc  dépend  (n"  37)  étant 
assujetties  à  se  mouvoir  dans  un  intervalle  complexe,  c'est-à-dire 
dans  une  région  de  l'espace  M5,  f,  .  .  .]!  à  la  fois  limitée  et  complète, 
il  résulte  du  n°  18  que  l'ensemble  des  divers  points  (^,  J',  .  .  .)  qui,  en 
vertu  des  formules  définissant  l'arc,  correspondent  (avec  répétition 
possible)  aux  divers  points  de  l'intervalle  complexe,  forme,  dans 
l'espace  ([^^y,  .  .  .]  1,  une  région  à  la  fois  limitée  et  complète  :  les 
conclusions  de  l'alinéa  I  sont  donc  applicables. 

III.  Si  une  fonction  f(x^  y,  .  .  .)  est  olotrope  dans  une  région  B, 
et  si,  dans  cette  dernière,  on  trace  un  chemin  continu  formé  d'arcs 
placés  bout  à  bout  (n°  37),  on  peut  assigner  quelque  constante  posi- 
tive, r,  telle  que  la  fonction  f^x^  y  ^  .  .  .)  admette,  en  un  point  quel- 
conque du  chemin,  un  système  d'olomètres  {au  moins)  égaux  à  r. 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  de  l'alinéa  II. 

IV.  Lorsqu\ine  fonction  f{x^  y,  .  .  .)  est  olotrope  dans  une 
région  ^,  la  connaissance  des  valeurs  numériques  que  prennent 
la  fonction  et  toutes  ses  dérivées  en  un  seul  point,  {xQ^y^^  .  .  .)^  de 
la  région,  suffit  pour  déterminer  entièrement  sa  valeur  et  celles 
de  toutes  ses  dérivées  en  tout  autre  point,  (X,  Y,  .  .  .),  de  la 
région. 

Effectivement,  la  région  ^  étant  normale  (n°  42),  et,  par  suite, 
continue  (n"^  41  et  39),  les  deux  points  (^ojJKo,  .  •  .)'  (^5  Y,  .  .  .) 
peuvent  être  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  suite  d'arcs  continus  placés 
bout  à  bout  dans  cette  région.  En  vertu  de  l'alinéa  III,  on  peut  assi- 
gner quelque  constante  positive,  r,  telle  que  la  fonction  f{x^  y,  .  .  .) 
admette,  en  un  point  quelconque  du  chemin  continu  ainsi  tracé,  un 
système  d'olomètres  (au  moins)  égaux  à  /•;  et,  d'autre  part,  il  résulte 
du  n"  38  que  les  extrémités  initiale  et  finale  d'un  pareil  chemin 
peuvent  être  reliées  l'une  à  l'autre  par  quelque  chemin  brisé, 

(^0,70,...;,      (ar,,7,,  ...),      (:r2,  J^2,  ...),      ...,      (a:^,  JK^,  .  .  . ,),      (X,Y,  ...), 

ayant  tous  ses  sommets  sur  les  arcs  dont  il  s'agit,  et  présentant  des 
écarts  maxima  moindres  que  /•. 


88  CHAPITRK    III. 

Cela  posé,  la  connaissance  des  valeurs  numériques  de  f{oc^y^  .  .  .) 
et  de  toutes  ses  dérivées  au  point  (jToîJKo,  •  .  .)  nous  permet  de  con- 
struire (idéalement)  le  développement  de  fix^y,  .  .  .)  à  partir  de 
(^0,^01  .  .  .)'  ^^^  comme  les  modules  de  x^  — <^o?J'i  — y^^  .  .  .  sont 
tous  moindres  que  r,  l'hypothèse 

introduite  dans  ce  développement  et  dans  toutes  ses  dérivées,  fournira 
les  valeurs  prises  au  point  (x^^y^^  .  .  .)  par  la  fonction  f(x,yj  .  .  .) 
et  par  toutes  ses  dérivées.  On  passera  alors  du  second  sommet  au 
troisième  comme  on  a  passé  du  premier  au  second,  et  l'on  continuera 
de  cette  manière  jusqu'au  sommet  final  (X,  Y,  .  .  .). 

V.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées  qu'à  l'alinéa  IV,  si  l'on 
suppose  nulles  les  valeurs  numériques  prises  au  point  (^o^  JKo?  •  •  •) 
par  la  fonctiony*(^,  jK,  .  .  .  )  et  par  toutes  ses  dérivées,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  coefficients  du  développement  initial,  on  voit  que  la 
nullité  identique  de  celui-ci  entraîne,  de  proche  en  proche,  celle  de 
tous  les  développements  subséquents,  et  que,  par  suite,  la  fonction 
s'annule  au  point  (X,  Y,  .  .  .)  avec  toutes  ses  dérivées. 

58.  Lorsque  deux  fonctions,  olotropes  dans  une  même  région, 
y  sont  identiquement  égales,  leurs  dérivées  semblables  le  sont 
aussi. 

Inversement,  deux  fonctions,  olotropes  dans  une  même  région, 
y  sont  identiquement  égales,  si,  en  quelque  point  de  cette  région, 
les  valeurs  numériques  de  V une  et  de  ses  diverses  dérivées  sont 
respectivement  égales  aux  valeurs  numériques  de  V autre  et  de 
ses  dérivées  semblables. 

Il  résulte  immédiatement  des  n"^  42  et  54  que  la  différence, 

de  deux  fonctions,  olotropes  dans  une  région  H,  y  est  elle-même 
olotrope,  et  qu'elle  a  pour  dérivée  d'ordres  partiels/?,  ^,  .  .  .  la  diffé- 
rence des  dérivées  d'ordres  partiels  /;,  ^,  .  .  .  des  deux  fonctions  :  cette 
simple  remarque  ramène  les  deux  propositions  qu'il  s'agit  d'établir  à 
celles  des  n°*  56  et  57. 
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Principe  général  de  la  composition  des  fonctions  olotropes  (i). 

39.  Soient  : 
(I)  /(",«',...) 

une  composante  donnée  ; 

(a)  U(a7,^,  ...),     V(j:,^,  ...).     ••• 

des  fonctions  simples  données  (en  même  nombre  que  les  variables 
u,  v,  ...  de  la  composante); 

(3)  F(x,  y,  . . .)  =/[U(a7,  j^,  . . .),  Y{x,  y,  ...),.  •  •] 

la  fonction  composée  résultant  de  leur  combinaison  (n**  18,  III); 
•^01  y'oj   •  .  .     <ies    valeurs     particulières     attribuées    aux    variables 

les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  simples  (2). 

Si,  d'une  part,  autour  du  point  (wq,  (^oj  •  •  •)'  P^^^  comme 
centre,  on  peut  assigner  quelque  domaine,  ÎD,  dans  toute 
l'étendue  duquel  la  composante  (i)  soit  exprimable  à  Vaide  d'un 
développement  entier  par  rapport  aux  différences  u  —  i/o? 
V  —  ^'o,  ...  ;  si,  d' autre  part,  autour  du  point  (Xqj  yo^  .  .  •)?  P^^^ 
comme  centre,  on  peut  assigner  quelque  domaine,  î»,  dans  toute 
l'étendue  duquel  chacune  des  fonctions  simples  (2)  soit  expri- 
mable à  l'aide  d'un  développement  entier  par  rapport  aux  diffé- 
rences x  —  Xq^  y  — yo7  •  •  •  •  Ici  fonction  composée  {Z)  jouit  certai- 
nement de  cette  dernière  propriété  dans  toute  l'étendue  d'un 
domaine  suffisamment  petit  concentrique  à  ï». 

Effectivement,  soient  : 

A  une  quantité  positive  inférieure  à  tous  les  rayons  du  domaine  H»  ; 
0  une  quantité  positive  inférieure  à  tous  ceux  du  domaine  ï>; 

<4)  ^K^.^,...(  u  -  U^fiv  -  V^)^  .  .  .=:  f{u,  V,    ...) 

(*)  Voir  MÉRAY,  Leçons  nouvelles,  etc.,  i'"  Partie,  p.  209  et  suiv. 
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le  développement  de  la  composante  à  partir  de  Mq,  ^o^  ...  5 

(5)  \  zb,n,n,...{^ - ^oVir  —  yo)"' •  '=y {^, y,  .••)  — ^o, 

les  séries  obtenues  en  développant  les  fonctions  simples  à  partir  de 
ûOq,  yoj  .  .  . ,  et  supprimant  dans  ces  développements  respectifs  les 
termes  constants  Uq,  i^o,  ...  ; 
5,  iQ,  ...5  ^m,u,...i  '^m.n,...-,  ...    Ics   modulcs    rcspcctifs    de   x  —  Xq^ 

y        JK05    '  •  '  1  Cim.n^...')  0,n,n,...i    •  •  •  • 

Si,  dans  chacune  des  séries  (5),  on  remplace  chaque  terme  par 
son  module,  les  séries 

(6)  \    \   2p„,,„,.J'«Yi«..., 


ainsi  obtenues  ont  des  sommes  qui  deviennent  plus  petites  que  toute 
quantité  donnée  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  Ç,  ^i,  ...  : 
on  peut  donc,  au-dessous  de  5,  assigner  une  quantité  positive  0',  telle 
que,  pour  toutes  valeurs  de  ?,  t),  ...  inférieures  à  8',  les  sommes  des 
séries  (6)  restent  inférieures  à  A. 

Gela  posé,  assujettissons    désormais  x^y^  ...    à   vérifier  les   re- 
lations 

(7)  mod(^  — a7o)<o',         iTiod(7— jKo)<S', 

Puisque  les  sommes  des  séries  (6)  sont  alors  inférieures  à  A,  celles 
des  séries  (5)  présentent,  à  plus  forte  raison,  des  modules  inférieurs 
à  cette  quantité,  et  l'on  a 

mod[U(a7,  JK,  • . .)  -  Wo]  <  A, 
mod[V(ir,  jK,  ...)-fo]<  A, 


la  valeur  de  la  fonction  composée  peut  donc  s'obtenir  en  substituant 
2i  u  —  f/o,  V  —  Vfs-,  .  .  . ,  dans  la  série  (4),  les  sommes  respectives  des 
séries  (5).  Dans  la  série  résultant  de  cette  substitution,  considérons 
le  terme  général 

(8)  KM,N,...[2a,„,„,...(^-^o)'"0'  -JKo)'^...]^[2  6,„,„,...(rr-^o)'"(7  "- y^^Y-'-Y---^ 
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et  développons-le  suivant  la  règle  de  multiplication  des  séries  (sans 
réduction  des  ternies  semblables  en  jc  —  ^o,  JK  — jKo,  .  .  •)  (n^' î^o)  •* 
dans  ce  développement,  la  somme  des  modules  des  termes  est  égale  à 

par  suite  inférieure  à 

(9)  raodKM.N,.  .A^»A^. ... 

Or,  la  quantité  (9)  est  le  terme  général  d'une  série  convergente  : 
car  si,  dans  la  série  (4),  on  attribue  aux  différences  u  —  Uq^v  —  (^"o, .  .  . 
des  valeurs  dont  les  modules  soient  égaux  aux  quantités  A,  A,  .  '.  . , 
par  suite  inférieurs  aux  rayons  du  domaine  de  convergence  ©,  le 
module  du  terme  général  y  acquiert  précisément  la  valeur  (q). 

Si  donc  on  suppose  vérifiées  les  relations  (7),  non  seulement  les 
séries  partielles,  T^  >,...,  analogues  à  celle  que  fournit  l'expression  (8) 
développée  mécaniquement  par  la  règle  de  multiplication,  restent 
convergentes  lorsqu'à  chaque  terme  on  substitue  son  module,  mais 
encore  les  sommes  de  ces  diverses  séries  de  modules  forment  elles- 
mêmes  une  série  convergente.  On  peut  donc,  en  vertu  des  n'"^  24  et  23, 
exécuter,  sur  la  série  qui  a  pour  termes  les  sommes  des  séries  par- 
tielles Tj,  ^  ,  les  deux  opérations  successives  suivantes  :  i""  la  trans- 
former en  une  autre  procédant  suivant  les  termes  élémentaires  des 
séries  partielles  Tm,>  ...  ;  2"  ranger  et  grouper  arbitrairement  les 
termes  de  la  série  résultante,  et,  notamment,  effectuer  la  réduction 
des  termes  semblables  en  x  —  Xq^  y — ya^  ....  Or,  on  tombe  ainsi 
sur  une  série  entière  par  rapport  à  ces  différences  :  c'est  ce  qu'il 
s'agissait  d'établir. 

De  la  démonstration  ci-dessus  résulte,  en  outre,  la  règle  suivante  : 

Le  développement  de  la  fonction  composée  à  partir  dex^^  y^^  ... 
peut  s'obtenir  en  combinant  le  développement  de  la  composante, 
effectué  à  partir  des  valeurs  correspondantes,  Uq,  Vq,  ....  des 
fonctions  simples,  avec  ceux  de 

U(a:,  ^,  ...;  — wo,     V(a7,7,  ...;  — i^o,     ••-, 

effectués  à  partir  de  ^qîJKoj  .  •  .  •'  H  suffit  de  remplacer  respecti- 
vement par  les  derniers  développements  les  différences 

u—  Uq,     v  —  vo,      . .    , 
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qui  figurent  dans  chaque  terme  du  premier,  d^  appliquer  à  chaque 
résultat  la  règle  de  multiplication  des  séries  (n°  25),  de  former, 
sans  omission  ni  répétition,  une  série  procédant  suivant  les  termes 
élémentaires  des  séries  partielles  ainsi  obtenues,  et  d^ opérer 
finalement    la    réduction    des    termes    semblables     en    x  —  Xq, 

60.  Si^  d^ une  part,  les  fonctions  simples 
(10)  U(:r,7,  ...),     V(ar,  ^,  ...),      ... 

sont  toutes  olotropes  dans  une  région  1lx,j,...;  si,  d^ autre  part,  la 
composante  f{u,  ^,  .  .  .)  jouit  de  la  même  propriété  dans  une 
région  ^«,,/,,..;  si  enfin,  pour  un  choix  arbitraire  du  point 
(^,jK,  .  .  .)  dans  la  première  région,  l^ association  des  valeurs 
prises  par  les  fonctions  simples  (lo)  donne  un  point  constamment 
situé  dans  la  seconde  :  les  fonctions  composées 

ne  peuvent  manquer  d'être  olotropes  dans  la  région  %x,x,...' 

Il  suffît  d'observer  que  /Ift^^.','.  (''?  ^j  •••)  ^^^  olotrope  dans  les 
mêmes  limites  que  f(u,v,  .  .  .)  (n"  49)  (n*"  54),  et  d'avoir  égard  à 
la  proposition  du  numéro  précédent. 

61.  Nous  noterons  les  conséquences  particulières  suivantes  : 

I.  Quand  la  composante  f{u^v^  . .  .)  est  olotrope  dans  toute 
V étendue  de  l'espace  mw,  v,  .  .  .]]  {et,  notamment,  quand  elle  se 
réduit  à  un  polynôme  entier)^  les  fonctions  composées  [ii)  sont 
olotropes  dans  toute  région,  11^,^,...,  oii  les  fonctions  simples  le 
sont  à  la  fois. 

II.  L'inverse  arithmétique  d' une  fonction  U  (^,  y,  .  .  .)  est 
olotrope  dans  toute  région  oit  cette  dernière  l'est  elle-même  sans 
s'annuler. 

Effectivement,  la  fonction  composée  rr> ^  s'obtient  en  com- 

binant  la  fonction  simple  \]  [x^  y^  .  .  .)  avec  la  composante  —  •  Or,  si 
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l'on  désigne  par  (jToîJKo?  .  .  .)  un  point  particulier  quelconque  de  la 
région  où  Ton  considère  la  fonction  olotrope  U(jr,i,  .  .  .),  celte 
dernière  peut,  dans  toute  l'étendue  de  quelque  domaine  ayant  pour 
centre  (Xq.jKo,  .  .  .)'  s'exprimer  à  l'aide  d'un  développement  entier 
par  rapport  aux  dîfl'érences  x  —  x^^  y  — jKo^  •  •  •  5  d'^^^  autre  côté,  la 
valeur,  Woj  qu'elle  acquiert  en  (xo,j^o  .  .  .)  est,  par  hypothèse,  essen- 
tiellement différente  de  zéro,  en  sorte  que  —  peut,  dans  toute  Fétendue 

de  quelque  domaine  ayant  pour  centre  Wo,  s'exprimer  à  l'aide  d'un 
développement  entier  par  rapport  à  u —  u^  (n"  48)  :  donc,  en  vertu 

du  n°  59,  TT. 7  peut,  dans  toute  l'étendue  de  quelque  domaine 

U(a:,  7,  ...)^  ^       ^ 

ayant  pour  centre  {x^^y^^  •  .  O^  s'exprimer  à  l'aide  d'un  développe- 
ment entier  par  rapport  aux  différences  x  —  oc^^  y  — y^^  .... 

\}ix,  V    .  .  .) 

m.  Le  rapport  rr —  "  est  olotrope  dans  toute  région  où 
ses  deux  termes  le  sont  sans  que  son  dénominateur  s'annule. 

Car  on  peutle  considérer  comme  une  fonction  composée,  provenant 
de  la  composante  entière  uv  et  des  deux  fonctions  simples 

qui  sont  toutes  deux  olotropes  dans  la  région  dont  il  s'agit,  la  pre- 
mière par  hypothèse,  la  seconde  en  vertu  de  II. 

IV.  Une  fonction  rationnelle  (quotient  de  deux  fonctions  entières) 
est  olotrope  dans  toute  région  où  son  dénominateur  ne  s'annule 
pas. 

Il  suffit  d'observer  que  le  numérateur  et  ie  dénominateur,  étant 
l'un  et  l'autre  des  fonctions  entières,  sont  indéfiniment  olotropes, 
puis  de  se  reporter  à  l'alinéa  III. 

V.  Une  fonction  rationnelle  de  fonctions  simples  est  olotrope 
dans  toute  région  oii  ces  dernières  le  sont  sans  que  le  dénomi- 
nateur s'annule. 

Il  suffit  d'observer  que  le  numérateur  et  le  dénominateur,  prove- 
nant l'un  et  l'autre  d'une  composante  entière,  sont  olotropes  dans  la 
région  considérée  (I),  puis  de  se  reporter  à  l'alinéa  III. 
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Différentiation  des  fonctions  composées  (»). 

62.  La  différentiation  d'une  fonction  composée  s'effectue  d'ordi- 
naire à  l'aide  d'une  formule  très  simple,  permettant  d'écrire  immé- 
diatement ses  dérivées  premières,  et  qu'on  applique  plusieurs  fois  de 
suite  pour  le  calcul  des  dérivées  d'ordre  supérieur. 

La  dérivée  première  relative  à  x  de  la  fonction  composée 

F=/(U,V,  ...), 

qui  s^  obtient  par  la  combinaison  des  fonctions  simples 

{}{x,y,  .    .),     \{x,y,  ...),     ... 

avec  la  composante  f  {u^  p,  . . .),  est  donnée  par  la  formule 

à_F  _  ^d^        dfd\ 
^  '  dx        du  dx        dv  dx       '  '  '  ' 

OÙ  il  faut,  naturellement,  faire  dans -^j  -t-j  "•  les  substitutions 

•^         '  '   '  du    dv 

W=:U,  V  =  Y, 

Si  l'on  se  souvient  en  effet  qu'on  peut,  dans  le  calcul  d'une  dérivée 
première  relative  à  a?,  considérer  x  comme  étant  momentanément 
seule  variable  (n*^  50),  si  d'autre  part  on  se  reporte  à  la  règle  finale 
du  n*'  59,  on  voit  qu'il  suffît,  pour  obtenir  la  dérivée  cherchée,  de 
considérer  le  développement 

(2)  /(W4-Aa,  P-+-A^,  ...)=f{u,i>,  ...)-f-  ^Aw-f-^APH-..., 

d'y  substituer  à  Am,  Aw»,  ...  les  séries  entières  en  ^x 

v^  ()'«U     Aa7'«  v^  (?«v     ^T" 


(3) 


âx'"^    1.1. .  .m  j^  dx"-    \  .1.  .  .71 


privées  de  leurs  termes  indépendants  respectifs,  d'ordonner  le 
résultat  par  rapport  à  A^,  et  de  prendre  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  ^x.  Or,  comme  les  séries  (3),  privées  de  leurs  termes 
indépendants,   contiennent  toutes  \x  en  facteur,  la  partie  linéaire 

(^)   Voir  MÉRAY,  Leçons  nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p.  2i5  et  suiv. 
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et  homos^ène  en  A//,  Ac,  ...  du  développement  (2)  donnera  seule 
dans  le  résultat  des  termes  linéaires  en  ù^x.  Il  suffira  donc,  pour 
obtenir  ces  derniers,  de  multiplier  respectivement  les  termes  en  A ^ 
des  séries  (3)  par  les  coefficients  de  Aw,  Ar,  .  .  .  dans  le  dévelop- 
pement (2);  en  ajoutant  les  produits  ainsi  obtenus,  on  sera  bien 
conduit  à  la  formule  (i). 

63.    Appliquons   à  quelques   cas  très  simples   la   règle   ci-dessus 
établie. 

I.   Composante  linéaire  et  homogène  > 

/( M,  p,  ...):=  au -^bv  -\-. . ., 

où  a,  6,  .  .  .  sont  des  constantes. 
Ou  a  alors  évidemment 


d'où 


^  =  a,  ^  =b, 

du  dv 


-r-(aU-t-6V-f-...)  =  a- \-  b h 

OX  '  dx  dx 


on  trouve  ainsi,  pour  la  dérivée  cherchée,  la  même  fonction  linéaire 
et  homogène  des  dérivées  semblables  des  fontions  simples. 

Cette  règle  s'étend  immédiatement  aux  dérivations  d'ordre  su- 
périeur. 

En  particulier  : 

Si  l'on  multiplie  une  fonction  donnée  par  une  constante,  toute 
dérivée  du  produit  est  le  produit,  par  cette  constante,  de  la  dérivée 
semblable  de  cette  fonction. 

Toute  dérivée  d'une  somme  algébrique  de  fonctions  est  la  somme 
algébrique  des  dérivées  semblables  de  ces  fonctions. 

II.   Composante 


On  a  évidemment 

Ou 

d'où 


dx 


f{u^v,w,  . .  .  )  =  uvw . 

àf                             àf 
dv                             dw 

=  uv. . ., 

dx                          dx 

dx 
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C'est  la  règle    connue   pour  former  les  dérivées  premières   d'un 
produit. 

III.   Composante  f{u)=^  u'^,  où  a  désigne  un  entier  positif  ou^ 
négatif  {^). 

Si  l'entier  a  est  positif  (ou  nul),  on  a,  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut  (n«51,  2"), 

du 
d'où 

dx         '^  âx 

Ces    formules    subsistent    pour  a  négatif.    Si  l'on    pose    en    effet 
aL=  —  a',  où  cl'  désigne  un  entier  positif,  on  a 

I         / 1  x'^' 


f(u)  =  w-a' 


d'où  l'on  déduit,  en  vertu  du  cas  déjà  examiné  et  du  n^  ot  (4"), 

du       ^  \uj  du  ^  \u)         \       u^J 


u 


—r^  =  —  a' a-'"'-'  =  OLU^-^. 


On  aura  donc,  cette  fois  encore. 

C'est  la  règle  connue  pour  former  les  dérivées  premières  d'une 
puissance  entière  à  exposant  positif  ou  négatif. 

TV.   Composante f{u^v)=^  — ' 
On  a  (n«  50)  (n«  63,  1)  (n"  ol,  4") 

du        ç'  ôv  v'^^ 

(')  Pour  la  signification  de  l'exposant  entier  négatif,  voir  la  Note  de  la  page  8o. 
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d'où 


â^\\)  ~  \  dx        V2  dx 


dx  dx 


C'est  la  règle   connue  pour  former  les    dérivées   premières  d'un 
quotient. 

64.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  à  former  les  dérivées  d'ordre 
supérieur  d'une  fonction  composée, 

(4)  F(a:,^',  ...)=/[U(;r,7,  ...),  V(^,jK,  ...),    •••], 

des  variables  x^  y^  .... 

En  vertu  de  la  formule  (i),  toute  dérivée  première  de  celte  fonction 
est  une  somme  de  produits  où  figurent  comme  facteurs  les  dérivées 
premières  des  fonctions  simples 

et  de  la  composante  /(  u^  r,  ...  ).  De  ces  dérivées,  les  unes  dépendent 
directement  de  x^  y,  ...  et  sont  olotropes  dans  les  mêmes  limites 
que  les  fonctions  simples  ;  les  autres  sont  des  fonctions  composées 
dont  les  dérivées  premières  sont  calculables  par  la  même  règle  et 
entre  les  mêmes  limites  que  s'il  s'agissait  de  (4)  •'  en  combinant  la 
règle  dont  il  s'agit  avec  les  règles  particulières  qui  donnent  les  déri- 
vées premières  d'une  somme  et  d'un  produit,  on  pourra  exprimer 
toute  dérivée  seconde  de  la  fonction  composée  (4)  par  une  somme 
de  produits  où.  figurent  comme  facteurs  les  dérivées  premières  et 
secondes  des  fonctions  simples  et  de  la  composante. 

On  passera  de  la  même  manière  aux  dérivées  du  troisième  ordre, 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

60.  La  différentiation  des  fonctions  composées  conduit  à  des 
expressions  faisant  partie  d'une  classe  dont  il  convient  de  donner  une 
définition  générale. 

Si,  dans  une  composante  quelconque,  on  suppose  que  les  diverses 
variables  indépendantes  soient  remplacées,  les  unes  par  d'autres 
variables  indépendantes  ^, y,  ...,les  autres  par  des  fonctions  U,V,  ... 
de  X,  }',  .  .  . ,  les  autres  enfin  par  des  dérivées  déterminées,  Q,  .  .  ., 
de  L,V,  ...,  cette  opération  engendre,  en  définitive,  une  fonclion 
H.  7 
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de  ^,  jKî  .  .  •  que  nous  nommerons  fonction  composée  différen- 
tielle {^). 

Cela  étant,  si  les  fonctions  U,  V,  ...  sont  toutes  olotropes  dans 
une  région  1^,  si  la  composante  l'est  elle-même  dans  une  région'^' ^ 
si  enfin,  pour  un  choix  arbitraire  d'un  point  de  la  première 
région,  l' association  des  valeurs  prises  pai-  les  variables  œ,  y, .  .  .  ^ 
les  fonctions  U,V,  .  .  .  et  les  dérivées  Q,  .  .  .  donne  un  point  cons- 
tamment situé  dans  la  seconde  :  la  fonction  composée  différen- 
tielle dont  il  s'agit  est  olotrope  dans  la  première  région. 

Il  en  est  de  même  de  toutes  celles  qu'on  obtient  en  prenant  pour 
nouvelle  composante  quelqu'une  des  dérivées  partielles  de  la 
composante  donnée. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  du  n"  60.  Entre 
les  limites  qu'elle  assigne,  une  fonction  composée  différentielle  a  ses 
dérivées  de  tous  ordres  calculables  par  l'application  des  règles  géné- 
rales (n«^  62  et  64). 

66.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées  qu'au  numéro  précédent, 
si,  dans  l'expression 

(.5)  /(^,r.  •..,  U,  Y,  ...,12,  ...), 

on  laisse  indéterminées  les  fonctions  U,  V,  ...  de  x,y,  ...  (tout  le 
reste  étant  déterminé),  on  obtient,  suivant  qu'elles  sont  choisies  de 
telle  ou  telle  façon,  telle  ou  telle  fonction  composée  de  x,  y,  .... 
Cela  étant,  pour  que  la  fonction  composée  soit  identiquement 
nulle  en  x^  y,  ...  indépendamment  du  choix  âfe  U,  V,  . . .,  il  faut 
et  il  suffit  que  V expression  (5)  soit  identiquement  nulle  en 

X,     r,     ...,     U,    V,     ...,     Q,     ..., 

considérées  comme  autant  de  variables  indépendantes  distinctes. 
La  condition,  évidemment  suffisante,  est,  de  plus,  nécessaire  :  car, 
en  désignant  par 

(^o,.ro,  ...,  Uo,  Vo,  ...,  Ûo,  ...) 

un  point  arbitrairement  choisi  dans  la  région  où  la  composante  est 
supposée  olotrope,    on   peut  assujettir   les  fonctions   indéterminées 

(')  Comme  cas  particulier,  on  peut,  naturellement,  supposer   qu'aucune   dérivée 
des  fonctions  U,  V,  ...  n'intervient  dans  la  formation  de  la  fonction  composée. 
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U,  V et  celles  d'entre  leurs    dérivées  qui  figurent  dans  (5),  à 

satisfaire  aux  conditions  initiales 
U  =  Uo 

v  =  v,  _ 

pour        X  —  a7o  =  jK — y^ 


et  l'on  devra  avoir,  en  vertu  de  la  nullité  requise, 

f{xQ^  y^^  •  •  •  ,  Uo,  Vo,  . . . ,  iîo,  • .  •  )  =  o. 

67.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées,  pour  que  les  deux  fonc- 
tions composées 

(6)  f{x,y.  .    .,U,V,  ...,û,  ...). 

(7)  F(a:,jK,  ...,U,V,  ...,Q,  ...) 

soient  identiquement  égales  en  x^  y,  ...  indépendamment  du 
choix  <y^  U,  V,  ...,  il  faut  et  il  suffit  que  les  expressions  (6) 
et  (7)  soient  identiquement  égales  en 

X,    y,     ...,     U,     V,     ...,     Û,     ..., 

considérées  comme  autant  de  variables  indépendantes  distinctes. 
On  suppose,  naturellement,  que  les  composantes /et  F  admettent 
quelque  région  commune  d'olotropie  :  cela  étant,  on  ramènera  le 
théorème  actuel  au  précédent  en  considérant  la  fonction  composée 
obtenue  par  la  différence  des  deux  premières. 

68.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées,  si,  dans  V expression 

f{x,y,  ...,U,V,  ...,Q,  ...), 

on  laisse  indéterminé  le  choix  des  fonctions  U,  V,  ...  de  x^  y^  ,  .  . , 
deux  expressions  d^ une  même  dérivée  quelconque  de  la  fonction 
composée,  obtenues  par  l'application  des  règles  générales  (n"^  62 
et  64),  sont  identiquement  égales  entre  elles  quand  on  y  consi- 
dère x^y,  .  .  . ,  U,  V,  ...  et  les  dérivées  de  tous  ordres  de  U,  V,  .  .  . 
comme  autant  de  variables  indépendantes  distinctes. 

U  suffît,  pour  s'en  convaincre,  d'observer  que  les  deux  expressions 
doivent  être  identiquement  égales  en  x^  y.,  .  .  .  indépendamment  du 
choix  de  U,  V,  .  .  . ,  et  d'appliquer  le  théorème  précédent. 
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CHAPITRE  lY. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LE  CALCUL  DES  FONCTIONS  PAR  CHEMINEMENT  (»). 


Définitions  premières  relatives  au  calcul  des  fonctions 
par  cheminement;  monodromie. 

69.  Une  série  entière  en  ^  —  ^o^JK — yo-,  ...5  admettant,  autour 
du  centre  (^o^JKo?  •  •  •)'  quelque  domaine  de  convergence,  définit, 
comme  nous  l'avons  vu  (n''  46,  I),  une  fonction  olotrope  de  ^,  jr,  .  .  . 
dans  l'intérieur  d'un  pareil  domaine  (2).  Donnons  à  ce  développement 
la  forme  de  Taylor  ;  puis,  désignant  par  (Xi^yt^  .  .  .)  un  point  in- 
térieur au  domaine,  introduisons  dans  ce  développement  et  dans 
toutes  ses  dérivées  l'hypothèse  numérique  x  =  Xt^  y  =  yi,  ....  La 
connaissance  des  sommes  de  ces  divers  développements  nous  per- 
mettra évidemment  de  construire  celui  de  notre  fonction  à  partir  des 
nouvelles  valeurs  initiales  .r<,jKi,  ...  :  ce  deuxième  développement 
de  Taylor,  entier  en  x  —  ^i,  y — yt-,  ...,  admettra  certainement 
quelque  domaine  de  convergence,  et  nous  dirons,  pour  abréger,  qu'il 
se  raccoi'de  avec  le  précédent. 

Cela  posé,  considérons,  dans  l'espace  [:r,jK,  .  .  .]  ,  un  chemin 
brisé  ayant  pour  sommets  successifs 

(i)     (^o,Jo,  ...),     {^Mfu '••)•>     (^2,JK2,  •••).     •••»     (^^,r^,  ...),     (X,  Y,  ...). 

Si,  à  partir  de  ces  sommets  successifs,  on  peut  construire  autant  de 
développements  dont  chacun  se  raccorde  avec  le  précédent,  et  dont 
le  premier  ne  soit  autre  que  le  développement  donné,  le  chemin 
brisé  (i)  sera  dit  praticable  relativement  au  développement  donné. 
D'après  cela,  il  faudra  donc,  pour  que  le  chemin  (i)  soit  praticable, 
que   le  développement   donné   admette  des  rayons  de   convergence 


(')   Voir  MÉRAY,  Leçons  nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p.  i3o  et  suiv. 
(2)  Il  va  sans  dire  que,  ici  encore,  les  variables  x,  y^  ...   sont  supposées  indifté- 
remment  réelles  ou  imaginaires. 
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respectivement  supérieurs  aux  modules  des  différences  Xi — Xq, 
y,  —  r^,  ...,  ce  qui  permettra  de  construire,  à  partir  des  valeurs 
J7,,  j',,  .  .  . ,  un  deuxième  développement  se  raccordant  avec  le  pre- 
mier; il  faudra  ensuile  que  ce  nouveau  développement  admette  des 
ravons  de  convergence  respectivement  supérieurs  aux  modules  des 
différences  Xa  — ^m  Va— y«,  •  •  •?  ce  qui  permettra  de  construire,  à 
partir  de  x.y,  JK2?  .  .  . ,  "i^  troisième  développement  se  raccordant  avec 
le  second;  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  développement  construit  à  partir 
de  x^,y^,  .  .  .,  qui  doit  admettre  des  rayons  de  convergence  supé- 
rieurs aux  modules  des  différences  X  — Xg,  Y  — y^,  .  .  . ,  afin  qu'un 
dernier  développement  puisse  être  finalement  construit  à  partir 
de  X,  Y,  .... 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion,  dans  ce  qui  précède  (n"  57,  IV 
et  V),  d'effectuer  un  cheminement  de  cette  nature,  et  nous  avons  fait 
voir  que,  lorsqu'une  fonction  de  x^  y,  ...  est  olotrope  dans  une 
région,  la  connaissance  du  développement  de  la  fonction  à  partir  d'un 
seul  point  de  la  région  suffît  pour  qu'on  puisse  construire,  par 
l'opération  échelonnée  que  nous  venons  de  décrire,  son  développe- 
ment à  partir  d'un  autre  point  quelconque  de  la  même  région.  Mais 
il  va  sans  dire  qu'on  peut  se  proposer  d'effectuer  des  cheminements 
analogues  en  prenant  comme  base  des  calculs  successifs,  non  plus  un 
développement  fourni  par  telle  ou  telle  fonction  qu'on  sait  être 
olotrope  dans  telle  ou  telle  région,  mais  une  série  entière  en  x  —  Xq, 
y  — y  a.  .  .  . ,  arbitrairement  choisie  sous  la  seule  condition  d'admettre 
quelque  domaine  de  convergence.  Tant  qu'on  ne  franchit  pas  les 
limites  de  convergence  du  développement  initial,  ce  que  nous  venons 
dédire  reste  applicable,  puisque  la  somme  du  développement  définit, 
dans  tout  domaine  de  convergence,  une  fonction  olotrope  des  va- 
riables X,  jK,  ...  ;  mais,  au  delà,  toute  certitude  disparaît,  en  général, 
quant  à  la  possibilité  du  cheminement.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  considère 
deux  chemins  brisés  partant  du  point  (^q,  y^^  .  .  .)  et  aboutissant  au 
même  sommet  final,  ces  deux  chemins,  à  supposer  qu'ils  soient  l'un 
et  l'autre  praticables  par  rapport  au  développement  donné,  peuvent 
conduire,  suivant  les  cas,  soit  au  même  développement  final,  soit,  au 
contraire,  à  deux  développements  distincts. 

Dans  l'Ouvrage  déjà  cité  de  M.  Méray,  le  développement  entier  en 
X  —  Xq^  y — y^,  ...  choisi  comme  base  du  calcul  précédent  est 
qualifié  i\e  fondamental;  de  même  les  premières  valeurs,  Xq^  jkoî  ...  7 


^ 
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des  variables  indépendantes  [celle  qualification  s'étend  d'elle-même 
au  point  (-PqîJKoj  •  •  •)  dont  elles  sont  les  coordonnées  réelles  ou 
imaginaires  (n""  1  et  lo)].  Un  développement  fondamental  donné 
(admettant  quelque  domaine  de  convergence)  est  dit  définir,  non  pas 
une  fonction,  mais  une  pseudo-fonction  de  jc,  j^,  ...  (')  :  pour  plus 
de  simplicité  toutefois,  M.  Méray  remplace  souvent  le  mot  pseudo- 
fonction  par  le  moi  fonction,  auquel  il  attache  le  même  sens  (-). 

Si  à  un  développement  fondamental  quelconque  on  substitue  sa 
dérivée  d'ordres  partiels/?,  q^  .  .  . ,  tout  chemin  brisé  praticable  rela- 
tivement aux  anciennes  données  l'est  encore  relativement  aux  nou- 
velles, et  les  développements  successifs  obtenus  dans  le  second  cas 
sont  les  dérivées  d'ordres  partiels  p^  q,  ...  de  ceux  qu'on  obtient 
dans  le  premier.  Celte  deuxième  pseudo-fonction  se  nomme  la 
dérivée  d^ ordres  partiels  p^  ^,  ...  de  la  proposée. 

Enfin,  si  l'on  considère  simultanément  diverses  pseudo-fonctions 
de  ^,  y,  ...  définies  par  un  même  point  fondamental  et  divers  déve- 
loppements fondamentaux,  une  expression  de  forme  entière  par 
rapport  aux  sommes  de  ces  développements  et  de  leurs  dérivées 
d'ordres  quelconques  définit  évidemment  une  nouvelle  pseudo- 
fonction  ;  et  tout  chemin  praticable  à  la  fois  pour  les  diverses 
pseudo-fonctions  données  ne  peut  manquer  de  l'être  aussi  pour  la 
nouvelle. 

70.  Considérons  actuellement,  d'une  part,  une  pseudo-fonction 
àe  x^y^  .  .  .,  définie,  conformément  aux  explications  qui  précèdent, 
par  un  point  fondamental,  (^o?J'oî  •  •  •)'  ^^  P^^  "^  développement 
fondamental^  d'autre  part,  une  région  continue,  ^,  extraite  de 
l'espace  I[^,JK,  ...]],  et  contenant  le  point  (^o,yo  5  ...).  Nous  dirons 
que  la  pseudo-fonction  dont  il  s'agit  est  calculable  par  cheminement 
dans  la  région  %  avec  les  rayons  de  convergence  R^;,  Ry,  .  .  . ,  si 
tout  chemin  brisé  ayant  son  premier  sommet  au  point  fondamental, 
ses  divers  sommets  dans  la  région  H  et  des  écarts  maxima  (n"  38) 
respectivement  inférieurs  à  R^.,  R^,  ...  est  praticable  pour  la  pseudo- 
fonction  et  conduit  à  des  développements  successifs  admettant  tous 
comme  rayons  de  convergence  R-r,  Rj,  .... 

('  )  Que  M.  Méray  qualifie  à'oloïde. 

(  ')  En  y  adjoignant  i'épithète  localement  olotrope. 
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Cette  condition  étant  supposée  réalisée,  si,  de  plus,  le  développe- 
ment final  auquel  on  est  conduit  à  l'extrémité  d'un  pareil  chemin 
brisé  dépend  uniquement  des  coordonnées  de  cette  extrémité,  et  non 
du  chemin  suivi  pour  y  arriver,  la  pseudo-fonction  sera  dite  mono- 
drome  dans  la  région  11. 

Toute  pseudo-fonction  nionodrome  dans  une  région  normale  y 
peut  être  assimilée  à  une  véritable  fonction  olotrope  (n°'  41  et  42). 

Effectivement,  il  résulte  tout  d'abord  de  la  monodromie  supposée 
qu'à  tout  point  de  cette  région  normale  on  peut  faire  correspondre 
un  développement  bien  déterminé,  et  que,  dès  lors,  la  considération 
des  termes  constants  des  divers  développements  définit,  dans  la  région 
dont  il  s'agit,  une  ionclion proprement  dite  de  x^  y,  .... 

Cela  étant,  désignons  par  (X,  Y,  .  .  .)  un  point  quelconque  de  la 
région,  par  /•  une  constante  positive  ne  surpassant  aucun  des  rayons 
R-r,  R^,  .  .  . ,  telle,  en  outre,  que  le  domaine  î»,  ayant  pour  centre  le 
point  (X,  Y,  .  .  .)  avec  des  rayons  tous  égaux  à  /•,  soit  entièrement 
situé  dans  la  région  ;  désignons  enfin  par  (x'^  y',  .  .  .)  un  point  quel- 
conque de  ce  domaine.  Pour  avoir  le  développement  qui  corresponde 
ce  dernier  point,  on  peut,  en  vertu  de  la  monodromie  supposée,  partir 
du  développement  qui  correspond  au  point  (X,  Y,  .  .  .),  et  opérer, 
de  (X,  Y,  .  .  .)  en  {x\y\  .  .  .),  un  cheminement  direct  (c'est-à-dire 
exclusivement  composé  du  sommet  initial  et  du  sommet  final)  :  la 
valeur  de  notre  fonction  au  point  {x\y' ^  .  .  .)  est,  par  définition,  le 
terme  constant  du  développement  résultant,  et  s'obtient,  dès  lors 
(n"  69),  en  introduisant  dans  le  développement  qui  correspond  au 
point  (X,  Y,  .  .  .)  l'hypothèse  numérique 

elle  est  donc,  dans  toute  l'étendue  du  domaine  "ï>,  exprimable  à  l'aide 
d'une  série  entière  par  rapport  aux  différences  x  —  X,  jk  —  Y,  .... 

Régions  monodromiques  (*). 

71.  Certaines  régions,  extraites  de  l'espacen  .r,  y,  .  .  .]!,  jouissent, 
par  leur  forme  même,  de  cette   propriété  remarquable,   que  le  seul 

(')  Pour  définir  les  régions  monodromiques,  M.  Méray  considère,  dans  les  plans 
qui   servent  à   la  notation  graphique  des   variables  x^  y,    ...,   certaines  aires,   S^^, 
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fait,  pour  une  pseudo-fonction,  d'j  être  calculable  par  cheminement, 
entraîne  comme  conséquence  nécessaire  la  nionodromie  (sous la  seule 
condition  que,  dans  les  chemins  brisés  parcourus,  les  sommets  suc- 
cessifs soient  suffisamment  rapprochés).  L'examen  de  ce  cas  remar- 
quable nécessite  tout  d'abord  quelques  définitions  nouvelles. 

Nous  nommerons  lacet  tout  chemin  brisé  dont  le  sommet  final 
coïncide  avec  le  sommet  initial;  le  point  où  se  trouvent  réunis  les 
deux  sommets  extrêmes  sera  V origine  du  lacet. 

Nous  nommerons  réseau  une  suite  (limitée)  de  lacets, 

Lo,     Li,     1-12,     . . . ,     Ltp, 

ayant  tous  la  même  origine  et  le  même  nombre  de  sommets,  et  dont 
le  premier,  Lq,  a  tous  ses  sommets  confondus  avec  l'origine  commune  ; 
cette  dernière  sera  Vorioine  du  réseau. 

Étant  donné,  dans  l'espace  \\_x^y^  •••]L  "i^  réseau,  prenons-y  à 
volonté,  soit  deux  sommets  consécutifs  appartenant  à  un  même  lacet, 
soit  deux  sommets  de  même  rang  appartenant  à  deux  lacets  consé- 
cutifs, et  formons  les  différences  entre  les  coordonnées  semblables  de 
ces  deux  points;  en  répétant  l'opération  de  toutes  les  manières 
possibles,  nous  obtiendrons  le  Tableau 


Gela  étant,   si,   dans  les  lignes  respectives  du  Tableau,  on  évalue  les 

S  ,  ...  {voir  au  Chapitre  III  la  note  du  n"  42),  et  il  assigne  à  ces  aires  des  formes 
telles  qu'on  ne  puisse  y  tracer  deux  groupes  de  chemins  conduisant  des  valeurs 
fondamentales  x^,  y^,  ...  à  un  même  autre  système  quelconque  de  valeurs  des 
variables  X,  Y,  ...,  sans  qu'il  soit  possible  d'amener  les  chemins  de  l'un  de  ces 
groupes  à  coïncider  géométriquement  avec  ceux  de  l'autre  par  des  déformations 
progressives  exécutées  uniquement  à  l'intérieur  de  ces  aires. 

«  Les  aires,  ajoute  M.  Méray,  n'auraient  pas  la  forme  prescrite  par  l'énoncé,  si 
l'une  d'elles  était  perforée,  si  S^  par  exemple  était  une  couronne  limitée  par  deux 
circonférences  concentriques Pour  qu'elles  aient  la  forme  voulue,  il  faut  évidem- 
ment et  il  suffît  que  toutes  soient  imperforées,  c'est-à-dire  qu'aucune  d'elles  n'offre 
de  solutions  de  continuité  intérieures  analogues  à  celles  qu'on  pourrait  pratiquer  dans 
une  feuille  de  papier  de  forme  quelconque  en  y  frappant  des  coups  d'emporte-pièce 
qui  n'entameraient  pas  son  bord  et  n'empiéteraient  pas  les  uns  sur  les  autres.  »  {Le- 
çons nouvelles,  etc.,  i'*  Partie,  p.  i34  et  t35). 

Il  nous  a  semblé  que  cette  définition  laissait  un  peu  à  désirer  au  point  de  vue  de 
la  précision  analytique  :  c'est  ce  qui  nous  a  conduit  à   la  modifier  comme  ci-dessus. 
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plus  grands  modules,  ;jlj.,  ix»-,  .  .  . ,  que  présentent  les  différences  dont 
il  s'agit,  ces  quantités  ;jlj.,  '^y,  ...  se  nommeront  les  écarts  maxinia 
du  réseau. 

Ces  diverses  définitions  étant  posées,  les  régions  auxquelles  nous 
avons  fait  allusion  plus  haut  sont  celles  qui,  éldiUl  continues,  satisfont 
en  outre  à  la  condition  suivante  : 

Une  constante  positive  a  étant  donnée,  on  peut  assigner  une 
constante  positive  3,  non  supérieure  à  a,  et  telle,  que  tout 
lacet  ayant  ses  divers  sommets  dans  la  région  avec  des  écarts 
maxima  moindres  que  3  (n"  38)  puisse  être  considéré  comme  le 
lacet  final  de  quelque  réseau  ayant  ses  divers  sommets  dans  la 
région  avec  des  écarts  maxima  moindres  que  a  ('). 

Il  est  facile  de  voir  que  la  remarque  du  n**  4,  dont  l'exactitude  a 
déjà  été  constatée  pour  les  régions  limitées,  complètes,  continues,  nor- 
males (  n"*  i,  39,  41),  s'applique  encore  aux  régions  ci-dessus  définies. 

7l2.  Les  régions  dont  il  s'agit  donnent  lieu  à  la  proposition  capitale 
suivante  : 

Toute  pseudo-fonction  de  x^  y,  ...  calculable  par  chemine- 
ment avec  les  rayons  R^,  Rj,  .  .  .  dans  une  région^  1^,  qui  [outre 
la  continuité)  présente  le  caractère  spécifié  au  numéro  précédent, 
y  est  certainement  monodrome  avec  des  rayons  rx-,  r^,  ...  conve- 
nablement choisis  au-dessous  de  R^,  R^,  .... 

En  d'autres  termes,  si,  parmi  les  chemins  brisés  (tous  praticables 
pour  la  pseudo-fonction)  qui  partent  du  point  fondamental,  et  qui, 
avec  des  écarts  maxima  moindres  que  R^,  Rj,  .  .  . ,  ont  tous  leurs 
sommets  dans  la  région  tl,  on  s'astreint  à  ne  considérer  que  ceux 
dont  les  écarts  maxima  sont  moindres  que  rx-,  />,  .  .  . ,  le  développe- 
ment auquel  on  est  conduit  à  l'extrémité  d'un  pareil  chemin  dépend 


(')  Ou,  ce  qui  revient  au  même  :  Une  constante  positive  a  étant  donnée,  on 
peut  assigner  une  constante  positive  y,  non  supérieure  à  a,  et  telle,  que  tout 
lacet  ayant  ses  divers  sommets  dans  la  région  et  deux  sommets  consécutifs  quel- 
conques à  une  distance  mutuelle  moindre  que  y,  puisse  être  considéré  comme  le  lacet 
final  de  quelque  réseau  ayant  ses  divers  sommets  dans  la  région,  deux  sommets 
consécutifs  quelconques  d'un  même  lacet  à  une  distance  mutuelle  moindre  que  a,  et 
deux  sommets  de  même  rang  de  deux  lacets  consécutifs  quelconques  à  une  distance 
mutuelle  également  moindre  que  a. 
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uniquement  des  coordonnées  de   cette  extrémité,  et  non  du  chemin 
suivi  pour  y  arriver. 

I.  Dans  ce  qui  suit,  nous  aurons  plus  d'une  fois  à  exprimer  que 
deux  chemins  brisés  de  même  extrémité,  praticables  par  rapporta  un 
développement  fondamental  donné,  conduisent  au  même  dévelop- 
pement final  :  en  désignant  par 

aQa\  «2  . . .  ag'A 

les  deux  chemins  dont  il  s'agit,  nous  exprimerons  cette  équivalence 
à  V aide  de  la  notation 

II.  Si,  par  rapport  à  un  développement  fondamental  donné, 
deux  chemins  brisés  de  même  extrémité, 

(1)  ciQa\  «2  •  •  •  ^g^i 

(2)  ao«i  «2  •  •  •  «g' A, 

sont  praticables  et  équivalents,  si,  de  plus,  le  chemin  brisé 
a^a^a^  .  . .  agkfXi  . . .  ol/c, 

obtenu  par   un  certain    allongement  de  {i),    est  praticable,    le 
chemin  brisé 

aoa\  a'o  . .  .  aLAxi  .  .  .  a^t? 

obtenu  par  le  même  allongement  de  {-i),  est  praticable,  comme 
le  précédent,  et  conduit  au  même  développement  final. 

III.  Considérons  un  développement  fondamental  admettant 
les  rayons  de  convergence  R^;,  Rj,  ,  .  .^  et  un  chemin  brisé, 

a2=(a7i       -f./i2,  JKi      +^2,    .•  .)  =  (-^2,  JK2,   ...)» 


ap=  {Xp-x^  hp,  yp-i-\-  kp,  ...)=  {Xp.yp,  .  ..j, 

ayant    son   origine  au  point  fondamental  {x^^y^^  ...):   si    les 
accroissements  successivement  attribués  aux  variables  vérifient 
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les  relations 

(3)  \  modAi-h  modA:2-+-- • -H- ïnodA/;<  Rj, 

les  deux  chemins 

sont  praticables  et  conduisent  au  même  développement  final. 

On  sait  qu'à  l'intérieur  du  domaine  de  centre  (^oîJKoî  •  •  •)  et-^e 
rajons  Rj-,  R^,  .  .  . ,  la  somme  du  développement  fondamental  définit 
une  fonction  olotrope,  /"(a?,  y,  ...  V  Gela  étant,  si  l'on  désigne  par  q 
un  entier  quelconque  de  la  suite  1,2,  ...,/?,  les  relations  (3)  donnent 
immédiatement 

T[iOà{Xq—X(i)  =  ïï\oà{hx-\-  h.2-^.. .-+-  hq)  <  R.ï;, 
moà{yg—yQ)  =  mod(Â:i -h /ra-t-.  •  •+  ^^X  Ry, 


dès  lors,  les  points  aQ,  a,,  «2,  ...,  ap  sont  tous  situés  dans  une 
région  où  la  fonction /(a?,  j^,  .  .  .)  est  olotrope,  et  la  quantité 

est  développable  en  une  série  entière  par  rapport  k  h.,  k.  .  .  .,  tant 
que  les  modules  de  ces  accroissements  sont  respectivement  inférieurs 
aux  différences 

Rj:—  moà{Xg-x  —  Xq)  =  R.r— mod(/ii-i-  /ij-h..  .4-  A^-i), 
Ry— mod(^ç_i— 7o)  =  R^— mod(Â:i-+-Â:2  4-...-t-  /c^-i). 

(n"46,  l).  Comme  on  a  précisément,  en  vertu  de  (3), 

mod  (  A,  H-  A,  -f- ...  -h  /i,/_i  )  +  mod  A,,  <  R,^, 
mod  (X:i  -h  Atj  -f- . . .  +  Ar^y-i  )  -H  mod  A-^  <  Ry, 


c'est-à-dire 


les  valeurs 


mod  hq  <  R.r  —  mod  (  A,  -1-  /ij  -h  . . .  -+-  A^_,  j, 
mod  Ay  <  Ry  —  mod  (  Ai  -f-  A2  -h . . .  -h  A,^_i  ), 


Xg  =  a7^_,  -h  hg  y  g  =  yg^.i  4-  kr^ 
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se  trouvent  certainement  dans  les  limites  oii/(^,y,  .  .  .)  est  déve- 
loppable  par  la  formule  de  Tajlor  à  partir  des  valeurs  Xq__^ ,  j'^_i ,  .... 
Cela  posé,  si  l'on  considère  le  développement  de /(^,j,,  .  .  .)  à 
partir  des  valeurs  initiales  ^o?  ^'(n  •  •  •  7  l'hypothèse  numérique  .a;  =  :r, , 
y^=y\^  ...7  introduite  dans  ce  développement  et  dans  toutes  ses 
dérivées,  fournira,  aux  facteurs  numériques  connus  près,  les  coeffi- 
cients du  développement  de  f{œ^y^  .  .  .)  effectué  à  partir  de  a?,, 
jKi,  .  .  . ,  et  permettra  de  construire  le  développement  dont  il  s'agit. 
Ce  deuxième  développement  une  fois  connu,  on  en  déduira,  par  le 
même  mécanisme,  le  développement  de  /(^,  >',  .  .  .)  à  partir  du 
troisième  sommet  (^2,^2?  .  .  .)'  ^^  ainsi  de  suite  jusqu'au  sommet 
final  {ocp^y-p.  .  .  .).  Le  chemin  «(,«,«2  .  .  .  CLp  est  donc  praticable,  et 
équivaut  au  chemin  direct  a^ap. 

IV.  Lorsqu'un  développement  fondamental,  entier  en  x  —  x^^ 
y — jKoî  '  '  -1  converge  dans  le  domaine  de  centre  {^XQ^y^^  .  .  .)  et 
de  rayons  R^;,  Rj,  .  .  . ,  tout  chemin  brisé  ayant  son  origine  en 
{^Qiya-i  •••)  ^^  SCS  divers  sommets  dans  le  domaine  en  question 
équivaut,  s'il  est  praticable,  au  chemin  direct  formé  avec  les 
deux  sommets  extrêmes. 

i"  Le  point  ci-dessus  énoncé  est  exact  lorsque  le  nombre  des 
sommets  est  égal  à  3. 

Désignant,  en  effet,  par/(^,y,  .  .  .)  la  somme  du  développement 
donné,  entier  en  ^  —  ^o^y  — JKo?  ...  7  et  par 

«1  =  {^u  yu  •■•)- 

A  =  (X,    Y,    ...) 

les  trois  sommets  de  notre  chemin  brisé,  on  observera  tout  d'abord 
que  le  développement  auquel  on  est  conduit  en  a,  coïncide  avec 
celui  de/(^,y,  .  .  .),  effectué  à  partir  des  valeurs  x^^y^^  .... 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  s  une  indéterminée  réelle  assujettie 
à  varier  dans  l'intervalle  de  o  à  i  (o^^^i),  et  que  l'on  considère  le 
point  (:r,  X,  .  .  .)  défini  par  les  formules 

(4)  \y=yx-^s{Y-y,), 
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il  résulte,  en  premier  lieu,  du  raisonnement  fait  au  n°  40,  que  ce 
point  est,  quel  que  soit  5,  situé  dans  le  domaine  de  centre  (^05^07-  •  •) 
et  de  rayons  R^.,  Rj,  .  .  . ,  et,  en  second  lieu,  d'une  proposition  for- 
mulée à  l'alinéa  II  du  n''  57,  que  la  fonction /( A', y,  .  .  .)  admet  en 
ce  point,  quel  que  soit  5,  des  olomètres  au  moins  égaux  à  une  con- 
stante positive  5  convenablement  choisie.  Désignant  alors  par  s  une 
quantité  positive  assez  petite  pour  que  les  produits 

(5)  6mod(X  — X,),         £mod(Y  — jKij, 

soient  tous  inférieurs  à  8,  partageons  l'intervalle  de  o  à  i  en  inter- 
valles partiels  d'amplitude  inférieure  à  £,  et  soient 

G,       5',       S'j        .  .  .  ,       S^S'\        1 

les  valeurs  de  s  qui  limitent  les  intervalles  partiels  successifs, 

(6)  (:r„^„...),     (^',y,...),     (^^y^  ...),     ...,     {x^^\y^^\...),     (X,Y,  ...) 

les  points  correspondants  fournis  par  les  formules  (4)  •  il  résulte 
immédiatement  de  ces  dernières  que,  pour  deux  sommets  consécutifs 
du  chemin  (6),  les  diflerences  entre  les  coordonnées  semblables  ont 
des  modules  respectivement  inférieurs  aux  quantités  (5),  par  suite 
à  8.  Si  donc  on  prend  pour  développement  fondamental  celui  de 
/{x,y,  .  .  .)  effectué  à  partir  des  valeurs  x^,y^,  .  .  . ,  le  parcours  du 
chemin  brisé  (6)  fait  retomber  de  toute  nécessité  sur  le  développe- 
ment de  fi^x^y^  .  .  .)  effectué  à  partir  des  valeurs  X,  Y,  ... .  Obser- 
vons maintenant,  chose  extrêmement  aisée  à  vérifier,  que,  sur  le 
chemin  brisé  (6),  la  somme  des  modules  des  accroissements  succes- 
sivement attribués  à  chaque  variable  est  égale  à  l'une  ou  à  l'autre  des 
quantités 

(7)  mod(X  — a^i),     mod(Y-jKt),      ..., 


1   ' 


suivant  qu'il  s'agit  de  l'une  ou  de  l'autre  des  variables  ^,JK, 
Comme,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  le  chemin  a„ai  A  est  prati- 
cable, les  quantités  (^)  ne  peuvent  manquer  d'être  toutes  inférieures 
à  certains  rayons  de  convergence  du  développement  de  /{œ^y,  .  .  .) 
effectué  à  partir  de  (^,,y,,  .  .  .),  et  l'on  peut,  dès  lors,  en  vertu  de 
l'alinéa  III,  passer  directement  du  sommet  a,  au  sommet  A. 

Ainsi,   le  développement  final  auquel   conduit   le   chemin   donné 
«o«i  A  coïncide   avec  le  développement  de  /(x^y,  .  .  .)  effectué   à 
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partir   des  valeurs  X,  Y,  ...  ;   il  équivaut  donc   au  chemin  direct, 

2"  Le  point  énoncé  au  début  du  présent  alinéa  IV  est  exact,  quel 
que  soit  le  nombre  des  sommets  de  notre  chemin  brisé. 

Si  l'on  désigne  en  ed'et  par  û-q^  a^,  a^i  .  .  .,  «o-,  A  les  sommets 
successifs  du  chemin  dont  il  s'agit,  on  a  d'abord,  en  vertu  de  i*', 

T[ao«i«2]  =  ^[«j<^2] 

(1),  d'où  l'on  déduit  (II) 

Une  nouvelle  application  de  i°  donne  alors 

d'où,  par  comparaison  avec  la  relation  qui  précède, 

W[ao«i«2«3]  =  W[ao«3]. 

En  continuant  ce  raisonnement  de  proche  en  proche,  on  tombera 
finalement  sur  la  relation 

'^\a^axai  . . .  agk.\  =  ^^[«o A]. 

V.  Considérons,  relativement  à  une  pseudo-fonction  donnée, 
le  chemin  brisé 

a^axa^i, . . .  dg-x ag h^a^ag—x  .  .  .  a-ia^ «o? 
oic  les  deux  tronçons  successifs 

Uottiai      ...ag-iagA., 
A  agttg—i  ...  «2      «1  «0 

se  composent  des  mêmes  sommets,  pris  d^ abord  dans  un  certain 
ordre,  puis  dans  l'ordre  inverse  :  un  pareil  chemin,  s'il  est  pra- 
ticable, fait  retomber  de  toute  nécessité  sur  le  développement 
fondamental. 

Effectivement,  l'application  alternative  des  alinéas  IV  et  II  donne 
successivement 

W[ao«i«2  •  •  •  <^5--i<^^Aao-  ]  =  W[ao«i<^2  •  •  •  <^^-i  ^^  ]> 

^''[ao«j<^2  •  •  •  ag-iagh.agag-'x']  =  W[aQaxa.2  .  .  .  ag-xagag-x] 

=  W[aoaxa2. .  .  ag-x  ], 
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et  nous  conduit,  de  proche  en  proche,  à  la  relation 

qu'il  s'agit  d'établir. 

VI.  Resenons  à  notre  énoncé  général. 

Si  Ton  désigne  par  r  le  plus  petit  des  rayons  R^,  R^,  .  .  . ,  on  peut, 
en  vertu  des  hypothèses  faites  sur  la  région  ti,   assigner  au-dessous 

de  -  une  constante  positive,  o,  telle  que  tout  lacet  construit  dans  % 

avec  des  écarts  maxima  moindres  que  p  puisse  être  considéré  comme 
le  lacet  final  de   quelque   réseau  construit  dans  %  avec  des  écarts 

maxima  moindres  que  -  • 

Cela  étant,  désignons  par  (xQ^yot  .  •  •)  le  point  fondamental,  par 
(X,  Y,  .  .  .)  un  point  arbitrairement  choisi  dans  la  région  H,  et  con- 
struisons arbitrairement  dans  cette  région,  de  (^0?JK07  •  •  ^^(^'^v)^ 
deux  chemins  brisés,  G',  G",  présentant  des  écarts  maxima  moindres 
queo(n"39).  Il  résulte  de  notre  hypothèse  que  ces  chemins  sont 
tous  deux  praticables  pour  la  pseudo-fonction  donnée,  et  qu'ils  con- 
duisent à  des  développements  successifs  admettant  des  rayons  de 
convergence  au  moins  égaux  à  /*  :  tout  revient  donc  à  prouver  que  le 
développement  final  est  le  même  pour  l'un  et  pour  l'autre.  A  cet  effet, 
nous  désignerons  par  C[  le  chemin  brisé  G'^  considéré  en  sens  inverse, 
et  nous  établirons  que  le  lacet  (G',  G",  ),  évidemment  praticable,  fait 
retomber  sur  le  développement  fondamental  :  il  en  résultera  que 
dans  le  chemin  praticable  formé  des  trois  tronçons  successifs  G',  G, , 
G",  la  suppression  des  deux  premiers  tronçons  est  permise,  et  comme, 
en  vertu  de  l'alinéa  V,  la  suppression  des  deux  derniers  l'est  égale- 
ment, les  deux  chemins  G'  et  G",  équivalents  l'un  et  l'autre  à  (G',G'j  ,G''), 
seront  par  là  même  équivalents  entre  eux. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit,  le  lacet  (G',  G",  ),  dont  les  écarts  maxima 
sont  moindres  que  p,  peut  être  considéré  comme  le  lacet  final  de 
quelque  réseau  construit  dans  li  avec  des  écarts  maxima  moindres 

que  -•  Gomme  un  lacet  ayant  tous  ses  sommets  confondus  au  point 

fondamental  fait  évidemment  retomber  sur  le  développement  fonda- 
mental, tout  revient  à  prouver  que  deux  lacets  consécutifs  du  réseau 

(évidemment  praticables  pour  la  pseudo-fonction  donnée   avec  des 
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rayons   de    convergence   égaux   à   r,    puisque   leurs   écarts    maxima 
tombent  au-dessous  de     )  conduisent  au  même  développement  final. 
Désignons  à  cet  effet  par 

ao<2l  «2  •  •  •  f*/ ^0 

et 

ao»!  aa  . .  .  a/^o 

deux  lacets  consécutifs   du  réseau.  Nos  hypothèses,  combinées  avec 
les  alinéas  III  et  II,  donnent  successivement 

puis 

d'où 

puis  encore 

d'où 

W[<2o«ia2a3]  =  W[ao«i«2«3a3]; 

etc.  On  arrivera  ainsi,  de  proche  en  proche,  à 

W[aoOiiai2  • .  •  «i]  =  W[ao«ia2  •  •  •  «/«/], 

et,  finalement,  à 

W[aoa.i(X2  .  .  .oLiao]  =  W[aoaia.2 . . .  aiOiiao] 

=  »r[ao«i«2. .  •  «/«o]     (M- 


(^)  La  même  démonstration,  légèrement  modifiée,  s'applique  à  la  proposition  sui- 
vante : 

Soient  5,  f ,  . . .  des  variables  indépendantes  (réelles  ou  imaginaires),  en  nombre 
quelconque  g',  ^,  t ...  ""^  région  de  l'espace  [[.s,  t,  . . .]]  continue,  limitée,  complète, 
et  présentant  le  caractère  spécifié  au  n°  71  ; 

X  =  '^{s,  t,  .. .), 


des    formules,    en    nombre    quelconque    n,    ayant  pour    seconds   membres  diverses 
fonctions  de  5,  t^  ...,  toutes  continues  dans   la  région  ïi, ,....;  enfin  (s^,  t^,  ...)  un 
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73.  Les  régions  qui  présentent  (outre  la  continuité)  le  caractère 
spécifié  au  n"  71  jouissent,  comme  on  le  voit,  de  cette  propriété 
remarquable,  que  le  seul  fait,   pour  une  pseudo-fonction,   d'y  être 


certain  point  de  celle  aernière,  et  a?„,  yo,  ...  les  valeurs  numériques  correspondantes 
dex,  y,  .... 

Considérons,  d'autre  part,  une  pseudo-fonction  de  x,  y,  ...  définie  par  le  point 
fondamental  {x^,  y»,  ...)  et  par  un  développement  fondamental,  et  supposons  que 
les  divers  points  de  l'espace  [[x,  y,  ...]J  qui,  en  vertu  des  formules  ci-dessus,  cor- 
respondent (avec  répétition  possible)  aux  divers  points  de  R,,t^...,  appartiennent  tous 
à  une  région  où  la  pseudo-fonction  dont  il  s'agit  soit  calculable  par  cheminement 
ayec  les  rayons  R^,  R^., 

Toutes  ces  choses  étant  posées,  si,  parmi  les  chemins  brisés  de  l'espace  f  [s,  t,  . .  .]j 
ayant  leur  premier  sommet  en  (s,„  ;„,  ...)  et  leurs  divers  sommets  dans  la  ré- 
gion R, ,  ,  on  se  borne  à  considérer  ceux  dont  les  écarts  maxima  tombent  au- 
dessous  d'une  constante  positive  convenablement  choisie  :  i"  les  chemins  brisés  qui 
leur  correspondent  dans  l'espace  \[x^  y,  . .  .jl  ont  des  écarts  maxima  respective- 
ment moindres  que  les  quantités  R^,  R^ ,  . . . ,  et,  par  suite,  sont  praticables  pour 
la  pseudo-fonction  avec  ces  mêmes  quantités  comme  rayons  de  convergence;  2»  le 
développement  final  obtenu  à  l'extrémité  d'un  pareil  chemin  dépend  uniquement 
des  valeurs  de  s,  t,  ...  qui  en  fournissent  le  dernier  sommet. 

Des  diverses  hypothèses  faites  tant  sur  la  région  Jl, ,  que  sur  les  seconds  membres 
de  nos  n  formules,  il  résulte  en  effet  :  1°  qu'en  désignant  par  /•  le  plus  petit  des 
rayons  R^,  R  ,  ...,  et  par  y  une  constante  positive  convenablement  choisie,  les  rela- 
tions simultanées 

mod{s' -- s')  <y,        mod(f'— r)<y,  ..., 

supposées  vérifiées  pour  deux  points  quelconques  de  la  région  R,  ^  ,  entraînent 
comme  conséquences  nécessaires,  pour  les  deux  points  correspondants  de  l'es- 
pace [[ar,  ^'j  ...]j,  les  relations 

r  r 

mod  {x'— x"  )  <  -j        mod  {y' —  y")  <.  -y         ...; 

2"  qu'en  désignant  par  5  une  constante  positive  convenablement  choisie,  non  supé- 
rieure à  la  précédente  y,  tout  lacet  construit  dans  H,,  avec  des  écarts  maxima 
moindres  que  5  peut  être  considéré  comme  le  lacet  final  de  quelque  réseau  construit 
dansR,  ,^     avec  des  écarts  maxima  moindres  que  y. 

Cela  étant,  si,  parmi  les  chemins  brisés  de  l'espace  \[s,  t,  ...]l  ayant  leur  pre- 
mier sommet  en  (*„,  t^,  ...)  et  leurs  divers  sommets  dans  la  région  îi,  ^  ,  on  se 
borne  à  considérer  ceux  dont  les  écarts  maxima  tombent  au-dessous  de  la  constantes, 
les  divers  chemins  brisés  qui  leur  correspondent  dans  l'espace  [[a?,  y,  ...jl  auront 

nécessairement  des  écarts  maxima  moindres  que  ->  à  plus  forte  raison  moindres  que 

les  quantités  R_p,  R,  ...  respectivement,  et,  par  suite,  seront  praticables  pour  la 
pseudo-fonction  avec  ces  mêmes  quantités  comme  rayons  de  convergence. 

Cette  première  constatation  étant  faite,  on  désignera  par  (S,  T,  ...)  un  point  arbi- 
trairement choisi  dans  la  région  R, ,     ,  on   construira  arbitrairement  dans  cette  ré- 

R.  8 
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calculable  par  cheminement,  entraîne  de  toute  nécessité,  moyennant 
un  choix  convenable  des  rayons,  sa  monodromie  dans  les  mêmes 
limites  :  nous  les  nommerons,  pour  cette  raison,  régions  nxonodro- 
miques. 

L'exemple  suivant,  qui  est  des  plus  simples,  se  présente  très  fré- 
quemment. 

gion,  de  (s,,,  i^,  . . .)  à  (  S,  T,  ...),  deux  chemins  brisés,  C,  G",  présentant  des  écarts 
maxima  moindres  que  5,  et  l'on  prouvera  que  les  deux  chemins  qui  leur  correspondent 
respectivement  dans  l'espace  [[a;,  jk>  •••]]  conduisent  au  même  développement  final: 
nous  n'insisterons  pas  sur  les  détails  de  ce  raisonnement,  qui  ne  ferait  que  repro- 
duire, avec  les  modifications  voulues,  l'alinéa  VI  du  n°  72. 

Lorsque  les  diverses  hypothèses  énumérées  au  début  de  la  présente  note  se  trouvent 
vérifiées,  il  résulte  évidemment  de  nos  conclusions  qu'à  tout  point  (  S,  T,  ...)  de  la 
région  R, ,  on  peut  faire  correspondre  un  développement  déterminé  de  la  pseudo- 
fonction, en  s'astreignant  à  ne  considérer,  parmi  les  chemins  brisés  ayant  leur  som- 
met initial  en  (So^^o?  •••)»  'cur  sommet  final  en  (S,  T,  ...),  et  leurs  sommets  inter- 
médiaires dans  la  région  R,  ^  ,  que  ceux  dont  les  écarts  maxima  tombent  au-des- 
sous de  ô;  la  considération  des  termes  constants  des  divers  développements  définit 
alors,  dans  la  région  dont  il  s'agit,  une  fonction  proprement  dite  de  s,  i,  ...,  évi- 
demment continue. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  pseudo-fonction  de  la  variable  imaginaire  x  soit 
calculable,  avec  un  certain  rayon  r,  dans  une  certaine  région  de  l'espace  j[^]l,  et 
traçons  dans  cette  dernière,  à  partir  du  point  fondamental  a;^,   un   arc  continu, 

[5  désigne  ici  une  variable  réelle  assujettie  à  se  mouvoir  dans  un  certain  intervalle, 
et /(a)  une  fonction  continue  de  cette  variable  prenant  la  valeur  numérique  x^ 
pour  celle  des  deux  valeurs  extrêmes,  5„,  de  s,  que  l'on  considère  comme  initiale]» 
La  région,  H,,  de  l'espace  [[*]  L  constituée  par  l'intervalle  en  question,  est,  comme 
nous  l'avons  établi  (n°  9,  H),  limitée  et  complète,  et  remplit  déjà,  de  ce  fait,  une 
partie  des  conditions  requises  par  notre  énoncé;  elle  satisfait  d'ailleurs,  comme  on 
le  voit  immédiatement,  à  la  définition  donnée  plus  bas  (  n"  73)  d'une  région  convexe, 
et,  par  suite  (n°  73),  aux  conditions  restantes.  Cela  étant,  désignons  par  y  une  con- 
stante positive  choisie  de  telle  façon  que  la  relation 

mod  (s' —  s")  <  Y, 

supposée  vérifiée  pour  deux  points  quelconques  de  l'intervalle  R,,  entraîne  comme 
conséquence  nécessaire,  pour  les  deux  points  correspondants  de  l'espace  TC^]  1,  la 
relation 

mod  (x'  —  ;r"  )  <  -  : 

à  cause  de  la  forme  convexe  de  la  région  R,,  la  constante  ô,  dont  il  est  question  ci- 
dessus,  pourra  être  choisie  égale  à  y  (  n°  73).  En  conséquence,  à  un  point  quelconque, 
S,  de  l'intervalle  R,,  on  pourra  faire  correspondre  un  développement  déterminé  de 
la  pseudo-fonction  en  s'astreignant   à  ne  considérer,  parmi   les  chemins  brisés  ayant 
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Étant  donnés,  dans  l'espace  [[:r,  y,  ...]],  deux  points, 

l'ensemble  des  points  «léfinis  par  le  système  des  formules 

X  =  Ix'-h  [ix\ 

OÙ  les  indéterminées  réelles  a  et  jx  doivent  vérifier  l'un  ou  l'autre  des 
systèmes  équivalents 

(  X-t- jJi  =  i,  j  X-+-[a  =  i, 

sera,  par  définition,  le  serment  rectiligne  qui  joint  les  deux  points. 
Le  segment  ainsi  défini  peut  donc  être  considéré  comme  un  arc 
continu  (n°  37),  représenté,  soit  par  les  formules 

.   X  =  x'  -^  \i.{x" —  x'), 

1 

auxquelles  on  adjoint  la  condition 

soit  par  les  formules 

/  x  =  x"~^\(x'—x"), 


auxquelles  on  adjoint  la  condition 

o<X<i 


Cela  étant,  nous  dirons   qu'une  région  de  l'espace  M^,  JK,  •  •    il 


leur  sommet  initial  en  *„,  leur  sommet  final  en  S,  et  tous  leurs  sommets  intermé- 
diaires dans  H,,  qur  ceux  dont  les  écarts  maxima  tombent  au-dessous  de  y  :  le  par- 
cours d'un  pareil  chemin  se  nomme,  pour  abréger,  le  parcours  de  l'arc,  effectué 
de  *j  à  S, et  sa  considération  intervient  soiiventdans  l'étude  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire.  Tout  le  long  de  l'arc  x=/{s),  la  pseudo-fonction  est  assimilable  à  une 
fonction  continue  de  s. 
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est  coTwexe,  si,  deux  points  j  étant  pris  à  volonté,  le  segment  recti- 
ligne  qui  les  joint  est  entièrement  situé  dans  la  région  ('  ). 

Or,  je  dis  ij^  une  pareille  région,  manifestement  continue,  remplit, 
en  outre,  la  condition  spécifiée  au  n"  71,  et  que,  par  suite,  elle  est 
monodromique.  11  suffit  évidemment,  pour  le  prouver,  de  faire  voir 
que  : 

Tout  lacet  construit  dans  une  région  convexe,  C,  avec  des  écarts 
maxima  moindres  qu'une  constante  positive  donnée  a,  peut  être 
considéré  comme  le  lacet  final  de  quelque  réseau  construit  dans 
cette  région  avec  des  écarts  maxima  également  moindres  que  a 
(la  constante  ^  du  n°  71  peut  ainsi,  dans  ce  cas,  être  choisie  égale 
à  a). 

Soit  donc 


(8) 


un  lacet  construit  dans  la  région  avec  des  écarts  maxima  moindres 
que  a.  Désignant  par  s  une  indéterminée  réelle  assujettie  à  varier 
de  o  à  I  (o^5^i),  je  considère  le  lacet,  variable  avec  5,  qui  a  pour 
sommets  successifs  les  points 


(X, 

Y, 

...), 

(^1, 

ru 

...), 

(^2, 

.r^t 

...), 

{X,,- 

^7r-i^ 

...), 

{^P^ 

fp^ 

...), 

(X, 

Y, 

...) 

(9) 


[X, 

Y, 

•  •] 

[X  +  5(^l 

~X), 

^-r-siy, 

-Y), 

•  •] 

[\-^s{x. 

-X), 

Y  +  ^(r2 

-Y), 

[X  -^s{x,,- 

-1-X), 

Y  +  .(rp- 

■i-Y), 

•  '  1 

[X^s{xp 

-X), 

Y-hMJp 

-Y), 

•  •] 

[X, 

Y, 

•  •  •] 

(')  On  voit  immédiatement  que,  ici  encore,  la  remarque  du  n°  4  est  applicable, 
c'est-à-dire  que,  si  des  régions,  respectivement  extraites  des  espaces  r[^,  ..]]> 
[[j^'»  •••]!»  ^I^c.,  sont  toutes  convexes,  leur  association  forme,  dans  l'espace 
\[x,  .'-ly,  ...,  elc.]l,  une  région  également  convexe. 
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Ce  lacet  (9)  a  même  origine  et  même  nombre  de  sommets  que  le 
lacet  (8),  et  nous  constaterons  tout  d'abord  que,  pour  toute  valeur 
de  s  n'excédant  pas  rintervalle  de  o  à  1 ,  il  a  ses  divers  sommets  dans 
la  région  C  et  présente  des  écarts  maxima  moindres  que  a. 

Efîeclivement,  si  Ton  désigne  par  k  un  entier  quelconque  de  la 
suite  1,  2,  ...,/>,  le  sommet 

[X  ^  six,—  X),  Y  -h  s{y,—  y  ),  . .  .1 

fait  évidemment  partie  du  segment  rectiligne  qui  joint  les  deux 
points 

(X, Y, ...),   (^7/,,  j/., ...); 

or,  ces  deux  points  sont  situés  l'un  et  l'autre  dans  la  région  C,  par 
suite  aussi  le  segment  rectiligne  qui  les  joint,  par  suite  enfin  le  som- 
met considéré  du  lacet  (9). 

Considérons  maintenant  deux  sommets  consécutifs  quelconques 
du  lacet  (9),  et  formons  les  différences  entre  leurs  coordonnées  sem- 
blables ;  nous  obtiendrons  ainsi  successivement 


s(Xi  —  X), 

S(X2  —^l), 


s(X 


Or,  puisque  s  n'excède  pas  l'intervalle  de  o  à  i,  les  modules  de  ces 
différences  sont  au  plus  égaux  à  ceux  qu'on  obtiendrait  en  faisant 
abstraction  dans  toutes  du  facteur  5;  les  écarts  maxima  du  lacet  (9) 
sont,  par  suite,  au  plus  égaux  respectivement  aux  écarts  maxima  du 
lacet  (8),  et,  dès  lors,  moindres  que  a. 

Celte  double  constatation  étant  faite,  désignons  pare  une  constante 
positive  assez  petite  pour  que  les  produits 

emocK^Pi      — X),     £mod(^i      — Y), 
tmoà{Xi     — X),     £mod(72      —Y), 


£  mod(a-,,_,— X),     s  mod(jK/;-i  —  Y), 
tmoA{Xp     ~X),     emod(jK,,     —Y), 

soient  tous  inférieurs  à  a;  puis,   partageons  l'intervalle  de  o  à  i  en 
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intervalles  partiels  moindres  que  s,  et  nommons 

(lO)  5(0^  =  0.  5^1',  5(2),  ...,  5(^',  5(^+1^  =1 

les  valeurs  de  s  qui  limitent  les  intervalles  partiels  successifs  ;  consi- 
dérons enfin  les  lacets  successivement  déduits  de  (9)  par  l'allribulion 
à  s  des  valeurs  successives  de  la  suite  (10)  :  nous  obtiendrons  ainsi 
un  réseau  ayant  pour  origine  (X,  Y,  .  .  .),  pour  lacet  final  le  lacet  (8), 
et  pour  sommets  des  points  tous  situés  dans  la  région  C  Chacun  des 
lacets  successifs  de  ce  réseau  présente  d'ailleurs,  comme  nous  savons, 
des  écarts  maxima  moindres  que  a,  et  il  nous  reste  à  faire  voir  que  si 
l'on  considère,  sur  deux  lacets  consécutifs,  deux  sommets  de  même 
rang,  les  différences  formées  avec  leurs  coordonnées  semblables  pré- 
sentent des  modules  moindres  que  a. 

Le  point  à  établir  est  évident  s'il  s'agit,  soit  du  premier,  soit  du 
dernier  sommet  de  deux  lacets  consécutifs,  puisque  les  différences  à 
former  sont  alors  toutes  nulles.  Soient  donc  k  un  entier  quelconque 
de  la  suite  1,2,  ...,/>,  et  A,  A  +  i  deux  entiers  consécutifs  quel- 
conques de  la  suite  o,  1,2,  ...,«,  ^+  i  :  nous  avons,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  à  comparer  les  deux  sommets 

\X^s^h+i)(j;,^._X),  Y-4-5(^+iUr/,- Y),  ...]. 
Or,  les  quantités 

obtenues  en  retranchant  leurs  coordonnées  semblables,  ont  des  mo- 
dules au  plus  égaux  respectivement  à 

emod(a7/,. —  X),         Emod(j'yt — Y),  ..., 

et,  par  suite,  moindres  que  a  (^). 

74.  Le  simple  rapprochement  des  n°^  70  et  72  montre  que  toute 
pseudo-fonction   calculable  par  cheminement  dans  une  région  à 

(*)  On  a  parfois,  dans  diverses  questions,  à  transformer  une  région  de  l'espace  en 
une  autre  :  il  est  intéressant  de  noter  à  ce  propos  que  certains  types  de  transforma- 
tion, appliqués  à  une  région  monodromique,  donnent  forcément  comme  résultat  une 
autre  région  monodromique  ;  nous  en  avons  cité  ailleurs  un  exemple  {Annales  de 
la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1907,  p.  iSa  et  suiv.). 
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la  fois  normale  et  monodromiqiie  y  peut  être  assimilée  à  une 
fonction  olotrope  proprement  dite. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  notamment,  dans  la  région  normale  que  nous 
avons  appelée  domaine  (n"*  40  et  41)  :  car  la  démonstration  du 
n°  40,  qui  en  établit  la  continuité,  consiste  précisément  à  faire  voir 
que  cette  région  est  convexe  (n**  73). 

Observation  générale  sur  les  problèmes  traités  dans  les  Chapitres 

suivants. 

7o.  Le  but  principal  du  présent  Ouvrage  consiste,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  dans  la  Préface,  à  prouver  que  certains  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  admettent  des  intégrales  répondant  à  des  conditions 
initiales  d'une  certaine  forme  :  à  cet  effet,  nous  supposerons  données 
certaines  valeurs  numériques,  Xq^  y^^  ...,  des  variables  indépen- 
dantes ^,  y,  .  .  . ,  que  nous  considérerons  comme  initiales  ;  puis, 
envisageant  par  la  pensée  les  développements,  construits  à  partir  de 
^01  >'o7  •  '  "I  des  intégrales  hypothétiques,  nous  supposerons  données, 
outre  les  valeurs  numériques  Xq^  yo,  .  ..,  celles  des  coefficients  de 
certains  termes,  les  termes  dont  il  s'agit  étant  choisis  de  telle  façon, 
que  la  seule  considération  du  système  proposé,  jointe  aux  données 
que  nous  venons  d'indiquer,  suffise  pour  calculer  les  valeurs  numé- 
riques des  coefficients  des  termes  restants.  En  supposant  qu'un  pareil 
calcul  ne  conduise  à  aucune  incompatibilité,  nous  pourrons  alors  faire 
correspondre  aux  diverses  inconnues  du  système  des  développements 
fondamentaux  (n°  69),  dont  les  sommes,  ainsi  que  nous  le  prou- 
verons, vérifient  efTectivement  les  équations  proposées. 

Mais,  ces  développements  fondamentaux  une  fois  obtenus,  nous 
ne  chercherons  pas  à  en  approfondir  l'étude,  ni,  en  particulier,  à  les 
prolonger  analytiquement  par  voie  de  cheminement  (<)  :  c'est  pour- 
quoi nous  nous  bornons,  sur  l'objet  du  présent  Chapitre,  aux  géné- 
ralités les  plus  essentielles. 

(')  La  question  particulière  traitée  dans  la  deuxième  Partie  du  Chapitre  XI  (défor- 
mations finies  dans  l'espace  à  n  dimensions)  est  la  seule  où  nous  dirons  quelques 
mots  (  n"  18"2)  du  calcul  par  cheminement  des  intégrales. 
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FONCTIONS  SCHÉMATIQUES  ET  COUPURES  (i). 


Intégration  de  l'équation  -r-  =f{x,y,  ...). 

76.  Nous  dirons  souvent  qu'une  fonction  de  x^  y,  ...  est  dévelop- 
vahle  à  partir  de  ^q?  JK05  •  •  • ,  valeurs  particulières  de  ces  variables^ 
si,  dans  toute  l'étendue  de  quelque  domaine  ayant  pour  centre 
(j;o5  JKoî  •  •  •)  (^"^  *^^)5  ^^^  ^st  représentable  par  la  somme  d'une  série 
entière  en  .2?  —  ^05  JK — JKoî  •••7  ^^1  ce  qui  revient  au  même,  si  elle 
est   olotrope    (n''   42)    dans   quelque   région   comprenant    le    point 

Nous  nous  proposerons  actuellement  le  problème  suivant  : 

Chercher  toute  fonction  des  variables  x^y^  ...  satisfaisant  à  la 
double  condition  :  i"  d^être  développable  à  partir  de  valeurs  don- 
néeSy  ^05j)o7  •••5  2°  d^  avoir  pour  dérivée  première,  relativement 
à  une  variable  déterminée,  x^  une  fonction  donnée,  f{x^y^  ...) 
(nécessairement  développable,  en  vertu  du  n*^  49,  à  partir  des  mêmes 
valeurs). 

Ou,  en  d'autres  termes  : 

Un  point  déterminé,  {xq^  y^,  ...),  étant  choisi  comme  fonda- 
mental (n°  69),  trouver  tout  développement  fondamental  {con- 
vergent) ayant  pour  dérivée  première,  relativement  à  x^  un 
développement  fondamental  {convergent)  donné. 

Désignant  par  u  la  fonction  inconnue,  et  considérant,  dans  l'équa- 


(')  Il  va  sans  dire  que  la  signification  actuelle  du  nnot  coupure  n'a  rien  de  com- 
mun avec  celle  qu'on  lui  donne  couramment  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire. 
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lion 

qu'elle  doit  vérifier  identiquemenl,  une  intégrale  (  *  )  (hypothétique) 
quelconque  développable  à  partir  de  ^70,^0,  •••^  nous  nommerons 
dérivées  principales  de  cette  intégrale  toutes  celles  qui  coïncident, 
soit  avec  le  premier  membre  de  (i),  soit  avec  quelque  dérivée  de  ce 
premier  membre,  et  dérivées  paramétriques  toutes  les  dérivées 
resUntes  (*)  :  les  dérivées  paramétriques  sont  évidemment  celles  qui 
se  rapportent  aux  seules  variables  y,  . .  . ,  et  les  dérivées  principales 
celles  qui  intéressent,  avec  ou  sans  y,  ...,  la  variables.  Les  coefficients 
du  développement  de  l'intégrale  sont  d'ailleurs,  aux  facteurs  numé- 
riques connus  près  (n°  54),  les  valeurs  initiales  de  l'intégrale  et  de 
ses  dérivées  principales  et-  paramétriques  de  tous  ordres  :  l'ensemble 
des  termes  où  figurent  ainsi  les  valeurs  initiales  de  l'intégrale  et  de 
ses  dérivées  paramétriques  constitue  ce  que  nous  nommerons  sa 
détermination  initiale;  la  portion  restante  du  développement,  où 
figurent  de  même  les  valeurs  initiales  des  dérivées  principales,  se 
nommera  la  partie  principale  du  développement.  Cette  dernière  se 
compose  donc  de  l'ensemble  des  termes  qui  contiennent  x  —  Xq  k  une 
puissance  au  moins  égale  à  i ,  et  il  en  résulte  que,  dans  V hypothèse 
numérique  x  =  Xq^  V intégrale  se  réduit  à  sa  détermination  ini- 
tiale. 

Gela  posé,  nous  établirons  la  proposition  suivante  : 

La  fonction  f  {x^  y^  . . .)  étant  supposée  développable  à  partir 
de  Xq,  yo^  . . . ,  il  existe  une  infinité  de  fonctions  satisfaisant  à  la 
double  condition  :  1"  d'être  développables  à  partir  des  mêmes 
valeurs;  2"  d'avoir  f  [x^  y,  . . .)  pour  dérivée  première  par  rap- 
port à  X.  U une  quelconque  des  intégrales  dont  il  s'agit  se  trouve 
entièrement  déterminée  si  l'on  se  donne  sa  détermination  ini- 
tiale ô(y,  ...);  et,  cette  dernière  étant  arbitrairement  choisie  sous 
la  seule  restriction  d'être  développable  à  partir  des  valeurs  y  q^  . . . , 
l'intégrale  correspondante  ne  peut  manquer  d'être  développable 


(')  Suivant  la  locution  admise,  nous  nommons  intégrale  de  l'équation  (i)  toute 
fonction  àt  x,  y,  ...   la  vérifiant  identiquement  {voir  plus  loin,  n»  89). 

(^)  Le  sens  de  ces  locutions  sera  généralisé  ultérieurement  (voir  plus  loin,  n"  90). 
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dans  Les  limites  où  le  sont  à  la  fols  :  i°  la  déiivée  donnée 
/(.y,  y,  . . .)  ;  2°  /a  détermination  initiale  choisie  8 (y,  . . .). 

Enfin,  ^ensemble  des  intégrales  cherchées  est  donné  par  la 
formule 

u=\}{x,y,   ...)H-X(jK,   ...), 

OÙ  U  (^,y,  . . .  )  désigne  l'une  quelconque  d^ entre  elles,  et  'k{y,  . .  •  ) 
une  fonction  arbitraire  des  seules  variables  y,  ...  {développable 
à  partir  de  y^^  . . .). 

I.  S'il  existe  quelque  intégrale  développable  à  partir  de  x^^  y^,  . . . , 
elle  vérifie,  en  vertu  du  n°  56,  non  seulement  l'équation  proposée  (i), 
mais  encore  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  différentiation,  et  l'on 
peut,  grâce  à  cette  circonstance,  calculer  tous  les  coefficients  de  la 
partie  principale  de  son  développement.  Cette  dernière  se  compose 
en  effet  de  l'ensemble  des  termes  contenant  x  —  x^  à  une  puissance 
au  moins  égale  à  i,  et  le  coefficient  du  terme  en 

(a7-iro)«+i(7-ro)*... 

n'est  autre  chose,  au  facteur  numérique  connu  près,  que  la  valeur 
initiale  de 

dx"-^^  dy^ .  .  . 

il  suffit  donc,  pour  obtenir  cette  valeur  initiale,  d'eff'ectuer  sur  l'équa- 
tion (i)  la  diff'érentiation  d'ordres  partiels  a,  b,  ...,  puis  de  faire, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  résultante,  l'hypothèse  numé- 
rique 

x  —  Xo  =  y—yo  =  ...=  o. 

Cela  étant,  je  dis  que  la  partie  principale  ainsi  calculée  admet 
les     mêmes    rayons    de    convergence    que    le     développement    de 

Eff'ectivement,  en  vertu  même  du  mécanisme  à  l'aide  duquel  nous 
avons  construit  cette  partie  principale,  ses  termes  correspondent 
respectivement  à  ceux  du  développement  de  f{x,  y,  . . .),  et,  si  Ton 
désigne  par  Aa^b,...  la  valeur  que  prend,  au   point  (Xq,  yo,  . . .),  la 

dérivée 

da+^+- /{x,  r,  . . .) 
dx^  ây^ ... 
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les  deux  séries  dont  il  s'a^il  ont  respectivement  pour  termes  géné- 
raux, la  dernière 

( T  —  j-o )«  (r  —  ro)^ 

'  \.i...a       i.i...b 

la  première 

'*'''••  i.-2...«(a-hi)     1.2. ..6    "    ' 

le  rapport  de  ceux-ci,  ^ — — •**>  ayant  un  numérateur  indépendant  de 

aj  bj  ...  avec  un  dénominateur  au  moins  égal  à  i ,  la  partie  principale 
converge  dans  des  limites  aussi  étendues  que  le  développement  de 
J{x,  y,  .,,)  (n«  30)  (n'^  20,  IV)  (n"  21,  II). 

II.  Si  l'on  désigne  par  P(j7,  r,  .  . .)  la  somme  de  la  portion  de 
développement  dont  nous  venons  de  démontrer  la  convergence,  et 
qu'on  lui  ajoute  une  détermination  initiale  S(jk,  .  •  •)  arbitrairement 
choisie  sous  la  seule  restriction  d'être  développable  à  partir  de 
r„ la  somme 

(2)  M  =  P(^,JK,    ...)-HÔ(jK,  •...) 

vérifie  identiquement  l'équation  (i). 

Efiectivement,   il    résulte   du    calcul    même    des    coefficients    de 

P(x,  y^   . . .)   que    la    fonction   -r—  et   ses    dérivées    de    tous   ordres 

prennent,  en  .^0,^0?  •••?  les  mêmes  valeurs  numériques  que  la 
fonction  y(.r,  y,  . . .)  et  ses  dérivées  semblables  :  les  deux  fonctions 

^'  fi^i  y-     •  -^  sont  donc  identiquement  égales  (n°  57). 

La  formule  (2)  donne  d'ailleurs  la  solution  générale  du  problème 
que  nous  nous  sommes  posé  :  car  toute  intégrale  de  (i)  développable 
à  partir  de  ^o,.Xoî  •  •  •  a  nécessairement,  comme  nous  l'avons  vu  (I), 
la  fonction  \?[x^y^  .  .  .)  pour  partie  principale  de  son  développement, 
et  il  suffit  alors,  pour  faire  coïncider  le  second  membre  de  la  for- 
mule {-a)  avec  l'intégrale  que  l'on  considère,  de  prendre  pour 
o(y,  . , .)  la  détermination  initiale  de  cette  intégrale. 

Enfin,  il  résulte  de  la  formule  (2)  et  du  point  précédemment 
établi  (I)  sur  les  rayons  de  convergence  de  P(j:,  r,  . . .)  que  le 
développement  d'une  intégrale  particulière  quelconque  converge  dans 
les  limites  indiquées  par  l'énoncé. 
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III.  En  désignant  par  l](x,y,  . . .)  une  solution  particulière  quel- 
conque du  problème  qui  nous  occupe  actuellement,  la  solution  géné- 
rale, exprimée  par  la  formule  (2),  sera  tout  aussi  bien  exprimée  par 
la  formule 

(3)  u  =  \J(x,y,  ...)  +  >.(r,  ..•), 

OÙ  )v(y,  . . .)  désigne  une  fonction  arbitraire  développable  à  partir 
de  jKo.  ••.. 

Effectivement,  lJ{œ^y,  . . .),  étant  une  solution  de  (i),  sera  donné 
par  la  formule  (2)  pour  un  choix  convenable  de  8 (y,  . . .),  et  l'on 
aura,  par  exemple, 

U(;r,jK,  ...)  =  P{x',y,  ...)^g{y,  . .  .): 
la  formule  (3)  peut  donc  s'écrire 

(4)  w-Pia7,7,  ...)-i-^(jK,  ...)^\{y,  ...), 

et,  sous  cette  forme,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  équivaut  entièrement 
à  la  formule  (2);  caria  relation 

^{y,  ■'•}  =  giy,  ...)-^\{y,  ...), 

obtenue  en  égalant  les  seconds  membres  de  (2)  et  (4),  permet  de 
déterminer  ô(j',  . . .)  quand  on  se  donne  X(j^,  . . .),  et  réciproque- 
ment. 

77.  La  connaissance  d'une  intégrale  particulière  quelconque 
\]{x^y,  ...)  de  l'équation  (i),  qui  permet,  comme  nous  venons  de 
le  voir,  d'écrire  la  formule  générale  d'intégration,  permet  aussi  de 
calculer  l'intégrale  particulière  qui,  par  rapport  aux  valeurs  initiales 
•^o^JKo?  •••  des  variations  indépendantes,  admet  une  détermination 
initiale  donnée  8  (y,  ...)(*). 

Effectivement,  la  détermination  initiale  d'une  intégrale  de  l'équa- 
tion (i)  n'étant  autre  chose  que  la  fonction  des  variables  y^  ...  à 
laquelle  elle  se  réduit  pour  x  =^  Xq,  la  fonction  X(y,  . . .)  qui  figure 
dans  la  formule  (3)  devra  vérifier  la  relation 


(  '  )  Il  va  sans  dire  que  les  fonctions  U  {x,  y,  . . .),  6 (y,  . . .)  sont  supposées  déve- 
loppables,  l'une  à  partir  de  a^o,  y^,  . .  .,  l'autre  à  partir  de  y^,   
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d'où  l'on  lire 

Si  l'on  considère,  nolamnient,  l'intégrale  particulière  dont  la  déter- 
mination initiale  est  identiquement  nulle,  ou  en  d'autres  termes  celle 
qui  s'annule  identiquement  pour  la  valeur  initiale  .Xq  de  x,  elle  sera 
donnée  par  la  formule 

11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  (76,  I)  que  le  développement  de  cette 
dernière  intégrale  à  partir  de  Xq^Vq,  ...peut  se  déduire  du  déve- 
loppement similaire  du  second  membre  de  l'équation  (i)  en  augmen- 
tant d'une  unité,  dans  chaque  terme,  l'exposant  de  ^  —  Xq,  puis  divi- 
sant le  terme  dont  on  s'occupe  par  cet  exposant  ainsi  augmenté;  il 
converge  d'ailleurs  dans  les  mêmes  limites. 

78.  On  nomme  quadrature  l'opération  qui  consiste  à  rechercher, 
soit  la  solution  générale  du  problème  posé  au  n*^  76,  soit  la  solution 
particulière  qui  admet  une  détermination  initiale  donnée;  la  quadra- 
ture est  dite  relative  à  telle  ou  telle  variable,  suivant  que  la  dérivée 
première  que  l'on  suppose  donnée  intéresse  telle  ou  telle  variable. 
En  vertu  des  n"*  76  et  77,  toute  quadrature  se  ramène  à  la  re- 
cherche d^ une  solution  particulière  quelconque  d^ une  équation 
de  la  forme  (i). 

Etant  donnée  une  fonction  f  [x^  y,  . . .),  développable  à  partir 
des  valeurs  initiales  Xq,  y^^  . . .,  si  Von  effectue  successivement  sur 
cette  fonction  diverses  quadratures,  en  ayant  soin  que  le  résultat 
de  chacune  déciles  s'annule  pour  la  valeur  initiale  de  la  variable 
qu'elle  intéresse,  le  résultat  final  est  indépendant  de  V ordre  dans 
lequel  les  quadratures  ont  pu  être  exécutées. 

Si  l'on  désigne  en  effet  par 


(5)  2  ^« 


,A,... 7~ 

I .  '2 ...  a       \  .1. .  .o 


n.h.... 


le  développement  de  f{x^y^  ...)  à  partir  de  Xq,  y^,  . 

f(x,  /,  . . .)  on  effectue  dans  un  ordre  quelconque  m  quadratures 

relatives  k  Xy  n  relatives  à  y,  etc.,  en  se  conformant  chaque  fois  à  la 
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condition  initiale  imposée,  on  aura  (n"  77)  pour  résultat  final 


^^^  2d  ^^''^'-i. •>.... («-4- m)   i.i...{b  +  n 


Il  va  sans  dire  qu'en  désignant  par  F(^,  y,  . . .)  la  somme  de  ce 
dernier  développement,  on  a  identiquement 


da?'"  ây" .  . . 

car  la  dérivation  d'ordres  partiels  m,  n,  ...,  exécutée  sur  (6),  fait 
retomber  sur  (5). 

Fonctions  schématiques  et  coupures;  propositions  relatives 
aux  coupures. 

79.  L'expression  la  plus  générale  d'une  fonction  de  ^^y,  ...  dé- 
veloppable  à  partir  de  ^o^  JKo?  -  •  -  •>  valeurs  particulières  quelconques 
de  ces  variables  (n^  76),  s'obtient  évidemment  par  la  considération 
d'une  série  entière  en  ^  —  ^o-,  y  —  JKo?  •  •  •  dont  tous  les  coefficients 
sont  arbitraires,  et  soumis,  dans  leur  ensemble,  à  la  seule  restriction 
de  la  convergence.  Un  pareil  développement,  à  coefficients  tous  indé- 
terminés, constitue  ce  que  nous  nommerons  une  fonction  (dévelop- 
pable)  schématique  àe  x^  y^  . .  . ,  ayant  pour  ternies  élémentaires 
les  termes  mêmes  du  développement;  si,  comme  cas  extrême,  le 
nombre  des  variables  indépendantes  se  réduit  à  zéro,  le  développe- 
ment se  réduit  à  une  simple  constante  schématique,  que  nous  assi- 
milerons souvent,  pour  l'uniformité  du  langage,  à  une  fonction  sché- 
matique dégénérée. 

Il  importe  d'observer  que,  si  quelques-uns  des  coefficients  (fût-ce 
même  un  seul)  viennent  à  être  remplacés  par  des  valeurs  numériques 
particulières  au  lieu  de  rester  arbitraires,  le  développement  considéré 
cesse  par  là  même  d'être  une  fonction  schématique  ;  c'est  ce  qui  arrive, 
notamment,  si  l'on  en  supprime  un  ou  plusieurs  termes  élémen- 
taires. 

Si,  dans  une  question  où  les  variables  indépendantes  sont  J^,  y,  •  •  • , 
on  est  conduit  à  considérer  une  fonction  schématique  de  quelques- 
unes  de  ces  dernières,  celles  d'entre  les  différences  x  —  ^o,  y — y^^  ... 
dont  la  fonction  schématique  ne  dépend  pas  lui  seront  dites  étran- 
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gères  :  si,  notamment,  la  fonction  schématique  est  dégénérée,  les 
ditlerences  x  —  x^,  y  —  y^^,  . --  lui  sont  toutes  étrangères;  si  elle 
dépend  de  toutes  les  variables  x^  r,  . .  . ,  aucune  des  différences  dont 
il  s'agit  ne  lui  est  étrangère. 

Considérons  actuellement  g  fonctions  schématiques  (dégénérées 
ou  non)  de  telles  ou  telles  des  variables  ^,  JK,  •  •  • ,  et  indiquons,  sui- 
vant les  conventions  ordinaires  de  l'écriture  algébrique,  en  premier 
lieu,  que  chacune  d'elles  doit  être  multipliée  par  tel  ou  tel  monôme, 
entier  en  x  —  x^^  y  — y^y  . . . ,  ayant  pour  coefficient  l'unité  (avec  un 
degré  positif  ou  nul);  en  second  lieu,  que  ces  g  produits  doivent  être 
ajoutés  les  uns  aux  autres  :  nous  aurons  ainsi  une  expression  de  la 

forme 

«=^ 

où  rtrt,  bni  .  .  .  désignent  des  entiers  positifs  ou  nuls,  8^  un  groupe 
de  variables  indépendantes 'extrait  du  groupe  total  x^  y^  .  .  .,  et  Fe^ 
une  fonction  schématique  des  seules  variables  Ô,/.  Une  pareille  expres- 
sion portera  le  nom  de  somme  schématique,  et,  parmi  les  divers 
facteurs  qui  concourent,  comme  il  vient  d'être  dit,  à  sa  formation, 
nous  distinguerons,  d'une  part,  les  g  facteurs  schématiques 

F6,,     F,,,     ...,     Fô,, 
d'autre  part,  les  g  facteurs  monômes  correspondants 

(a?  — j?o)"»(jK— 7o)''^..-, 


{x—a;^,)^s{y—yo)^s.... 


Les  termes  élémentaires  de  la  somme  seront  les  produits  partiels 
qu'on  obtient,  sans  réduction  des  termes  semblables,  en  multipliant 
les  termes  élémentaires  de  tout  facteur  schématique  par  le  facteur 
monôme  qui  lui  correspond;  dans  le  cas  où  les  produits  partiels  dont 
il  s'agit  sont  tous  dissemblables,  la  somme  schématique  sera  dite  irré- 
ductible. Enfin,  les  termes  schématiques  de  la  somme  seront  les  g 
produits 

(X  — Xo/^M^r—Jo  )*"...  Fo„  (/i  =  I,  2,   ...,  g), 
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dont  chacun  fournit  tout  un  groupe  de  termes  élémentaires;  un 
terme  schématique  sera  dit  dégénéré,  si  le  facteur  schématique  qui 
y  figure  est  lui-même  dégénéré,  et  il  ne  fournira  alors  qu'un  seul 
terme  élémentaire  de  la  somme. 

Par  exemple,  dans  la  somme  schématique  (irréductible) 

où  ¥{y^  z)^  H(^)  désignent  deux  fonctions  schématiques,  il  y  a  deux 
termes  schématiques  qui  sont 

F(j,  z),         {x-x,)\\{x); 

ces   termes  contiennent  respectivement   les   deux  facteurs   schéma-. 

tiques 

¥{y,z),     H(a7), 

et  les  deux  facteurs  monômes 

I  ,       X  —  X() 

(dont  le  premier  est  de  degré  zéro).  Quant  aux  termes  élémentaires, 
les  uns  proviennent  du  premier  terme  schématique  F(y,  5),  et  sont 
de  la  forme 

OÙ  Afn^n  désigne  une  constante  arbitraire  (ou  schématique);  les 
autres  proviennent  du  deuxième  terme  schématique  (x  —  Xq)  H(:r), 

et  sont  de  la  forme 

Bp(x  —  Xo)P+'         (P^o), 

où  B^  désigne  une  constante  arbitraire. 
Dans  la  somme  schématique  (irréductible) 

Fo{z)  -^  {x  —  xo)  Fi{z)  ^  (X  —  xo^  Hoix) 

^  (x  —  xo)^  (z  —  zo)  Hi{x)  -h  Aoiy  ~ yo)  -i-  Xi{x  —  xo)  (y  —yo), 

OÙ  Fq{z)^  F,  (^),  Ho(jc),  H,(^)  désignent  des  fonctions  schéma- 
tiques, et  A^),  A,  des  constantes  schématiques,  il  y  a  six  termes  sché- 
matiques qui  sont 

Fo(-s),     (x  —  Xo)Fi{z),     {x  —  Xoy-no(x), 
(x  —  Xoy(z  —  Zo)iii(x),     Ao(jK— jKo),     Ai(x  —  x^)  (y —yo); 
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ces    termes   contiennent   respectivement    les   six    facteurs    scliéma- 

liques 

Fo(5),     F, (5),     Ho(>),     Hi(a7),     Ao,     A, 

(dont  les  deux  derniers  sont  dégénérés),  et  les  six  facteurs  monômes 

I,   x  —  x»,   (x  —  x^y,   {x  —  XQj^iz  —  z^),  y—j'o,    (■^  —  ^o)(y—ro). 

(dont  le  premier  est  de  degré  zéro).  En  ce  qui  concerne  les  termes 
élémentaires,  les  quatre  premiers  termes  schématiques  de  la  somme 
nous  fournissent  respectivement  les  quatre  groupes 

C„(x-Xo)(z-z,y^  (n^o), 

D,,(x  —  Xo)P^-  (P^o), 

L^(x  —  Xo)i-^i(z-Zo)         (q^o), 

OÙ  B,„,  Crt,  D^,  Lj  désignent  des  constantes  arbitraires;  quant  aux 
deux  derniers  termes  schématiques, 

A«(r  — ro),    ^1(^  —  ^0) (r—yo), 

qui  sont  dégénérés,  ils  sont  en  même  temps  des  termes  élémentaires 
de  la  somme. 

80.  On  dit  qu'un  monôme, 

\(x  —  Xo)''(y—yo)'^'-', 

entier  par  rapport  aux  diflerences  x  —  ^oj  y  —  Xoy  •  •?  est  divisible 
par  un  monôme  de  même  espèce, 

klix  —  x^)^'  iy—y^)'^' ..., 

si  aucune  des  différences 

a -a',     |î-3',      ... 

n'est  négative.  11  est  clair  que,  si  un  premier  monôme  est  divisible 
par  un  deuxième,  et  celui-ci  divisible  par  un  troisième,  le  premier 
l'est  forcément  par  le  troisième  :  car,  en  désignant  par 

a,     [i,      ...,         a',     [i',      ...,         a",     [i\      ... 

les  exposants  de  x  —  Xq^  y — j),,,  ...  dans  les   trois  monômes  res- 
H. 
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pectifs,  les  relations  évidentes 

a  —  a"  =  ( a  —  a' )  4-  (a'  —  a" ), 

[i-  [î"=([i_;i')  +  (rj'_  [3"), 


qui  ne  contiennent,  par  hypothèse,  aucune  différence  négative  dans 
leurs  seconds  membres,  ne  peuvent  non  plus  en  contenir  aucune  dans 
leurs  premiers  membres. 

Gela  posé,  considérons,  d'une  part,  une  fonction  schématique  de  ^, 
y,  . . .,  d'autre  part,  un  ensemble  E,  formé  avec  des  monômes  entiers 
par  rapport  à  x — Xq^  JK--JK05  •••1  ^l^i  présentent  tous  un  degré 
supérieur  à  zéro,  aient  pour  coefficient  l'unité,  et  soient  en  nombre 
essentiellement  limité  :  si,  dans  le  développement  de  la  fonction 
schématique,  on  supprime  tous  les  termes  élémentaires  qui  admettent 
pour  diviseur  quelqu'un  des  monômes  de  l'ensemble,  la  portion  res- 
tante du  développement  se  nommera  le  résidu  de  la  coupure  E,  pra- 
tiquée dans  le  développement  total. 

On  peut  évidemment,  sans  changer  le  résidu,  supprimer  de  l'en- 
semble E  tout  monôme  qui  admettrait  pour  diviseur  quelque  autre 
monôme  du  même  ensemble  :  en  opérant  les  suppressions  de  ce 
genre  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  en  ait  plus  de  possible,  on  tombe  finale- 
ment sur  un  ensemble  que  nous  qualifierons  d^ irréductible.  D'après 
cela,  si,  dans  une  fonction  schématique  de  x,  y,  . . .,  on  se  propose 
d'opérer  une  coupure  à  l'aide  d'un  ensemble  donné,  celui-ci, 
moyennant  la  suppression  éventuelle  de  quelques-uns  des  mo- 
nômes qui  le  constituent,  peut  toujours  être  supposé  irréductible. 

Enfin,  les  monômes  de  l'ensemble  donné  étant  tous,  par  hypothèse, 
de  degré  supérieur  à  zéro,  si,  comme  nous  allons  en  démontrer  la 
possibilité,  on  met  le  résidu  de  la  coupure  sous  la  forme  d'une  somme 
schématique  irréductible,  l'expression  ainsi  obtenue,  dont  tous  les 
facteurs  monômes  sont  nécessairement  distincts,  en  contiendra  un, 
et  un  seul,  de  degré  zéro. 

81.  Si,  dans  une  fonction  schématique,  on  se  propose  d'opérer 
une  coupure  à  l'aide  d'un  ensemble  E,  l' application  d' un  procédé 
tout  élémentaire  (dont  l'indication  se  trouve  contenue  dans  la  démon- 
stration ci-après)  fournit  pour  le  résidu  une  somme  schématique 
irréductible  (n""  79  et  80). 
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1.  Par  rapport  à  un  ensemble  donné  E,  on  peut  partager  les  varia- 
tions indépendantes  en  deux  g^roupes,  suivant  qu'elles  figurent  effec- 
tivement ou  non  dans  l'ensemble  dont  il  s'agit.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  le  premier  groupe  comprenne  trois  variables  x^  y,  ^, 
et  le  second  deux  variables  s^  t. 

Cela  étant,  le  monôme 

(I)  {X  -  xo)^  (  r  -ro  )?  (5  -  -o)Y  (s  ^s,)\^(t-  hr 

est  divisible  par  quelqii un  des  monômes  de  V ensemble  E,  ou  bien 
n'est  divisible  par  aucun  d^eux^  suivant  que  le  monôme 

(a)  (ar  — JTo)»  (y  -y,)^  {z  -  z,)^ 

possède  lui-même  l'une  ou  Vautre  propriété. 
Soient  en  effet 

^  {X-  x„)«.(jK— ro)P>(--2o)ÏS 
(3)  •  (x-x,:)'^^(y—yQ)%(z  —  ZQ)'{>, 


les  divers  monômes  de  l'ensemble  E.  Pour  que  le  monôme  (i)  ne  soit 
divisible  par  aucun  des  monômes  (3),  il  faut  et  il  suffît  que  chacune 
des  lignes  horizontales 

a  — a,,     [i  — >i,     Y  — Ti5     [^  —  o,     v  —  o, 
a  —  «2,     'i  —  %,     Y  —  Y2,     fJ-  —  o,     V  —  o, 


contienne  au  moins  une  différence  négative,  c'est-à-dire,  puisque  les 
quantités  |jl  —  o,  v  —  o  sont  positives  ou  nulles^  que  chacune  des 
lignes  horizontales 

a  — a,,     [i  — .3,,     Y  — ïi' 
a  — aj,     '^  —  %     Y  — Y2» 


contienne  au  moins  une  dillérence  négative.  Or,  c'est  précisément  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  monôme  (2)  ne  soit 
divisil>le  par  aucun  des  monômes  (3). 

D'après  cela,  si  l'on  pratique  la  coupure  E,  d'abord  dans  le  déve- 
loppement d'une  foncticm  schématique  de  .r,  y,  s,  puis  dans  le  déve- 
loppement d'une  fonction  schématique  de  x^  jk,  2,  s^  i,  le  second 
résidu  pourra  se  déduire  du  premier  en  y  remplaçant  le  coefficient  de 
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chaque  terme  élémentaire  par  une  fonction  schématique  de  5,  t.  On 
pourra  donc,  pour  mettre  le  résidu  de  la  coupure  sous  la  forme  d'une 
somme  schématique  irréductible,  procéder  exactement  comme  si  les 
variables  5,  t  n'existaient  pas  :  on  aura  soin  seulement,  le  problème 
une  fois  résolu  dans  ces  conditions,  de  considérer  chacun  des  fac- 
teurs schématiques  de  la  somme  comme  dépendant  non  seulement 
de  celles  d^ entre  les  variables  x^  y,  z  qui  entrent  visiblement  dans 
son  expression,  mais  encore  de  s^  t\  les  constantes  schématiques, 
notamment,  devront  être  considérées  comme  des  fonctions  schéma- 
tiques de  5,  t. 

II.  Notre  proposition  est  exacte  si  V ensemble^ ne  dépend  effec- 
tivement que  d'une  seule  des  différences  obtenues  en  retranchant 
de  chaque  variable  sa  valeur  initiale. 

Si,  désignant  les  variables  indépendantes  par  x^  y,  ...  et  leurs 
valeurs  initiales  par  Xq^  ya^  . . .,  on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que 
X  —  Xq  soit  la  différence  dont  il  s'agit,  l'ensemble  E,  rendu  irréduc- 
tible (n"  80),  se  compose  nécessairement  d'un  monôme  unique  tel 
que  [x  —  XqY^  où  a  est  >  o.  En  faisant  provisoirement  abstraction, 
comme  il  est  dit  dans  l'alinéa  I,  des  variables  autres  que  x^  le  résidu 
a  manifestement  pour  expression 

AoH-  Ai(a7  — ^0)  +  A2(a7  — ^0)^  +  . .  .-1-  ^ol-\{x  — -"Z^o)^"', 

où  Ao,  A,,  Ao,  ...,  Aa_i  désignent  des  constantes  schématiques  :  il 
ne  reste  plus  alors  qu'à  remplacer  ces  constantes  par  autant  de  fonc- 
tions schématiques, 

Fo(7,  ...),     F,(j,  ..,),     ¥,{y,,..),      ...,     Fa-i(r,  •••), 

des  variables  autres  que  x^  et  l'on  tombe  ainsi  sur  la  somme  irréduc- 
tible 

(4)       Fo(jK,  ...)  +  (^-^o)F,(7,  ...)^{x-x,Y¥^{y,  ...)+... 

III.  Si  notre  proposition  est  exacte  dans  le  cas  oii  l'ensemble 
donné  ne  dépend  effectivement  que  de  k  difféiences^  y  — y^^  . .  .y 
elle  l'est  encore  dans  le  cas  oii  il  dépen  I,  en  outre^  d'une  autre 
différence,  x  —  x^^. 
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Le  point  à  établir  est  évident,  si  l'ensemble  E,  une  fois  rendu  irré- 
ductible, ne  contient  plus  la  différence  x  —  Xq, 

Si,  même  après  cette  réduction,  l'ensemble  E  dépend  de  la  diffé- 
rence X  —  x^^  désignons  par  a  l'exposant  maximum  (>  o)  dont  elle 
se  trouve  affectée  dans  l'ensemble,  et  partageons  ce  dernier  en  plu- 
sieurs autres, 

E",     El,     E2,     ...,     Ea-i,     E^, 

suivant   que,   dans  les  divers  monômes  de  E,  la  différence  x  —  x^ 
figure  avec  l'un  ou  l'autre  des  exposants 


En  supposant,  comme  nous  le  faisons,  que  l'ensemble  E  ait  été  rendu 
irréductible,  les  monômes 

x  —  xq,    ix  —  x^y-,    ...,    {x  —  x^Y-^ 

sont  absents  des  ensembles  respectifs 

(5)  E»,     E2,     ...,     Ea-i, 

sans  quoi  les  termes  de  E*  admettraient  comme  diviseur  quelque  mo- 
nôme des  ensembles  (5);  quant  à  l'ensemble  E'^,  il  peut,  suivant  les 
cas,  contenir  ou  non  le  monôme  {^x  —  Xq)^.  Cela  étant,  nous  désigne- 
rons par 

les  ensembles  respectivement  déduits  de  (5)  en  remplaçant  par  zéro, 
dans  chacun  de  leurs  monômes,  l'exposant  de  x  —  ^o?  sans  changer 
les  exposants  des  autres  différences;  et,  dans  l'hypothèse  où  E^'  ne 
contiendrait  pas  le  monôme  (^x  —  Xç^)^^  nous  nommerons  e^  l'en- 
semble déduit  de  E*  par  la  même  opération.  En  posant,  pour  raison 
de  symétrie,  <?»=  E",  il  est  clair  que  dans  l'ensemble 

figurent  seulement  k  différences. 

Supposons  maintenant,  comme  nous  y  autorise  la  remarque  de 
l'alinéa  f,  que  la  fonction  schématique  dans  laquelle  il  s'agit  de  pra- 
tiquer la  coupure  E  ne  dépende  que  des  k  -\-  i  variables  ^,  y,  .  • .,  et 
décomposons  par  la  pensée  le  résidu  delà  coupure  en  divers  tronçons 
comprenant  :  le  premier,   les  termes  élémentaires  indépendants  de 
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X  —  Xq',  le  second,  les  termes  élémentaires  du  premier  degré  en 
X  —  Xq\  le  troisième,  les  termes  élémentaires  du  second  degré 
en  X  —  Xq\  etc.;  l'avant-dernier,  les  termes  élémentaires  de  degré 
a  —  I  en  ^  —  x^^\  et  le  dernier,  tous  les  termes  élémentaires  restants, 
c'est-à-dire  ceux  qui  sont  d'un  degré  au  moins  égal  à  a  par  rapport 
à  ^  —  Xq.  Le  résidu  pourra  alors  s'écrire 

(6)        To(jK,  ...)  +  (^-^o)Ti(7,  ,..)^{x-x,y'T^{y,  ...)-^r... 
et  si,  dans  cette  expression,  chacun  des  multiplicateurs 


(7)  .  r^,  , 
(                                                     T(57,JK,   ...) 

est  mis  sous  forme  d'une  somme  schématique  irréductible,  il  en  sera 
évidemment  de  même  pour  l'expression  (6). 

D'autre  part,  le  développement  total  de  la  fonction  schématique, 
partagé  en  tronçons  comme  le  résidu,  peut  évidemment  s'écrire 

Fo(j,  ...)^{x-x,)¥,{y,  ...)^{x  —  x^Y¥.^{y,  ...)+•.. 
^ix-x,)^-^¥^-,{y,  ...)^{x~x,)^¥{x,y,  ...), 
où 

Fo(j,  ...),     Fi(^,  ...),     F^Cjk,  ...),     ..-,     F«-.,(r,  •••), 
¥{x,y,  ...) 

désignent  des  fonctions  schématiques. 
Or,  considérons  les  deux  monômes 

(8)  (^x-x^)^{y—y^)i>..., 

(9)  (r-yo/^.., 

dont  le  second  se  déduit  du  premier  en  y  remplaçant  l'exposant  a  par 
zéro.  Pour  que  le  monôme  (8)  n'admette  comme  diviseur  aucun  des 
monômes  de  l'ensemble  E,  il  faut  et  il  suffit  : 

Si  «  =  o,  que  le  monôme  (9)  ne  soit  divisible  par  aucun  des  mo- 
nômes de  e^  ; 

Si  a  =  I,  que  le  monôme  (9)  ne  soit  divisible  par  aucun  des  mo- 
nômes de  [e<^,  <?']; 

Si  rt  =  2,  que  le  monôme  (9)  ne  soit  divisible  par  aucun  des  mo- 
nômes de  [eo,  e',  e-]; 

Etc.; 
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Si  «  =  a  —  I,  que  le  monôme  (9)  ne  soit  divisible  par  aucun  des 
monômes  de  [e*,  e\e-,  . ..,  e^~*]. 

11  suffira  donc,  pour  connaître  successivement 

To(r,  •••),     T,(v.  .....     T,(y,...),     ...,     Ta-i(7,  ...). 

de  pratiquer,  dans  le  développemenl  d'une  fonction  schématique  des 
seules  variables  ^,  . . . ,  les  coupures  respectives 

[eo].     [c»,  e>],     [e«,  e»,  e'J,     ...,     |>o,  e»,  e^  . . .,  e»-!]. 

Reste  à  calculer  T(j7,  ^,  . . .).  Si  l'ensemble  E*^  contient  le  monôme 
(x  —  •^o)^i  T(:c,  y,  . . .)  est  identiquement  nul.  Dans  le  cas  contraire, 
on  observera  qu'en  donnant  à  a  une  valeur  quelconque  supérieure  ou 
égale  à  a  et  posant  a —  oL^^a'^  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  monôme  (8)  ne  soit  divisible  par  aucun  monôme  de  £ 
e^t  que  le  monôme 

ne  le  soit  par  aucun  monôme  de 

Cio.  [eo,  g»,  e^,  . ..,  e^c-i^  e*  ]  ; 

en  conséquence,  il  suffira,  pour  connaître  T{x,y,  . . .),  de  pratiquer 
la  coupure  (10)  dans  le  développement  d'une  fonction  schématique 
de  toutes  les  variables  x, y,  .... 

Ainsi,  les  expressions  (7)  proviennent  toutes  de  coupures  opérées 
à  l'aide  d'ensembles  où  figurent  au  plus  /x  différences;  elles  peuvent 
donc,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis,  se  mettre  sous  forme  de  sommes 
schématiques  irréductibles,  et  il  en  est  de  même,  par  suite,  pour 
l'expression  (6). 

IV.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  11  et  III  suffit  à  établir 
l'exactitude  de  notre  énoncé  général. 

82.  Supposons  que  le  résidu  d'une  coupure  E,  pratiquée  dans  le 
développement  d'une  fonction  schématique  de  .x,  y,  . . .,  ait  été  mis, 
d'une  manière  quelconque,  sous  la  forme  d'une  somme  schématique 
irréductible, 


(n) 


2(^--^or«(jK-jKoy'"...F6, 
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(où  a„,  6,/,  ...  désignent  des  entiers  positifs  ou  nuls,  %,  un  groupe  de 
variables  extrait  du  groupe  total  ;r,  y,  . . .,  et  Fq^  ime  fonction  sché- 
matique des  seules  variables  9,,);  puis,  désignons  par  cl),^  le  groupe  de 
variables  complémentaire  du  groupe  8,,,  c'est-à-dire  tel  que  l'en- 
semble de  ces  deux  groupes  reproduise  une  fois  et  une  seule  chacune 

des  variables  indépendantes  ^,  JK, 

Cela  posé,  si,  considéj^ant  le  développement  schématique  total 
de  notre  fonction,  on  en  prend  (conformément  à  la  règle  du  n°  53) 
la  dérivée  d'ordres  partiels  an^  6,/,  ...,  et  qidon  attribue  ensuite 
aux  variables  du  groupe  w„  leurs  valeurs  initiales,  on  tombe  sur 
un  développement,  ^rj  ,  Jie  dépendant  évidemment,  comme  Fq^^,  que 
des  seules  variables  du  groupe  ^n-  Je  dis  que  ces  deux  développe- 
ments, Fq,,,  <I>e,^,  peuvent  se  déduire  V un  de  Vautre  par  des  déri- 
vations ou  des  quadratures  (n°  78)  (exécutées  conformément  aux 
règles  des  n"^  o3  et  77),  et  que  la  convergence  du  premier  dans 
certaines  limites  entraîne  celle  du  second  dans  les  mêmes  limites, 
et  réciproquement. 

I.  Si  une  série,  ayant  pour  termes  certains  monômes  entiers  et 
dissemblables  en  x — Xq^  y — jKo?  •••  «  coefficients  arbitraires, 
contient  en  facteur  dans  tous  ses  termes  le  monôme 

et  si  l'on  effectue  sur  elle  (conformément  à  la  règle  du  n"  53)  la 
dérivation  d'ordres  partiels  a.,i^  bn-,  . . .,  il  suffit,  pour  remonter  du 
développement  ainsi  obtenu  au  premier,  d'effectuer  sur  lui  (con- 
formément à  la  règle  du  n"  77)  an  quadratures  relatives  à  .r,  bn  rela- 
tives à  y,  etc.,  en  ayant  soin  que  le  résultat  de  chaque  quadrature 
s'annule  pour  la  valeur  initiale  de  la  variable  qu'elle  intéresse 
(n«  78). 

Cette  remarque,  qu'on  vérifie  sans  peine  pour  un  terme  quelconque 
du  développement  donné,  s'applique  par  là  même  au  développement 
tout  entier. 

II.  Revenons  à  notre  énoncé  général. 

Si  un  terme  élémentaire  du  développement  de  notre  fonction  sché- 
matique ne  contient  pas  en  facteur 

(12)  {x-x^Yn{y-y^)bn...^ 
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la  dérivation  d'ordres  partiels  a,iy  bni  • . .,  exécutée  sur  le  terme  dont 
il  s'agit,  donnera  pour  résultat  zéro.  Si  un  terme  élémentaire  du 
même  développement  contient  en  facteur  le  monôme  (12),  et  si, 
abstraction  faite  de  ce  facteur,  il  dépend  de  quelqu'une  des  variables 
du  groupe  ci>„,  la  dérivation  d'ordres  partiels  a„,  è„,  . . .,  puis  l'attri- 
bution dans  le  résultat  aux  variables  co,/  de  leurs  valeurs  initiales,  don- 
neront encore  un  résultat  nul.  Il  suffit  donc,  pour  etTectuer  l'opéra- 
tion indiquée  par  l'énoncé,  de  considérer,  dans  le  développement  de 
notre  fonction  schématique,  l'ensemble  des  termes  élémentaires  qui 
contiennent  en  facteur  le  monôme  (12),  et  qui,  abstraction  faite  de 
ce  facteur,  dépendent  des  seules  variables  G,/.  Or,  les  termes  dont  il 
s'agit  sont  précisément  ceux  que  contient  l'expression 

car,  s'il  en  existait  d'autres  dans  la  portion  de  développement  que  re- 
présente l'expression  (i  1),  cette  dernière,  contrairement  à  notre  Hypo- 
thèse, ne  serait  pas  irréductible;  et,  s'il  en  existait  d'autres  dans  la 
portion  restante,  les  deux  portions  contiendraient  des  termes  élémen- 
taires respectivement  semblables,  ce  qui  est  absurde. 

Il  suffit  donc,  pour  passer  de  Fq,,  à  <ï>0  ,  de  multiplier  F^^  par  le 
monôme  (12)  et  d'exécuter  sur  le  produit  la  dérivation  d'ordres  par- 
tiels an,  b„, Inversement  (I),  pour  passer  de  0  ^^  à  Fo„,  on  exé- 
cutera, sur  ^fj  ,  a„  quadratures  relatives  à  ^,  b,i  relatives  à  y,  etc.,  en 
ayant  soin  que  le  résultat  de  chaque  quadrature  s'annule  pour  la 
valeur  initiale  de  la  variable  qu'elle  intéresse  ;  puis  on  supprimera, 
dans  la  série  ainsi  obtenue,  le  facteur  commun  (12). 

Dans  le  cas  où  le  monôme  (12)  ne  contient  effectiçement  aucune 
des  variables  hn,  il  est  clair  que  les  deux  développements  Fq  ,  <Ï>q^  ne 
diffèrent  l'un  de  l'autre  que  par  un  simple  facteur  numérique,  et 
qu'on  a 

^On  =  I .  -2 . . .  a„  X  1 . 2 . . .  6,t  X  . . .  X  F6„. 

83.  Supposons  que,  dans  une  question  quelconque,  a  désigne  une 
fonction  inconnue  des  variables  ^,  jr,  ...,  assujettie,  entre  autres 
conditions,  à  être  développable  à  partir  des  valeurs  particulières  .Tq, 
Vo,  ...;  tous  les  coefficients  du  développement  étant,  jusqu'à  nouvel 
ordre,  indéterminés,  ou,  en  d'autres  termes,  le  développement  étant, 
jusqu'à  nouvel  ordre,   schématique,  désignons   par  E  un  ensemble 
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donné,  et  considérons  le  résidu  de  la  coupure  pratiquée  dans  le  déve- 
loppement à  l'aide  de  E  (n"  80);  supposons  enfin  que,  parmi  les 
coefficients,  jusqu'ici  tous  indéterminés,  du  développement  de  u^ 
ceux  du  résidu  soient  assujettis  à  avoir  des  valeurs  numériques  assi- 
gnées d'avance  (et  choisies  de  telle  façon  que  le  résidu  soit  conver- 
gent). Gela  étant,  si  le  résidu,  considéré  d'abord  schématiquement, 
a  été  mis  sous  la  forme  d'une  somme  schématique  irréductible  telle 
que  (il),  la  donnée  dont  il  s'agit  pourra  se  formuler  des  deux  ma- 
nières suivantes  : 

Ou  bien  on  se   donnera  (numériquement,   comme  il  vient  d'être 

dit)  les  g  fonctions 

Fo,,     F6„      ...,     Fo^„, 

qui  figurent  (schématiquement)  dans  l'expression  (i  i)  ; 
Ou  bien,  faisant  successivement 

on  se  donnera  (numériquement)  la  fonction  des  variables  8;^  à  laquelle 
se  réduit 

par  l'attribution  aux  variables  w,;  de  leurs  valeurs  initiales. 

Moyennant  le  recours  éventuel  à  des  quadratures,  cette  seconde 
donnée  est,  comme  nous  venons  de  \eyo\Y  [n''  ^^)^  entièrement  équi- 
valente à  la  première,  et  se  compose  de  développements  conver- 
geant respectivement  dans  les  mêmes  limites. 

Par  exemple,  si  l'ensemble  E  se  réduit  au  monôme  unique  {x  —  x^^^ 
(où  a  est  >>  o),  la  donnée,  dans  une  question  quelconque,  de  la  por- 
tion du  développement  de  u  qui  résulte  de  la  coupure  E,  pourra  se 
formuler  :  soit  par  celle  des  a  fonctions 

Fo(r,  ...),     Fi(j.,  ...),     F2(jK,  .,.),      ••.,     Fa-i(r,  ..•), 

qui  figurent  dans  la  formule  (4);  soit  par  celle  des  a  fonctions  àe  y^  ... 
auxquelles  se  réduisent  respectivement 

du       iP-  u  da-i  u 


'      âx       âx^  ôx^ 

pour  X  =  Xq. 
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8i.   Appliquons  cette  méthode  à  quelques  exemples. 

I.  Considérons  une  fonction,  provisoirement  schématique,  ?/,  des 
variables  x^  y^  z,  . . . ,  et  un  ensemble  E  composé  du  seul  monôme 

où  a  et  3  sont  l'un  et  l'autre  supérieurs  à  zéro. 

En  adoptant  les  mêmes  notations  qu'à  l'alinéa  111  du  n°81,  on  voit 
que  les  ensembles  E**,  E*,  . . .,  E^~*  n'existent  pas,  et  que  l'ensemble  E^ 
se  réduit  à  (x  —  Xo)^(y — JKo)^;  4"^?  P^r  suite,  les  ensembles  e^^ 
e',  .. .,  e^~*  n'existent  pas,  et  que  l'ensemble  e°'  se  réduit  à  (y — jKo)^- 
Si  donc,  dans  l'expression  (6),  on  fait  abstraction  du  dernier  terme, 
les  coefficients  des  puissances  successives  de  ^  —  Xq  dans  les  a  termes 
qui  précèdent  se  réduisent  à  de  simples  fonctions  schématiques  des 

seules  variables  y,  z, Quant  au  coefficient  de  (x  —  Xq)'^  dans  le 

dernier  terme,  il  s'obtiendra  en  pratiquante  coupure  (y  —yo)^  dans 
le  développement  d'une  fonction  schématique  de  toutes  les  variables 
x,y,  Zj Il  vient  ainsi  (n"  81,  11),  pour  l'expression  (6), 

-h(:C  — a7o)«[Ho(a7,   z,    ...)-|-(j^_.jKo)Hi(a7,   z,    ...)+    ..• 

+  (r-ro)P-iHp_i(x,^,  ...)], 
c  est-a-dire 


(i3) 


-f-r:r-;ro)aHo(^,^,  . . .)  4- (^r  —  ^o)^  (r -Jo)  Hi(a^,  ^,  ...)+..• 
^(x-a;o)^(r—yofi-'li^-i(x,z,  . . .), 


OÙ  Fo,  F,,  ...,  Fa_i  désignent  des  fonctions  schématiques  de  jk, 
z,  .. .,  et  Ho,  H<,  . . .,  Hp_,  des  fonctions  schématiques  de  x,  z, 

Cela  étant,  la  donnée  (numérique),  dans  une  question  quelconque, 
de  la  portion  du  développement  de  u  qui  résulte  de  la  coupure  E, 
pourra  se  formuler  : 

Soit  par  celle  des  a  H-  j3  fonctions 

Uoix,  z,  ...),     lli(a;,  z,  ...),     ...,     Hp_i(a7,  z,  .  . .), 

qui  figurent  (schématiquement)  dans  l'expression  (i3)  ; 

Soit  par  celle   :    i°  des  a   fonctions   de  y,  z,   ...   auxquelles  se 
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réduisent  respectivement 


du  ()°'-i  u 


pour  ^  =:  Xq  ;  2"  des  ^  fonctions  àe  x^  z,  ...  auxquelles  se  réduisent 
respectivement 


dx^        dx^  dy  dx^  dyP-i 

pourjK=ro- 

Il  est  clair  qu'en  permutant,  dans  l'opération  précédente,  les  rôles 
respectifs  des  variables  x  et  y,  on  arrivera,  pour  la  portion  considérée 
du  développement  de  u^  à  la  forme  schématique 

(l4)      Po(^,^,  ...)  +  (jK— JKo)Pi(^, -,  ...)-h...+  (jK~7o)^*-'  P^-i(^,  ^,  ...) 

-+- {y -ro)P Qo(r.  ^, . . .)  +  (r  -  jo)^ (^ -  ^o) Qi(r,  -, ...)+... 

Dans    une    question    quelconque,  la  donnée    (numérique)    de  cette 
portion  de  développement  pourra  donc  encore  se  formuler  : 
Soit  par  celle  des  a  +  j3  fonctions 

Qo(jK,^,  ...),      Qi(jK,-,  ...),      •••»      Qa-i(jK5-,  ...). 

qui  figurent  (schématiquement)  dans  l'expression  (i4); 

Soit  par  celle  :  1''  des  [j  fonctions  de  ^,  :3,  ...  auxquelles  se  ré- 
duisent respectivement 

du  d^-^  Il 


u, 


dy  dy^- 


pour  y  =  yo5  2"  des  a  fonctions  de  j^^y  5,  . . .  auxquelles  se  réduisent 
respectivement 


dy^        dy^  dx  dy^  âx^-'^ 

pour^  =  :ro. 

II.   Considérons  une  fonction,  provisoirement  schématique,  w,  des 
trois  variables  x\y,  z,  et  un  ensemble  E  composé  du  seul  monôme 

(i5)  (a;  —  xo)(y—y(,)(z  —  Zo). 

En  adoptant  les  mêmes  notations  qu'à  l'alinéa  III  du  n''  81,  on  voit 
que    a  =  I ,    que   l'ensemble  E^  n'existe  pas,   et  que  l'ensemble  E*^ 
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OU  E'  se  réduit  au  monôme  (i5);  que,  par  suite,  l'ensemble  e'^  ou  <?' 
se  réduit  au  monôme  (r — jKo)  (^  —  ^o)-  Dans  la  formule 

(i6)  ToC^-,  5)-+-(^r--.ro)T(a7,  j,  5), 

l'expression  To(^,  5)  se  réduit  donc  à  une  fonction  scliématique  des 
seules  variables  y  et  s,  et  l'expression  T(^,  y^  z)  s'obtiendra  en  pra- 
tiquant la  coupure  (y — yo)  (^  —  ^o)  dans  le  développement  d'une 
fonction  schématique  des  trois  variables  ^,  jr,  ^  :  on  a  ainsi,  confor- 
mément à  l'exemple  I, 

T(a;,y,  z)  =  U(x,  z)  -^  (y  -  yo)K(x,  y), 

et  la  formule  (16)  devient  alors 

(17)  F(y,  z)-h(T  —  To)U{x,  5)-f-(.r  — a7o)(jK— 7o)K(.r,7), 

OÙ  ¥(y,z)j  H(,r,  z),  K(x,y)  désignent  trois  fonctions  schéma- 
tiques. 

Cela  étant,  la  donnée  (numérique),  dans  une  question  quelconque, 
de  la  portion  du  développement  de  a  qui  provient  de  la  coupure  E, 
pourra  se  formuler  : 

Soit  par  celle  des  trois  fonctions  F(jk,  z),  H(x,  2),  K(^,  y)^  qui 
figurent  (schématiquement)  dans  l'expression  (17); 

Soit  par  celle  :    i"  de  la  fonction  de  j  et  ^  à  laquelle  se  réduit  u 

pour  jT  ^  Xq;  2"  de  la  fonction  de  :r  et  ^  à  laquelle  se  réduit  — -  pour 
y=yo]  3"  de  la  fonction  de  ^  et  jk  à  laquelle  se  réduit  pour 

z  =  Zq. 

En  permutant  d'une  façon  quelconque,  dans  l'opération  précé- 
dente, les  rôles  respectifs  des  trois  variables  x,  j',  z^  on  arrivera,  pour 
la  portion  considérée  du  développement  schématique  de  u,  à  une 
forme  se  déduisant  de  (17)  par  la  permutation  dont  il  s'agit.  Comme 
il  existe  six  permutations  de  trois  objets,  on  obtiendra  en  tout  six 
formes,  de  chacune  desqiielles  on  déduira,  comme  ci-dessus,  deux 
manières  de  formuler  la  donnée  de  cette  portion  de  développement. 

III.  Si  l'ensemble  E  se  compose  exclusivement  de  monômes  du 
premier  degré,  par  exemple 
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il  est  clair  que  la  portion  du  développement  schématique  de  u  qui 
résulte  de  la  coupure  E  se  réduit  à  une  fonction  schématique  des 
variables  autres  que  x  el  y,  \a  donnée  (numérique),  dans  une  ques- 
tion quelconque,  du  résidu  de  cette  coupure,  se  formulera  donc  par 
celle  de  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  u  pour 

x  —  X(,  =  y—yo^o. 

IV.  Supposons  que  la  fonction,  provisoirement  schématique,  u 
dépende  des  trois  variables  x^  y,  z^  et  que  l'ensemble  E  se  compose 
des  deux  monômes 

{x  —  Xçi){y—yQ),     (x  —Xo){z  —  z^). 

En  adoptant  les  mêmes  notations  qu'à  l'alinéa  III  du  n"  8i,  on  voit 
que  a=i,  que  l'ensemble  E^  n'existe  pas,  et  que  l'ensemble  E'" 
ou  E^  se  compose  des  deux  monômes  ci-dessus  ;  que,  par  suite,  l'en- 
semble e^  ou  e^  se  compose  des  deux  monômes 

(r8)  y  —  y<i,     z  —  zq. 

Dans  la  formule  (i6),  l'expression  To(.r,5)  se  réduit  donc  à  une 
fonction  schématique  des  seules  variables  y  et  z^  et  l'expression 
T(^,  y,  z)  s'obtient  en  pratiquant  la  coupure  (i8)  dans  le  dévelop- 
pement d'une  fonction  schématique  de  x.  y,  2;  conformément 
à  l'exemple  III,  T(.r,  y,  z)  est  alors  une  fonction  schématique  de  la 
variable  x,  et  l'expression  (16)  prend  la  forme 

(19)  ¥{y,  z)-^{x  —  Xo)l\(x). 

Gela  étant,  la  donnée  (numérique),  dans  une  question  quelconque, 
de  la  portion  du  développement  de  u  qui  résulte  de  la  coupure  E, 
pourra  se  formuler  : 

Soit  par  celle  des  deux  fonctions  ¥[y^z)^  W[x)^  qui  figurent 
(schématiquement)  dans  l'expression  (19)  ; 

Soit  par  celle  :  i"  de  la  fonction  de  jk  et  5  à  laquelle  se  réduit  u 

pour  X  ^=  Xq]  2"  de  la  fonction  de  x  à  laquelle  se  réduit  —  pour 

V.  Supposons  que  la  fonction,  provisoirement  schématique,  u 
dépende  des  trois  variables  ^,  y,  z^  et  que  l'ensemble  E  se  compose 
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des  trois  monômes 

Dans  le  cas  actuel,  a  est  égal  à  i ,  l'ensemble  E»  se  compose  des 
deux  monômes 

(20)  (r  — vo)(-  — -0),  (7— ro)^ 

et  l'ensemble  E^'  ou  E'  du  monôme  unique  x  —  Xq]  l'expression 
T(x,y,  z)  qui  ligure  dans  la  formule  (16)  est  donc  identiquement 
nulle,  et  l'expression  To(y,  z)  s'obtient  en  pratiquant  la  coupure  (20) 
dans  le  développement  d'une  fonction  schématique  des  seules  va- 
riables j'  et  z.  En  ordonnant  Tensemble  (20)  d'après  les  degrés  crois- 
sants de  ses  monômes  relativement  àjK  —  jKo?  et  appliquante  méthode 
exposée  au  n"  81,  on  voit  immédiatement  :  i"  que  l'expression 
To(y,  z)  est  de  la  forme 

So(z)  -^  (  y  -yo)Si(  z)  -^  (  y  -  yoï'  S^(z)  ^  (y  -  j,y  S{y,  z); 

•2"*  que  S(^,  z)  est  identiquement  nul;  3^  que  80(5)  est  une  fonction 
schématique  de  z;  4"  que  S,(^)  et  S2(^)  s'obtiennent  en  pratiquant 
la  coupure  (z  —  Zq)  dans  le  développement  d'une  fonction  schéma- 
tique de  z,  et  se  réduisent  par  conséquent  à  des  constantes  schéma- 
tiques. 

En  définitive,  on  obtient,  pour  le  résidu  de  la  coupure  E,  l'ex- 
pression 

(21)  F(-)-^-A(7-JKo)-i-B(JK-JKo)^ 

où  A,  B  désignent  deux  constantes  schématiques,  et  F(^)  une  fonc- 
tion schématique. 

Cela  étant,  la  donnée  (numérique),  dans  une  question  quelconque, 
du  résidu  de  cette  coupure,  pourra  se  formuler  : 

Soit  parcelle  de  la  fonction  F{z)  et  des  deux  constantes  A,  B,  qui 
figurent  (schématiquement)  dans  l'expression  (21); 

Soit  par  celle  :  i"  de  la  fonction  de  z  à  laquelle  se  réduit  11  pour 

x  —  x^,  =  y—y^,=  o; 

2"  des  valeurs  numériques  auxquelles  se  réduisent  respectivement  ^ 

^^  JJyz  ^^^^^^  ^^  'A'^^i^'hue  simultanément  à  toutes  les  variables  leurs 
valeurs  initiales  Xq,  yQ,  Zq. 
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VI.  Supposons  que  la  fonction,  provisoirement  schématique, 
u  dépende  des  trois  variables  x^  y,  z^  et  que  l'ensemble  E  se  compose 
des  quatre  monômes 

{x  —  x^y-iz  —  z^Y,     {x  —  x^Yiy—y^),     (jK  — ^o)  (- — -o),     (y— .ro)'- 

En  ordonnant  l'ensemble  E  d'après  les  degrés  croissants  de  ses 
monômes  relativement  ky  — y^^  on  obtient  les  trois  ensembles 

{X  - x.y- {z  -  z,)\ 

(x  -xoy-ix  -yo),   (z  — ^o)(r— ro), 

(7-roy^ 

Le  résidu  de  la  coupure  E  est  donc  de  la  forme 

T,(x,  z)  .-^  (y  -yo)T,(x,  z)  ^  (y  -  yoyT{x,  y,  z), 

et  l'on  voit,  par  l'application  de  notre  méthode  :  i"  que  T(.r,y,  z)  est 
identiquement  nul;  2^  que  To(x,  z)  s'obtient  en  pratiquant  la  cou- 
pure {x  —  ^0)'  (^  —  ^0)"  dans  le  développement  d'une  fonction  sché- 
matique des  seules  variables  .r  et  ^;  3"  que  T,(j?,  z)  s'obtient  en  pra- 
tiquant la  coupure 

(x  —  xoy{z  —  z^y,   (x  —  xoy,    z  —  zo, 

ou,  ce  qui  revient  au  même  (n"  80),  la  coupure 

(x—x^y,     Z—Zo 

dans  le  développement  d'une  fonction  schématique  des  seules  va- 
riables œ  et  z. 

En  calculant,  d'après  cela,  les  expressions 

To(x,zy     T,(x,z), 

on  trouvera  :  i*^  qu'elles  ont  respectivement  les  formes 

To(x,  z)  —  So(z)  -+-(x  —  Xo)  Si(2)  -+'(x  —  Xoy  S(x,  z), 
Ti(x,  z)  =  l]o(x)  -h(z  —  Zo)\](x,  z); 

2"  que  l]{x^  z)  est  identiquement  nul,  que  S(Xj  z)  s'obtient  en  pra- 
tiquant la  coupure  (s —  ::o)"  dans  le  développement  d'une  fonction 
schématique  de  x  et  s,  que  So(-)  et  81(5)  sont  des  fonctions  sché- 
matiques de  z^  et  que  [Jq{x)  s'obtient  en  pratiquant  la  coupure 
(x  —  ^0)^  dans  le  développement  d'une  fonction  schématique  de  x. 
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Jl  \ienl  ainsi 

-4-  (a:  —  Xo)-  Ho(^)  -i-  (.r  —  .ro)2  (^  —  «o)  Hi(:r), 
Ti(a",  z)=  Ao-+- A,(ar  —  a-o), 

OÙ  Ao,  A|  désignent  des  constantes  schématiques,  et  Fq(3),  F,  (^), 
Ho(.r),  H,(^)  des  fonctions  schématiques;  on  en  déduit,  pour  le 
résidu  de  la  coupure  E,  l'expression 

(•î3)     Fo(z)-^(x  —  Xo)[^i{z)-h(x  —  Xo)^Uo(x) 

-H  (x  -  xoy-  (z  —  zo)  Uiix)  -f-  Ao(7  — jKo)  -H  Ai(^  —  x,;)(y—yo)' 

En  conséquence,  la  donnée  (numérique),  dans  une  question  quel- 
conque, du  résidu  de  cette  coupure,  pourra  se  formuler  : 

Soit  parcelle  des  quatre  fonctions  Fo(^),  F^(z)J  Ho(^),  H,  (.x)  et 
des  deux  constantes  Aq,  A,,  qui  figurent  (schématiqiiement)  dans 
l'expression  (23); 

Soit  par  celle  :  i"  des  deux  fonctions  de  z  auxquelles  se  réduisent 

respectivement  u  et  —  pour 

x  —  x^  =  y  —  XQ=o; 
■a"  dt.«>  deux  fonctions  de  x  auxquelles  se  réduisent  respectivement 
U^^^'li^^^z^'''''^ 

.r—ro== -5  =  ^0  =  0; 

3"  des  deux  valeurs  numériques  auxquelles  se  réduisent  respective- 

^  Ou        O^u    ,  ,  -1  •       I        , 

ment  —et  lorsqu  on   attribue  simultanément  a    toutes  les  va- 

riables leurs  valeurs  initiales  ,2^07  JK07  ^o- 

Le  calcul  de  l'expression  To(^,  z)  s'effectue,  comme  nous  venons 
de  le  voir,  en  pratiquant  la  coupure  (x  —  .Tq)-  (z  ~  Za)-  dans  le 
développement  d'une  fonction  schématique  de  x  et  z,  et  Ton  tombe 
ainsi  sur  l'expression  (22).  Or,  il  est  clair  qu'en  permutant,  dans 
cette  opération,  les  rôles  respectifs  des  variables  x  et  :;,  on  obtiendra 

To(x,  z)  =  V^iix)  -}-(z~  Zo)Vi(x) 

-+- rc  -  Co)' Qo(^) -H  (5  — -o)M^  - -^o)  Qi(^j. 
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Le  résidu  de  la  coupure  E  peut  donc  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

(24)     Po(^)  -H  (^  -  2«)  Pi(^)  -+-  (^  -  ^o)2  Qo(-S) 

-^(z-  Zo)Har  —  x^,)Q^{z)-+-^o(y—yo)-^^l{^--^o){r—yo), 

OÙ  Ao,  A,  désignent  deux  constantes  schématiques,  et  Po(a7),  Pi  (^), 
Qo(2),  Qi  (^)  quatre  fonctions  schématiques;  et,  en  conséquence,  la 
donnée  (numérique),  dans  une  question  quelconque,  du  résidu  de 
cette  coupure,  pourra  encore  se  formuler  : 

Soit  par  celle  des  quatre  fonctions  Po(:r),  P^(x),  Qo(s),  Qi  (-î) 
et  des  deux  constantes  Aq,  A,,  qui  figurent  (schématiquement)  dans 
l'expression  (24)  ; 

Soit  par  celle  :  1°  des  deux  fonctions  de  x  auxquelles  se  réduisent 

du 
respectivement  u  et  j-  pour 

r  —  ro  =  5  —  ^0  =  o  ; 

2"  des  deux  fonctions  de  z  auxquelles  se  réduisent  respectivement 
3°  des  deux  valeurs  numériques  auxquelles  se  réduisent  respeclive- 

du  d'^U        ^  1  •!  •  ^  r  •>  I 

ment -^  et  - — r— lorsqu  on  attribue  simultanément  a   toutes  les  va- 

oy         Qx  ay  ^ 

riables  leurs  valeurs  initiales  Xq^  y^^  z^. 

80.  Un  ordre  déterminé  quelconque,  par  exemple  l'ordre  x^  y, 
z^  ...,  ayant  été  adopté  pour  les  variables  indépendantes,  il  résulte 
dé  notre  démonstration  du  n*'  81  que,  pour  effectuer  une  coupure  à 
l'aide  d'un  ensemble  de  monômes  entiers  par  rapport  aux  diffé- 
rences 

on  se  trouve  ramené  à  en  opérer  un  certain  nombre  d'autres  à  l'aide 
d'ensembles  indépendants  de  x  —  Xq\  que,  pour  effectuer  chacune 
de  celles-ci,  on  se  trouve  ramené  à  en  opérer  un  certain  nombre 
d'autres  à  l'aide  d'ensembles  indépendants  de  x  —  ^q-,  y — ya]  et 
ainsi  de  suite;  et  que,  finalement,  on  se  trouve  conduit  à  effectuer 
des  coupures  à  l'aide  d'ensembles  indépendants  de  toutes  les  diffé- 
rences qui  précèdent  la  dernière.  Lorsque  l'opération  suit  la  marche 
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régulière  que  nous  venons  de  décrire,    nous  dirons,   pour  abréger, 
(^iveWe  est  ordonnée  par  rapport  aux  variables,  considérées  dans 

l'ordre  x^  y^  z, 

Cela  étant,  toute  somme  schématique  provenant  de  i opération 
ordonnée  que  nous  venons  de  décrire  satisfait  nécessairement  à 
la  condition  suivante  : 

Si  l'on  considère  les  divers  produits  obtenus  en  multipliant  l'un 
quelconque  des  facteurs  monômes  de  la  somme  schématique  par 
l^ une  quelconque  des  différences  étrangères  au  facteur  schéma- 
tique {dégénéré  ou  non)  qui  lui  correspond  (n"  79),  et  si  Von 
partage  ces  produits  en  deux  groupes  suivant  qu'ils  sont,  ou  non, 
semblables  à  des  termes  élémentaires  du  résidu,  le  premier  groupe 
reproduit,  sans  omission  ni  addition,  les  divers  facteurs  monômes 
qui,  dans  la  somme  schématique,  ont  un  degré  supérieur  à  zéro, 
et  le  second  contient,  entre  autres  monômes,  tous  ceux  dont  se 
compose  l'ensemble  E  quand  on  l'a  rendu  iiréductible. 

I.  Si,  désignant  par  E  et  L  deux  ensembles  quelconques  (dont  l'un 
ou  l'autre  peut  faire  défaut,  ou  qui  peuvent  même  faire  défaut  tous 
deux),  on  opère  sur  une  fonction  schématique,  par  une  méthode 
quelconque,  d'abord  la  coupure  E,  puis  la  coupure  (E,  L),  il  est  clair, 
à  ne  considérer  que  les  termes  élémentaires  (n°  79)  des  deux  résidus, 
qu'on  passe  du  premier  au  second  par  la  suppression  de  certains 
d'entre  eux. 

Cela  étant,  si  les  deux  coupures  E  et  (E,  L)  ont  été  successive- 
ment exécuLées  en  adoptant  pour  les  variables  un  même  ordre 
quelconque  {voir  le  début  du  présent  n'  80),  ceux  des  facteurs 
monômes  de  la  /jremière  somme  schématique  qui. sont  semblables 
à  des  termes  élémentaires  de  La  seconde  ne  peuv^ent  manquer 
d'être  des  facteurs  monômes  de  la  seconde. 

A.  Le  point  à  établir  est  exact  si  l'ensemble  E  fait  défaut,  ce  qui 
se  produit,  notamment,  si  l'ensemble  (E,  L)  fait  défaut. 

Car  notre  méthode  nous  donne  alors,  pour  le  résidu  correspondant 
à  E,  la  fonction  schématique  même  dans  laquelle  il  s'agissait  de  pra- 
liquer  une  coupure,  c'est-à-dire  une  somme  schématique  composée 
d'un  terme  unique  où  le  facteur  monôme  est  de  degré  zéro;  et  nous 
savons  d'ailleurs,   en  vertu  d'une  remarque  faite  plus  haut  (n"  80), 
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que  ce  même  facteur  monôme  figurera  nécessairement  dans  la  somme 
schématique  obtenue  par  la  coupure  (E,  L). 

B.  Le  point  à  établir  est  exact  si  l'ensemble  (E,  L)  ne  dépend  que 
d'une  seule  différence,  x  —  Xq. 

Si  l'ensemble  E  fait  défaut,  cela  résulte  de  A . 

Dans  le  cas  contraire,  l'ensemble  E,  rendu  irréductible,  se  com- 
pose d'un  monôme  unique  tel  que  [x  —  oc^Y^  où  a  est  >>o,  et  Ton 
a,  pour  le  résidu  correspondant,  l'expression 

FoH-  (^  --  ;ro)  Fi  -H.  . .  -+-  (.2-  -  ;ro)«-'  Fa_„ 

où  Fo,  F,,  . . . ,  Fa_.  1  désignent  des  fonctions  schématiques  dont  cha- 
cune dépend  de  toutes  les  variables  autres  que  x.  —  Si  l'on  passe 
maintenant  à  l'ensemble  (E,  L),  ce  dernier,  rendu  irréductible,  se 
compose  d'un  monôme  unique,  (^x  —  -^^o)"^?  où  ^  désigne  un  entier 
supérieur  à  zéro  et  au  plus  égal  à  a,  et  l'on  aura,  pour  le  résidu  cor- 
respondant, l'expression 

Ho  H- (a?  —  ;z-o)  Hi-l-. ..-+-  (37  — a?o)^*~'Hp_,, 

où  Hc,  H,,  . . .,  Hp_,  désignent  des  fonctions  schématiques  dont  cha- 
cune dépend  de  toutes  les  variables  autres  que  x.  —  On  voit  donc 
que  les  facteurs  monômes 

(x  —  x^f,     {x  —  Xq)\      ...,     (x  —  x^)^-'^ 

du  premier  résidu  figurent  comme  tels  dans  le  second;  quant  aux  fac- 
teurs monômes  restants  (s'il  y  en  a)  du  premier  résidu,  ils  ne  sont 
semblables  à  aucun  des  termes  élémentaires  du  second. 

C.  Si  le  point  à  établir  est  exact  dans  le  cas  où  l'ensemble  (E,  L) 
dépend  des  k  dernières  différences,  il  l'est  aussi  dans  le  cas  où  cet 
ensemble  dépend  des  k -\-  i  dernières. 

Soient  ^,  JK,  •  •  •  les  k  +  i  dernières  variables  :  les  facteurs  monômes 
des  résidus  considérés  ne  peuvent  alors  dépendre  que  des  différences 
X       Xq-iX      JKo7  •••• 

1"  Si  l'ensemble  E,  rendu  irréductible,  ne  dépend  pas  de  la  diffé- 
rence X  —  ^0,  les  facteurs  monômes  du  résidu  correspondant  ne 
dépendront  que  des  k  différences  postérieures,  jk — J'05  •••:  etj  dès 
lors,  le  résidu  de  la  coupure  (E,  L)  ne  pourra  offrir  de  termes  élé- 
mentaires semblables  aux  facteurs  monômes  dont  il  s'agit  que  dans 
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la  portion  où  ses  propres  facteurs  monômes  sont  indépendants  de 
X  —  Xq.  Or,  il  suffît,  pour  obtenir  cette  dernière  portion,  d'extraire 
de  L  l'ensemble  partiel,  Lo?  q^i  n'en  dépend  pas,  et  de  pratiquer  la 
coupure  (E,  L,,)  dans  une  fonction  schématique,  soit  des  diverses 
variables  autres  que  x  (les  postérieures  à  x  et  les  antérieures),  soit  de 
toutes  les  variables,  j  compris  x.  11  est  d'ailleurs  permis  de  supposer, 
en  vue  du  point  qui  nous  occupe,  que  les  deux  coupures  E  et  (E,  Lo) 
ont  été  pratiquées  dans  une  fonction  schématique  dépendant  d'un 
seul  et  même  groupe  de  variables,  qui  est  le  groupe  j^,  ...  :  car  cette 
nouvelle  hypothèse  laisse  identiques  à  eux-mêmes,  dans  l'un  et  l'autre 
résidu,  tant  les  facteurs  monômes,  que  les  termes  élémentaires  dépen- 
dant des  seules  variables  y^ Cela  étant,  l'exactitude  du  point  à 

établir  résulte  immédiatement  de  ce  qui  est  admis. 

2"  Supposons  maintenant  que  l'ensemble  E,  rendu  irréductible, 
dépende  de  la  différence  x  —  ^o,  et  désignons  par  a  l'exposant 
maximum  (>>o)  dont  elle  s'y  trouve  affectée  après  cette  réduction. 
En  adoptant,  relativement  à  l'ensemble  E,  les  mêmes  notations  qu'à 
l'alinéa  III  du  n**  81,  le  résidu  de  la  coupure  E  pourra  s'écrire,  soit 
sous  la  forme 

(•>.■>;  To+(:r  —  Xo)T, •+-... -4-(^  —  .ro)aiTa_i, 

soit  sous  la  forme 

(>6j  To4-(:r--^o)T,-t-...+  (.r-a7o)^-»Ta-i  +  (j^  — :ro)--*T  : 

dans  ces  deux  formules,  les  sommes  schématiques  To,  T,,  . . . ,  T^^i 
proviennent  des  coupures 

[eoj,     [e0,eij,      ...,     [eo,  ^i,  .  .  . ,  e^-' ], 

pratiquées  sur  une  fonction  schématique  des  diverses  variables  autres 
que  .r,  et,  dans  la  formule  (26),  la  somme  schématique  T  provient  de 
la  coupure 

[eo,  e',  . . .,  e^-i,  e'^], 

pratiquée  sur  une  fonction  schématique  de  toutes  les  variables,  y 
compris  x. 

De  l'ensemble  E,  passons  maintenant  à  l'ensemble  (E,  L),  et  adop- 
tons, relativement  à  l'ensemble  L,  des  notations  analogues  à  celles 
qui  concernent  l'ensemble  E. 
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S'il  arrive,  comme  nous  le  supposerons  d'abord,  qu'en  désignant 
par  ji  quelque  entier  satisfaisant  à  la  double  relation 

o<pia, 

l'ensemble  (E,  L),  rendu  irréductible,  contienne  le  monôme 
(.œ  —  ^0)^5  le  résidu  de  la  coupure  (E,  L)  pourra  s'écrire  sous  la 
forme 

(27)  So+  (ic  —  a7o)Si  +  .  .  .H-^(a7  — a7o)P-iSp_i, 

où  les  sommes  schématiques  Sq,  Si,  ...,  Sp_i  proviennent  respec- 
tivement des  coupures 

[(e')Al')h      [(e«,ei),  (/o,Zi)],      ...,      [(eO,6i,...,eM),(/o, /',...,  /M)], 

pratiquées  sur  une  fonction  schématique  des  diverses  variables  autres 
que  X. 

On/Voit  tout  d'abord  que  l'expression  (26)  ou  (26)  ne  peut  offrir 
de  facteurs  monômes  semblables  à  des  termes  élémentaires  de  (27) 
que  dans  la  portion 

(28)  To -h  (^  — a7o)Ti +  ...-+- (37- ;ro)P-iTp_,. 

D'un  autre  côté,  il  est  permis  de  supposer,  en  vue  du  point  qui  nous 
occupe,  que  les  coupures  à  l'aide  desquelles  on  obtient  les  sommes 
schématiques 

(29)  To,     ïi,     ...,     Tp_i, 

(30)  So,      S,,      ...,     Sp_i, 

et  qui  proviennent  d'ensembles  dépendant  des  seules  ditlerences 
y  —  Yq^  . . . ,  ont  été  pratiquées  sur  une  fonction  schématique  dépen- 
dant d'un  seul  et  même  groupe  de  variables,  qui  est  le  groupe  j,  ...  : 
car  cette  nouvelle  hypothèse  laisse  identique  à  eux-mêmes,  dans  les 
résidus  correspondants,  tant  les  facteurs  monômes,  que  les  termes 
élémentaires  dépendant  des  seules  variables  y,  ...  ;  elle  laissera  donc 
identiques  à  eux-mêmes,  dans  les  expressions  (28)  et  (2^),  tant  les 
facteurs  monômes,  que  les  termes  élémentaires  (seuls  utiles  à  consi- 
dérer) qui  ne  dépendent  que  de  ^,  y,  .... 

Gela  étant,  si,  dans  les  suites  (29)  et  (3o),  on  considère  deux  sommes 
de  même  rang,  il  résulte  de  ce  qui  est  admis  que  ceux  d'entre  les 
facteurs  monômes  de  la  première  qui  sont  semblables  à  des  termes 
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élémentaires  de  la  seconde  sont  également  des  facteurs  monômes  de 
la  seconde  :  dès  lors,  ceux  d'entre  les  facteurs  monômes  de  (28)  qui 
sont  semblables  à  des  termes  élémentaires  de  (27)  sont  également 
des  facteurs  monômes  de  (27),  ce  que  nous  voulions  établir. 

3°  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  2^  relativement  à  l'en- 
semble E,  supposons,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans  2°,  que  l'en- 
semble (E,  L),  rendu  irréductible,  ne  contienne  aucun  monôme  tel 
que  [x  —  ^0)^7  où  p  désigne  quelque  entier  supérieur  à  zéro  et  au 
plus  égal  à  a  :  de  là  résulte  tout  d'abord  que  l'ensemble  E,  rendu 
irréductible,  ne  peut  contenir  le  monôme  {x  —  ocqY^  et  que,  dès  lx)rs, 
le  résidu  de  la  coupure  E  est  de  la  forme  (26).  Quant  au  résidu  de 
la  coupure  (E,  L),  il  pourra  s'écrire,  soit  sous  la  forme 

(3i)  So+(^  — .ro)Si  +  . .  .+  (^  — a7o)^-'Sa-i-l-  {x  —  X(i)^'è, 

soit  sous  la  forme 

(32)       So-t-(^  —  37o)Si+.  .  .-+- (a?  —  .ro)«-^Sa-i+ (^  —  a7o)^.Sa-T-.  .  .  : 

dans  ces  formules,  les  sommes  schématiques  So,  S,,  ...,  Sa_i,  Sa 
proviennent  des  coupures 

r(eO),  (/o)],     [(eO,ei),  (/o, /!)],      ..., 

pratiquées  sur  une  fonction  schématique  des  diverses  variables  autres 
que  x^  et  la  somme  schématique  S,  qui  figure  dans  la  formule  (3i), 
provient  de  la  dernière  coupure,  pratiquée  sur  une  fonction  schéma- 
tique de  toutes  les  variables,  y  compris  x. 

Il  est  d'ailleurs  permis  de  supposer,  en  vue  du  point  qui  nous 
occupe,  que  les  coupures  à  l'aide  desquelles  on  obtient,  dans  les  for- 
mules (26),  (3  i)  et  (32),  les  multiplicateurs  des  puissances,  o,  i ,  . . . , 
a  —  I,  a  de  x  —  Xq^  et  qui  proviennent  d'ensembles  dépendant  des 
seules  différences  y  —  r^,  ...,  ont  été  pratiquées  sur  une  fonction 
schématique  dépendant  d'un  seul  et  même  groupe  de  variables,  qui  est 
le  groupe  jK,  ...  ;  car  cette  nouvelle  hypothèse  laisse  identiques  à  eux- 
mêmes,  dans  les  résidus  correspondants,  tant  les  facteurs  monômes, 
que  les  termes  élémentaires  dépendant  des  seules  variables  jk?  •••; 
elle  laissera  donc  aussi  identiques  à  eux-mêmes,  dans  les  expressions 
(26),  (3i)  et  (32),  tant  les  facteurs  monômes,  que  les  termes  élémen- 
taires (seuls  utiles  à  considérer)  qui  satisfont  à  la  double  condition 
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d'être,   par  rapport  à  x  —  ^n,  d'un  degré  au  plus  égal  à  a,  et  de  ne 

dépendre  que  de  x^  j>', 

Cela  étant,  si  l'on  compare  une  somme  quelconque  de  la  suite 

To,     T,,      ...,     Ta-,,     T 
à  la  somme  de  même  rang  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  suites 

Î5o,      oi,       .  .  . ,      oa-i,      Ï5, 
So,      Si,      .  .  . ,      Oa-  1,      ^ai 

il  résulte  de  ce  qui  est  admis  que  ceux  d'entre  les  facteurs  monômes 
de  la  première  qui  sont  semblables  à  des  termes  élémentaires  de  la 
seconde  sont  également  des  facteurs  monômes  de  la  seconde;  dès 
lors,  ceux  d'entre  les  facteurs  monômes  de  (26)  qui  sont  semblables 
à  des  termes  élémentaires  de  la  somme  schématique  (3i)  ou  (Sa) 
sont  également  des  facteurs  monômes  de  cette  dernière,  ce  que  nous 
voulions  établir. 

D.  Le  simple  rapprochement  de  ^,  ^  et  C  prouve  l'exactitude 
générale  du  point  formulé  au  début  du  présent  alinéa  1. 

II.  La  pî'opositioii  formulée  par  notre  énoncé  général  est 
exacte,  si  V ensemble  E  ne  dépend  que  d'une  seule  différence. 

Car  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  x  —  .x'o  soit  la  diffé- 
rence dont  il  s'agit,  l'ensemble  E,  rendu  irréductible,  se  compose 
d'un  monôme  unique  tel  que  [x  —  ^0)^7  où  a  est  >  o,  et  notre 
méthode  nous  donne,  pour  le  résidu  correspondant,  l'expression 

Fo-+- (r  —  a^o  )  Fi  +  •  .  •  +  (-ï- — --^oj^-i  l^Vi, 

OÙ  Fo,  F,,  . . .,  Fa_.i  désignent  des  fonctions  schématiques  dont  cha- 
cune dépend  des  diverses  variables  autres  que  x. 

III.  Si  la  proposition  formulée  par  notre  énoncé  général  est 
exacte  dans  le  cas  ou  r ensemble  E  dépend  des  k  dernières  diffé- 
rences, elle  Vest  encore  dans  le  cas  où  il  dépend  des  k  +  i  der- 
nières. 

Soient  x^  y\  ...  les  A -+- 1  dernières  variables. 

Si  l'ensemble  E,  rendu  irréductible,  ne  dépend  pas  de  x  — Xq^  le 
point  à  établir  résulte  immédiatement  de  ce  qui  est  admis. 
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Supposons  maintenant  que  l'ensemble  E,  rendu  irréductible,  dé- 
pende de  .r  —  Xq.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées  qu'à  l'alinéa  III 
du  n°  81,  le  résidu  de  la  coupure  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(33)  To+(^  — .ro)Ti4-...-|-(;r--.ro)^-'Ta-i4-(^-a:'o)^T: 

dans  cette  formule,  a  désigne  un  entier  >  o,  et 

To,     Ti,     . . .,     Ta  1 
sont  les  résidus  des  coupures 

pratiquées  sur  une  fonction  schématique  des  diverses  variables  autres 
que  x;  quant  à  T,  deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  E^'  contient 
ou  non  le  monôme  (x  —  .^-o)^  •  dans  le  premier  cas,  T  est  identique- 
ment nul,  et,  dans  le  second,  il  est  le  résidu  de  la  coupure 

(35)  [e",  ei,  .  .  ..e^-^e^], 

pratiquée  sur  une  fonction  schématique  de  toutes  les  variables, 
y  compris  x.  Gela  étant,  puisque  les  ensembles  (34)  et  (35)  sont 
indépendants  de  ^  —  Xq,  il  résulte  de  ce  qui  est  admis  que  les  résidus 
correspondants, 

(36)  To,     Ti,      ...,     Ta.i,     T, 

possèdent  la  propriété  spécifiée  par  notre  énoncé  général.  Supposant 
en  outre,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  l'ensemble  E  irréductible, 
nous  établirons  que  l'expression  fournie  par  la  formule  (33)  pour  le 
résidu  de  la  coupure  E  la  possède  également.  Dans  cette  démonstra- 
tion, il  nous  sera  évidemment  permis  de  faire  abstraction  totale  des 
diverses  variables  anté/ieures  à  x  :  car  cela  ne  changera  rien,  ni 
aux  ensembles  d'où  proviennent  les  coupures,  ni  aux  facteurs  mo- 
nômes des  expressions  (36)  et  (33),  ni  aux  multiplications  à  effec- 
tuer sur  ces  facteurs  conformément  à  notre  énoncé,  ni  enfin  aux 
termes  élémentaires  (seuls  utiles  à  considérer)  qui,  dans  les  résidus, 
ne  dépendent  que  de  ^,  JK, '-n  conséquence,  nous  écrirons  l'ex- 
pression (33)  sous  la  forme 

(37)  To(jK,  ...)-\-(x-Xo)T,(y,  ...)■-+-... 

-4-(^-  ;ro)«-'Ta-i(jK,  ..,)  +  (.r-^o)*T(;r,:^-,  ...). 
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Observons,  avant  d'aller  plus  loin,  que  la  propriété  spécifiée  par 
notre  énoncé  général  peut  se  décomposer  comme  il  suit  : 

A.  Sij  en  multipliant  un  facteur  monôme  de  la  somme  schéma- 
tique par  une  des  différences  étrangères  au  facteur  schématique 
(^dégénéré  ou  non)  qui  lui  correspond^  on  obtient  un  pioduit  sem- 
blable à  quelque  terme  élémentaire  du  résidu,  le  produit  en  ques- 
tion est  identique  à  quelque  autre  facteur  monôme  de  cette  même 
somme  schématique. 

B.  Inversement,  tout  facteur  monôme  de  la  somme  schématique 
[sauf  celui  de  degré  zéro)  s'obtient  en  multipliant  quelque  autre 

facteur  monôme  de  cette  même  somme  par  quelquUine  des  diffé- 
rences étrangères  au  facteur  schématique  [dégénéré  ou  non)  cpii 
correspond  à  ce  dernier. 

C.  Si  l'ensemble  donné  E  a  été  rendu  irréductible,  chacun  de 
ses  monômes  s^ obtient  en  multipliant  quelque  facteur  monôme  de 
la  somme  schématique  par  quelqu'une  des  différences  étrangères 
au  facteur  schématique  [dégénéré  ou  non)  qui  correspond  à  ce 
de  l' nier. 

Cela  étant,  nous  allons,  dans  notre  démonstration,  nous  occuper 
successivement  de  ces  trois  propriétés. 

A.  i"  Considérons,  dans  la  somme  schématique  (3^),  qui  exprime 
le  résidu  de  ia  coupure  E,  un  facteur  monôme  figurant  dans  la  por- 
tion 

(38)  (.r-.ro)«'Ta'(jK,  ...). 

OÙ  a'  est  supposé  <C  ^c,  et  soient 

(39)  (^__^^)a'(^_^^)P... 

le  facteur  monôme  dont  il  s'agit,  t  le  terme  schématique  du  résidu  (87) 
où  il  figure  :  ce  terme  t  est  le  produit  de  [x  —  ^0)°^  par  quelque 
terme  schématique,  t,  du  résidu  Ta'(y,  ...),  et  le  terme  t  est,  à  son 
tour,  le  produit  de 

(40)  (y-y,)^... 

par  quelque  facteur  schématique  indépendant  de  x. 

Cela  étant,  si,  en  multipliant  le  facteur  monôme  (Sg)  par  x  —  x^^ 
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le  produit  obtenu, 

(40  (^-;ro)«'-^»(r~ro)^..., 

est  semblable  à  quelque  terme  élémentaire  du  résidu  (3'j),  ce  terme 
élémentaire  ne  peut  provenir  que  de  la  portion  {x  — Xq)^'"^^  ^ol'-\-\  du 
résidu  (3^);  il  existe  donc  quelque  terme  élémentaire  semblable 
à  (4o)  dans  le  multiplicateur  Ta.fi,  ou  plutôt,  puisque  (4o)  6st  indé- 
pendant de  ^  —  Xq^  dans  l'expression  déduite  de  ce  multiplicateur 
quand  on  y  fait  abstraction  de  la  variable  x  dont  il  peut  éventuelle- 
ment dépendre  [au  cas  où  a'+  i  =  a,  et  où,  par  suite,  Ta  +  i  est  iden- 
tique à  T(x,  j',  ...)];  et,  comme  Ta',  d'une  part,  l'expression  consi- 
dérée, d'autre  part,  sont  respectivement  obtenus  à  l'aide  des  coupures 

pratiquées  dans  une  fonction  schématique  des  seules  variables  y^  . . ., 
il  résulte  de  1  que  (4^)  figure,  à  titre  de  facteur  monôme,  dans  Ta+i  ; 
donc,  enfin,  le  produit  (4i)  figure,  à  titre  de  facteur  monôme,  dans 
la  portion  [x  —  .^0)°'^*  Ta'+i  du  résidu  (37). 

Si,  en  multipliant  le  facteur  monôme  (39)  par  une  des  diflerences, 
autres  que  x  —  Xq^  étrangères  au  facteur  schématique  qui  figure 
dans  t  (et  t),  on  obtient  un  produit  semblable  à  quelque  terme  élé- 
mentaire du  résidu  (3^),  ce  terme  élémentaire  est  fourni  par  la  por- 
tion (38);  il  en  résulte  qu'en  multipliant  le  facteur  monôme  (4o), 
qui  figure  dans  le  terme  schématique  t  du  résidu  T^',  par  la  difierence 
dont  il  s'agit  (étrangère,  comme  nous  venons  de  le  dire,  au  facteur 
schématique  qui  figure  dans  t),  on  obtient  un  produit  semblable 
à  quelque  terme  élémentaire  de  T^'  :  en  vertu  de  ce  qui  est  admis,  ce 
produit  figure,  à  titre  de  facteur  monôme,  dans  le  résidu  Ta',  et,  dès 
lors,  le  produit  de  (39)  par  la  même  différence  figure,  à  titre  de  fac- 
teur monôme,  dans  la  portion  (38)  du  résidu  (37). 

2"  Considérons  maintenant  un  facteur  monôme  provenant  de  la 
portion 

(x  —  x^)^lL{x,y,  .  ..) 

du  résidu  (3^)  :  si  un  pareil  facteur  monôme  existe,  c'est  évidemment 
que  l'expression  schématique  T(x^  y,  . . .)  n'est  pas  identiquement 
nulle,  et,  dès  lors,  elle  s'obtient  à  l'aide  de  la  coupure 

[eo,eS  ...,6^1, 
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pratiquée  dans  une  fonction  schématique  des  variables  ^,  y,  . . .  ;  au 
facteur  monôme  considéré  correspond  donc  un  facteur  schématique 
dépendant  de  x^  d'où  résulte  que  ce  facteur  monôme  ne  doit  pas  être 
multiplié  par  x  —  x^.  Gela  étant,  il  suffira,  pour  établir  le  point  que 
nous  avons  actuellement  en  vue,  de  répéter,  avec  les  modifications 
voulues,  la  dernière  partie  du  raisonnement  fait  dans  i". 

La   propriété   A   se    trouve   ainsi   étendue    au   cas   où   l'ensemble 
donné  E  dépend  des  k  +  i  dernières  différences. 

B.  De  la  deuxième  propriété,  B^  admise  pour  les  résidus 

To(j,...),     Ti(7,...),      ...,     Ta-,(J,  ...),     T(;r,j,...), 

il  résulte  tout  d'abord  que  si,  dans  chacun  de  ces  résidus,  on  partage 
les  facteurs  monômes  en  groupes  successifs  d'après  leurs  degrés  crois- 
sants, ces  degrés  forment  une  progression  arithmétique  de  raison  i 
commençant  par  zéro.  Les  diverses  expressions 

'folJK,  ...)>      Ti(7,  ...),       ...,      Ta-i(j,  ...)i 

et  éventuellement  l'expression  T(^,j^,  . . .),  fournissent  ainsi,  par  la 
considération  des  degrés  de  leurs  facteurs  monômes,  les  progressions 
arithmétiques  respectives 

o,     1 ,     2,     . . . ,     mo, 
o,     [,     '2,     ....     m\. 


I,     '2,     ...,     ma-i 


et  les  produits  respectifs  de  ces  mêmes  expressions  par  les  monômes 

1,     X  —  iPo,      ....     ix  —  a^o)^"',     {x  —  x^i)^ 
fourniront  semblablement  les  progressions  arithmétiques 


a  —  I 
a, 


o,      I, 

•2, 

,     '^îo, 

I,    -2, 

3,      ..., 

,     /«  1  4-  I , 

a,     a 

-{-  1,      .. 

• ,      /^îa-t  -H  a  - 

- 1, 

a  4-1, 

a  H-  -2, 

....     ma-i-  'z. 

Si  donc  on  désigne  par  M  le  plus  grand  des  entiers 
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l'expression  (S^)  fournira  la  progression  arithmétique 

o,     1,     ij     . . .,     M. 

Gela   étant,    construisons    un   quadrillage   rectangulaire    dont   les 
lignes  correspondent  aux  diverses  expressions  schématiques 

(a;  —  a:o)Ti(y,  ...), 


et  les  colonnes  aux  degrés  croissants  o,  1,2,  . . .,  M  des  facteurs  mo- 
nômes que  nous  allons  y  inscrire  :  ce  Tableau  comprendra  ainsi  aH-  i 
lignes  affectées  des  indices  o,  i ,  2,  . . .,  a,  et  M  -f-  1  colonnes  affectées 
des  indices  o,  i,  2,  ...,  M,  en  sorte  que  chaque  ligne  horizontale 
comprendra  M  +  i  cases.  Dans  les  cases 

o,     I,     2,     ...,     m^ 

de  la  première  ligne  horizontale,  inscrivons  les  facteurs  monômes  de 
l'expression  Tq  (y,  . . .),  chacun  à  la  case  voulue  suivant  le  degré  qu'il 
présente  (et  une  même  case  pouvant,  bien  entendu,  contenir  plu- 
sieurs monômes).  Dans  les  cases 

I,     >.,     3,     . . .,     m^  -f- 1 

de  la  deuxième  ligne  horizontale,  inscrivons  de  même  les  facteurs 
monômes  de  l'expression  (x  —  jCo)T,(jk,  ...);  dans  les  cases 

'i.     3,     4i      '•■'1     ffiz-h  i 

de  la  troisième,  les  facteurs  monômes  de  l'expression  (.x — ^o)^T2(y,. . .); 
et  ainsi  de  suite.  Il  pourra  arriver  que  la  dernière  ligne  horizontale  se 
compose  entièrement  de  cases  vides  [au  cas  où  l'ensemble  partiel  E°' 
se  composerait  du  monôme  unique  (.r  —  .ro)^];  mais  chacune  des 
lignes  précédentes  contiendra  certainement  quelque  case  non  vide. 

Cela  étant,  considérons  un  facteur  monojne  situé  dans  une  colonne 
dont  l'indice  i  soit  supérieur  à  zéro,  et  désignons  par  h  l'indice  de  la 
ligne  où  il  se  trouve. 

Si  ce  monôme  est  situé  dans  la  première  case  non  vide  de  sa  ligne, 
ce  qui  entraîne  h  =  i,  il  n'est  autre  que  (.r  —  .^0)^  (<^i'  ^^  >  ^0  5  d'ail- 
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leurs  le  inouoiiie  situé  dans  la  première  case  non  vide  de  la  ligne 
précédente  est  (x  —  XqY~^^  et  le  facteur  schématique  qui  lui  corres- 
pond ne  dépend  certainement  pas  de  la  variable  x,  parce  que  h  —  i 
est  au  plus  égal  à  a  —  i.  On  voit  donc  que  le  monôme  (x  —  Xq)^ 
peut  s'obtenir  en  multipliant  l'un  des  monômes  de  la  colonne  précé- 
dente par  l'une  des  différences  étrangères  au  facteur  schématique 
qui  correspond  à  ce  dernier  monôme. 

Si  le  monôme  considéré  ne  se  trouve  pas  dans  la  première  case  non 
vide  de  sa  ligne,  supprimons  le  facteur  [x  —  Xq)^^  commun  à  tous 
les  monômes  de  cette  ligne  ;  après  cette  suppression,  les  groupes 
inscrits  dans  les  cases  successives  ne  sont  autres  que  les  groupes  de 
facteurs  monômes  fournis  par  la  considération  de  quelqu'un  des 
résidus 

et,  si  on  les  partage  en  groupes  successifs  d'après  leurs  degrés  crois- 
sants, tout  monôme  contenu  dans  un  groupe  autre  que  le  premier 
est^  en  vertu  de  ce  que  nous  admettons,  le  produit  d'un  monôme  du 
groupe  précédent  par  l'une  des  différences  étrangères  au  facteur 
schématique  qui  correspond  à  ce  dernier  monôme  :  la  même  pro- 
priété subsistera  donc  après  le  rétablissement  du  facteur  commun 
{x  —  x^Y. 

La  deuxième  propriété,  B^  se  trouve  ainsi  étendue  au  cas  où  l'en- 
semble donné  dépend  des  k  +  i  dernières  différences. 

C.  En  ce  qui  concerne  la  troisième  propriété,  C,  nous  observerons 
tout  d'abord  que,  si  l'ensemble  partiel  E'^  contient  le  monôme  (x — ^o)^, 
ce  monôme,  nécessairement  unique  dans  E^,  s'obtient  en  multipliant 
le  facteur  monôme  {x  —  XqY~^^  qui  figure  dans  l'un  des  termes 
schématiques  de  la  portion  de  résidu 

(^-;ro)^-»Ta-i(7,  .  .  .), 

parla  diilérence  x  —  Xq,  nécessairement  étrangère  au  facteur  sché- 
matique correspondant.  Il  nous  reste  donc  à  nous  occuper  :  i"  des 
monômes  contenus  dans  les  ensembles  partiels  \i^^  E',  ...,  E^  '  ; 
2"  des  monômes  contenus  dans  l'ensemble  partiel  E^,  au  cas  éventuel 
où  ce  dernier  ne  contiendrait  pas  le  monôme  [x  —  J^o)^- 
Observons  à  cet  effet  qu'en  supposant 

/i  =  o,      I,      ...,     a  —  I,     et  évenliiellemenl  a, 
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un  monôme  de  l'ensemble  e^  n'est  certainement  divisible  par  aucun 
autre  monôme  de  e^,  et  qu'il  ne  l'est  non  plus  par  aucun  monôme 
provenant  des  ensembles  e^^  e\  ...,  e^~^  :  car  autrement,  ou  bien 
Tensemble  E^  contiendrait  deux  monômes  divisibles  l'un  par  l'autre, 
ou  bien  il  en  contiendrait  un  divisible  par  quelqu'un  des  monômes 
provenant  des  ensembles E»,  E*,  . ..,  E'^~%  et,  dès  lors,  l'ensemble  E, 
rontrairement  à  ce  que  nous  avons  supposé,  ne  serait  pas  irréduc- 
tible. Si  donc  on  considère  les  ensembles 

et  éventuellement 

[e^,  e\  .  .  .,  ea-i,ea], 

et  qu'on  rende  chacun  d'eux  irréductible,  le  premier,  [e^]^  restera 
tel  qu'il  est,  le  second,  [e^^  e'],  contiendra  certainement  tous  les  mo- 
nômes de  <?*,  le  troisième,  [e^,e*,e-],  tous  les  monômes  de  e-,  et 
ainsi  de  suite. 

Or,  si  l'on  considère,  d'une  part,  l'ensemble  [<?»,  e*^  . . .,  e^]  rendu 
irréductible,  d'autre  part,  le  résidu  de  la  coupure  pratiquée  à  l'aide 
de  cet  ensemble  (soit  sur  une  fonction  schématique  de  y,  ...  si  h  est 
<  a,  soit  sur  une  fonction  schématique  de  x,  y^  ...  si  A  =  a),  il 
résulte  de  ce  qui  est  admis  que  chaque  monôme  de  l'ensemble  s'ob- 
tient en  multipliant  quelqu'un  des  facteurs  monômes  du  résidu  par 
quelqu'une  des  différences  étrangères  au  facteur  schématique  corres- 
pondant :  en  vertu  de  la  remarque  qui  précède,  chaque  monôme  de  e^ 
jouit  donc  forcément  de  cette  propriété.  Cela  étant,  si  l'on  multiplie 
par  {x  —  ^0)^5  d'une  part  le  résidu  de  la  coupure  [eo,  e',  . .  .,  e^\  ce 
qui  redonne  une  portion  du  résidu  de  la  coupure  E,  d'autre  part  les 
divers  monômes  de  e^,  ce  qui  redonne  l'ensemble  partiel  E-^,  il  est 
clair  que  chaque  monôme  de  E-^  s'obtient  en  multipliant  quelqu'un 
(les  facteurs  monômes  du  résidu  de  la  coupure  E  par  quelqu'une  des 
différences  étrangères  au  facteur  schématique  correspondant. 

La  troisième  propriété,  C,  se  trouve  ainsi  étendue  au  cas  où  l'en- 
semble donné  dépend  des  k  -H  i  dernières  différences. 

IV.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  II  el  III  suffit  à  établir 
l'exactitude  de  notre  énoncé  général. 

86.  Ainsi,  lorsqu'on  a  à  effectuer  une  coupure  E,  l'opération  peut 
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toujours  être  conduite  de  telle  sorte  que  la  somme  schématique 
obtenue  pour  le  résidu  remplisse  à  la  fois  les  diverses  conditions 
suivantes  : 

Si  Von  partage  les  facteurs  monômes  en  groupes  successifs 
(V après  leurs  degrés  croissants,  ces  degrés  forment  une  progres- 
sion arithmétique  de  raison  i  commençant  par  zéro. 

Si,  considérant  Vun  quelconque  des  groupes  ainsi  formés,  on 
multiplie  Vun  des  facteurs  monômes  qui  y  figurent  successive- 
ment par  chacune  des  différences  étrangères  au  facteur  schéma- 
tique correspondant,  et  qu'on  répète  cette  opération  pour  tous  les 
facteurs  monômes  du  groupe,  on  ne  reproduit  [aux  coefficients 
schématiques  près)  d'autres  termes  élémentaires  du  résidu  que 
les  facteurs  monômes  du  groupe  suivant,  et  on  les  reproduit 
tous.  (En  particulier,  les  multiplications  opérées  sur  le  dernier 
groupe  ne  reproduisent  aucun  terme  élémentaire  du  résidu.) 

Enfin,  si,  dans  V  ensemble  des  produits  que  fournissent  les  mul- 
tiplications effectuées  sur  les  divers  groupes,  on  considère  ceux 
qui  ne  sont  semblables  à  aucun  terme  élémentaire  du  résidu,  on  y 
retrouve,  entre  autres  monômes,  ceux  dont  se  compose  V en- 
semble E  quand  on  Va  rendu  irréductible. 

Dans  le  cas  où  le  résidu  de  la  coupure  ne  contient  qu'un  nombre 
limité  de  termes  élémentaires,  il  est  clair  que  toute  somme  schéma- 
tique irréductible  exprimant  ce  résidu  ne  contient  que  des  termes 
schématiques  dégénérés,  qui  sont  ces  termes  élémentaires  eux-mêmes, 
et  que,  par  suite,  une  pareille  somme  est  unique  :  elle  possède  donc 
nécessairement  les  propriétés  ci-dessus  spécifiées.  On  observera  seu- 
lement que,  chacun  des  facteurs  schématiques  étant  alors  dégénéré 
toutes  les  différences  obtenues  en  retranchant  de  chaque  variable  sa 
valeur  initiale  lui  sont  nécessairement  étrangères. 

87.  Supposons  actuellement  que  le  résidu  d'une  coupure  E,  pra- 
tiquée sur  une  fonction  schématique  des  variables  x^  y^  . . .,  contienne 
un  nombre  illimité  de  termes  élémentcdres.  Supposons  en  outre 
que  ce  résidu  ait  été  mis  sous  la  forme  ai  une  somme  schématique 
irréductible  satisfaisant  à  la  condition  suivante  : 

Si  Von  considère  les  divers  produits  obtenus  en  multipliant 
V  un  quelconque  des  fadeurs  monômes  de  la  somme  schématique 
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par  l'une  quelconque  des  différences  étrangères  au  facteur  sché- 
matique (^dégénéré  ou  non)  qui  lui  correspond,  on  y  retrouve, 
entre  autres  résultats,  d'une  part  les  divers  facteurs  monômes 
qui,  dans  la  somme  schématique,  ont  un  degré  supérieur  à  zéro, 
d'autre  part  les  divers  monômes  dont  se  compose  V ensemble  E 
quand  on  Va  rendu  irréductible.  (C'est  ce  qui  arrive,  notamment, 
quand  la  somme  schématique  possède  la  propriété  que  nous  avons 
spécifiée  au  n"85  ou  86,  et  dont  la  précédente  n'est  qu'une  partie.) 

Cela  étant,  si  Von  désigne  par  N  le  degré  maximum,  des  fac- 
teurs monômes  de  cette  somme,  et  par  P  un  entier  supérieur  ou 
égal  à  N,  arbitraire  d'ailleurs,  l'application  d'un  procédé  tout 
élémentaire  fournit  pour  le  résidu  une  nouvelle  somme  schéma- 
tique irréductible  remplissant  les  deux  conditions  formulées 
ci-après  : 

i"  Le  degré  maximum  des  facteurs  monômes  y  est  exactement 
égal  a  P;  à  V un  au  moins  des  facteurs  monômes  de  degré  P  cor- 
respond un  facteur  schématique  non  dégénéré,  et  à  tous  ceux  de 
degré  inférieur  à  P  des  facteurs  schématiques  dégénérés. 

1°  La  nouvelle  somme  schématique  possède  la  propriété  dont 
jouit,  par  hypothèse,  la  proposée. 

I.  En  désignant  par  K  un  entier  positif  donné,  toute  fonction 
schématique  des  variables  x,  y^  .  . .  peut  être  mise  sous  la  forme 
d'une  somme  schématique  irréductible,  dont  les  termes  schéma- 
tiques s'obtiennent  : 

Les  uns  en  multipliant  respectivement  par  des  constantes  sché- 
matiques les  divers  monômes  (à  coefficient  i)  de  degrés  o,  i, 
2,  ...,  K  —  I   par  rapport  à  V ensemble  des  différences  x  —  Xq^ 

Les  autres  en  multipliant  respectivement  les  divers  monômes 
de  degré  K  (à  coefficient  i)  par  diverses  fonctions  schématiques 
{non  dégénérées)  de  quelques-unes  des  variables. 

A .  La  propriété  est  exacte  si  le  nombre  des  variables  est  égal  à  i . 

Car,  en  désignant  par  x  la  variable  unique,  par  A^,  A,,  .  .  .,  Ak_i 
des  constantes  schématiques,  et  par  H  [x)  une  fonction  schématique 
de  x^  la  proposée  peut  s'écrire  sous  la  forme 

Ao-i-  P^xix  —X(i)  -h. .  .-f-  AK-l(a7  —  Xq)^-'^-+-  {x  —  X(^)^\\{X). 

H.  Il 
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B.  Si  la  propriété  est  vraie  pour  n  variables,  elle  l'est  aussi 
pour  /i  -h  1 . 

Désignons  par  ^,  y,  .  .  .  les  n  +  i  variables  dont  il  s'agit,  et  dis- 
tinguons dans  le  développement  diverses  portions  comprenant  :  la 
première,  les  termes  de  degré  zéro  en  ^  —  Xq\  la  seconde,  les  termes 
de  degré  i  en ^  —  Xç^\  etc.  ;  l'avant-dernière, les  termes  de  degré  K  —  i 
en  X  —  Xq^\  la  dernière,  les  termes  de  degré  au  moins  égal  à  K 
en  X  —  Xq.  Nous  aurons  ainsi  l'expression 

(4s»0     Fo(^,  ...)-+- (^-^o)Fi(7,...)  H-.. . 

où  Fo,  Fi,  .  .  .,  Fk_.,  désignent  des  fonctions  schématiques  àe  y,  .  .  ., 
et  F  une  fonction  schématique  de  ^,  jr,  .  .  .  • 
Or,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis  : 

La  fonction  schématique  Fo(jk,  .  .  .)  peut  s'obtenir  en  multipliant 
les  divers  monômes  de  degré  K  eny  — jko:  .  •  .  par  diverses  fonctions 
schématiques  de  quelques-unes  des  n  variables  y,  .  .  . ,  et  ajoutant  à 
cette  somme  de  produits  un  polynôme  entier  de  degré  K  —  i  en 
y  — Yq^  .  .  .,  à  coefficients  indéterminés; 

La  fonction  schématique  F,(y,  ...)  peut  s'obtenir  de  même  en 
multipliant  les  divers  monômes  de  degré  K —  i  en  y — y^^  .  .  .  par 
diverses  fonctions  schématiques  de  quelques-unes  des  n  variables 
y,  .  .  . ,  et  ajoutant  à  cette  somme  de  produits  un  polynôme  entier  de 
degré  K  —  2  en  j^  — y^^  .  .  . ,  à  coefficients  indéterminés  ; 

Etc.; 

Enfin,  la  fonction  schématique  F^.i  (y,  .  .  .)  peut  s'obtenir  en  mul- 
tipliant les  divers  monômes  du  premier  degré  y  — yo?  •  •  .  pai'  diverses 
fonctions  schématiques  de  quelques-unes  des  n  variables  y,  .  .  . ,  et 
ajoutant  à  cette  somme  de  produits  une  constante  schématique. 

Un  simple  coup  d'oeil  jeté  sur  la  formule  (4^)  suffit  alors  à  faire 
voir  que  la  propriété,  supposée  vraie  pour  n  variables,  ne  peut  man- 
quer de  l'être  pour  /?  -h  i . 

C.  Le  simple  rapprochement  àe  A  elB  suffit  à  établir  le  point  que 
nous  avons  actuellement  en  vue. 

Nous  l'énoncerons  d'une  manière  un  peu  plus  brève  en  disant  que 
toute  fonction  schématique  de  x^y,  . . .  peut  être  considérée  comme 


FONCTIONS  SCHÉMATIQUES  ET  COUPURES.  1 63 

une  sorte  de  polynôme  {complet)  de  degré  K,  entier  par  rapport 
aux  différences  x  —  x^^y — jKo,  •  •  .?  ^t  où  les  termes  de  degié 
inférieur  à  K  ont  pour  coefficients  des  constantes  schématiques, 
tandis  que  les  termes  de  degré  Y^ont  pour  coefficients  des  fonctions 
schématiques  non  dégénérées. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  si,  dans  la  somme  schématique  irréduc- 
tible ainsi  obtenue,  on  partage  en  groupes  successifs,  d'après  leurs 
degrés  croissants,  les  divers  facteurs  monômes,  le  premier  groupe  est 
constitué  par  le  monôme  unique  de  degré  zéro,  et  que  chacun  des 
autres  monômes  s'obtient  en  multipliant  quelqu'un  des  monômes  du 
groupe  précédent  par  quelqu'une  des  différences  x  —  .x>,  y  — y^,  — 

II.  Revenant  à  notre  énoncé  général,  observons  que  la  propriété 
dont  jouit,  par  hypothèse,  la  forme  schématique  primitive,  et  qui, 
d'après  la  conclusion  2",  doit  appartenir  aussi  à  la  nouvelle,  peut  se 
décomposer  en  deux,  et  que,  dès  lors,  l'ensemble  des  conclusions 
i*'  et  2'*  peut  se  formuler  en  trois  parties  successives,  comme  il  suit  : 

A.  Dans  la  nouvelle  forme  schématique  du  résidu,  le  degré 
maximum  des  facteurs  monômes  est  exactement  égala  P;  à  U  un 
au  moins  des  facteurs  monômes  de  degré  P  correspond  un  facteur 
schématique  non  dégénéré,  et  à  tous  ceux  de  degré  inférieur  à  P 
des  facteurs  schématiques  dégénérés. 

B.  Tout  facteur  monôme  de  la  nouvelle  somme  [sauf  celui  de 
degré  zéro)  s^ obtient  en  multi/diant  quelque  autre  facteur  mo- 
nôme (de  degré  nécessairement  inférieur  à  P)  de  cette  même  somme 
par  quelqu'une  des  différences  x  —  .r,,,  y  — y^,  .... 

C.  Dans  l^ ensemble  E,  rendu  irréductible,  chaque  monôme 
s'obtient  en  multipliant  quelque  facteur  monôme  de  la  nouvelle 
somme  par  quelqu'  une  des  différences  x  —  Xq^  y  — y^^  .  .  .^  et  cela 
de  telle  façon  que,  si  à  ce  facteur  monôme  correspond  un  facteur 
schématique  non  dégénéré,  la  différence  par  laquelle  on  doit  le 
multiplier  pour  reproduire  le  monôme  considéré  de  V ensemble^ 
soit  étrangère  au  facteur  schématique  dont  il  s'agit. 

Pour  l'établir,  désignons  par  <I>  la  forme  schématique  primitive 
du  résidu  spécifiée  dans  notre  hypothèse,  et,  considérant  un  terme 
schématique  quelconque  de  <I>,  désignons  par  n  le  degré  du  facteur 
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monôme  qui  y  figure 

(/î<N<P), 

et  par  K„  la  différence  (positive  ou  nulle)  P  —  n.  Si  le  terme  consi- 
déré ne  contient  qu'une  fonction  schématique  dégénérée,  nous  le 
laisserons  tel  qu'il  est;  dans  le  cas  contraire,  nous  remplacerons,  con- 
formément à  l'alinéa  I,  la  fonction  schématique  (non  dégénérée)  par 
un  poljnome  de  degré  K,,,  entier  par  rapport  aux  différences  dont 
elle  dépend,  et  où  les  termes  de  degré  intérieur  à  K„  aient  pour 
coefficients  des  constantes  arbitraires,  tandis  que  les  termes  de  degré 
K„  auront  pour  coefficients  des  fonctions  schématiques  non  dégéné- 
rées. En  opérant  ainsi  sur  tous  les  termes  schématiques  de  4>,  il  est 
facile  de  voir  que  les  conditions  ^,  B^  C,  formulées  au  début  du  pré- 
sent alinéa  II,  se  trouveront  satisfaites  dans  la  nouvelle  forme.  Effec- 
tivement : 

1°  Puisque  le  résidu  de  la  coupure  contient,  d'après  notre  hypo- 
thèse, un  nombre  illimité  de  termes  élémentaires,  à  l'un  au  moins  des 
facteurs  monômes  de  la  forme  primitive  <ï>  correspond  un  facteur 
schématique  non  dégénéré,  et  la  condition  A  se  trouve  dès  lors  évi- 
demment satisfaite  dans  la  nouvelle. 

2°  Tout  facteur  monôme  figurant  dans  la  forme  primitive  4>  se 
trouve  remplacé,  dans  la  nouvelle,  par  un  groupe  de  facteurs  mo- 
nômes :  pour  obtenir  le  groupe  en  question  (abstraction  faite  des 
facteurs  schématiques  qui  correspondent  respectivement  à  ses  divers 
monômes),  il  suffit  de  multiplier  par  le  facteur  monôme  primitif  les 
divers  termes  d'un  certain  polynôme,  entier  par  rapport  à  quelques- 
unes  des  différences  x  —  Xq,  y  — y^^  .  .  . ,  et  ayant,  avec  un  degré 
positif  ou  nul,  tous  ses  coefficients  égaux  à  i .  Gela  étant,  si  nous 
considérons,  dans  la  nouvelle  forme  du  résidu,  l'ensemble  des  facteurs 
monômes  qui  figuraient  primitivement  dans  4>,  il  résulte  de  notre 
hypothèse  que  chacun  d'entre  eux  (sauf  celui  de  degré  zéro)  peut 
s'obtenir  en  multipliant  quelqu'un  des  autres  par  quelqu'une  des 
différences 

x  —  xq,    y—yo,     .... 

Si  nous  considérons  d'autre  part  le  groupe  par  lequel  se  trouve 
actuellement  remplacé  l'un  quelconque  des  facteurs  monômes  pri- 
mitifs (groupe  en  tête  duquel  figure  le  facteur  monôme  primitif  dont 
il  s'agit),  il  résulte  de  la  manière  même  dont  on  a  obtenu  le  groupe 


i 
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en  question  que  l'un  quelconque  de  ses  monômes  (sauf  le  facteur 
monôme  primitif)  s'obtient  en  multipliant  quelqu'un  des  autres  par 
quelqu'une  des  différences 


^0,   7—yo, 


On  voit  donc  bien  que,  dans  la  nouvelle  forme,  tout  facteur  monôme 
(sauf  celui  de  degré  zéro)  s'obtient,  comme  l'indique  l'énoncé  de  la 
condition  S,  en  multipliant  quelque  autre  facteur  monôme  par 
quelqu'une  des  différences 


3**  Il  résulte  de  notre  hypothèse  que,  dans  l'ensemble  E,  rendu 
irréductible,  tout  monôme  s'obtient  en  multipliant  quelque  facteur 
monôme  de  ^  par  quelqu'une  des  différences 

x  —  xo,    y—yo,     .... 

Or,  ce  facteur  monôme  figure  aussi  dans  la  nouvelle  forme  du  résidu. 
D'ailleurs,  pour  que  le  facteur  schématique  qui  lui  correspond  dans 
la  nouvelle  forme  ne  soit  pas  dégénéré,  il  est  nécessaire  que  le  facteur 
monôme  soit  de  degré  P,  et,  par  suite,  que  la  différence  ci-dessus 
désignée  par  K,t  se  réduise  pour  lui  à  zéro  :  le  terme  schématique 
de  4>  où  il  figure  est  donc  resté  tel  qu'il  est  dans  le  passage  à  la  nou- 
velle forme,  et,  dès  lors,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  la  différence 
par  laquelle  on  doit  le  multiplier  pour  reproduire  le  monôme  con- 
sidéré de  E  est  étrangère  au  facteur  schématique  dont  il  s'agit.  La 
condition  C  se  trouve  donc,  elle  aussi,  satisfaite. 

88.  Puisque  l'hypothèse  faite  au  numéro  précédent  sur  la  forme 
primitive  0  du  résidu  fait  partie  (comme  nous  l'avons  indiqué  au 
début  du  numéro  cité)  de  l'ensemble  des  propriétés  énumérées  au 
n"  86,  l'existence  de  ces  dernières  entraînera,  à  plus  forte  raison,  les 
mêmes  conséquences,  et  nous  pouvons,  dès  lors,  énoncer  ce  qui 
suit. 

Lorsque  le  résidu  d'une  coupure  E  contient  un  nombre  il/imité  de 
termes  élémentaires,  et  qu'on  l'a  mis  sous  forme  d'une  somme  sché- 
matique irréductible  remplissant  les  diverses  conditions  énumérées 
au  n"  86,  on  peut,  à  l'aide  d'un  procédé  tout  élémentaire,  en  déduire, 
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pour  l'expression  du  même  résidu,  une  deuxième  somme  schéma- 
tique irréductible  remplissant  les  diverses  conditions  ci-après  : 

Si  l'on  désigne  paî^  N  le  degré  maximum  des  facteurs  monômes 
de  la  première  somme,  par  P  un  entier  supérieur  ou  égal  à  N, 
arbitraire  d'ailleurs,  et  que  l'on  partage  les  facteurs  monômes 
de  la  nouvelle  somme  en  groupes  successifs  d'après  leurs  degrés 
croissants^  ces  degrés  forment  une  progression  arithmétique  de 
raison  i,  commençant  par  zéro  et  finissant  par  P.  A  l'un  au 
moins  des  facteurs  monômes  de  degré  P  correspond  un  facteur 
schématique  non  dégénéré,  et  à  tous  ceux  de  degré  inférieur  à  P 
des  facteurs  schématiques  dégénérés. 

Si,  considérant,  dans  la  nouvelle  somme,  l'un  quelconque  des 
groupes  de  degré  inférieur  à  P,  on  multiplie  l'un  des  facteurs 
monômes  qui  y  figurent  successivement  par  chacune  des  diffé- 
rences X  —  Xq,  y — JK05  •  .  .^  et  que  l'on  répète  cette  opération  sur 
tous  les  facteurs  monômes  du  groupe,  on  obtient,  entre  autres 
produits,  tous  les  facteurs  monômes  du  groupe  suivant. 

Enfin,  si,  dans  la  nouvelle  somme,  on  effectue  sur  les  divers 
groupes  de  degré  inférieur  à  P  les  multiplications  dont  il  s'agit, 
si,  de  plus,  on  multiplie  chaque  facteur  monôme  de  degré  P  par 
chacune  des  différences  étrangères  au  facteur  schématique  cor- 
respondant, on  obtient,  entre  autres  produits,  tous  les  monômes 
dont  se  compose  l'ensemble  E  quand  on  l'a  rendu  irréductible. 

Par  exemple,  si,  dans  une  fonction  schématique  de  x^y^  z^  il  s'agit 
de  pratiquer  la  coupure 

{x  —  x^y{z  —  2o)S    {x  -  xo^if  — jKo),    (y—yo)  (^  — -^o),    (r  — ro)S 

on  commencera,  comme  à  l'alinéa  VI  du  n°  8i,  par  mettre  le  résidu 
sous  la  forme 

(43)  F,(z)  ^  (x  —  x,)¥,(z)  -+-  (x  -  Xor-Uoix) 

^(x—x^y-(z  —  Zo)Hi(x)  -{-  Ao(y  —  yo)  -h  Ai{x  —  xo)  (y  —vo): 

OÙ  Aq,  a,  désignent  des  constantes  schématiques,  et  Fo{z),  F,  (2), 
H„(a7),  H,(^)  des  fonctions  schématiques.  Dans  cette  expression, 
qui  remplit  les  diverses  conditions  énumérées  au  n°  86,  le  degré 
maximum  des  facteurs  monômes  est  égal  à  3,  et,  cela  étant,  l'entier  P 
dont  il  est  question  ci-dessus  pourra  être  arbitrairement  choisi  sous  la 
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seule  condition  d'être  au  moins  égal  à  3.  En  supposant,  pour  fixer 
les  idées,  P  =  4?   on  remplacera  les   fonctions  schématiques  Fo(3), 

Fi(z),  H„(x),  H,(:r)  respectivement  par  les  sommes  schématiques 
suivantes  : 

Fo{z)  =  Bo  ^  Bi{z  —  z,)  ^  B,(z  —  zo)^  ^  B-s(z  —  z^)^  ^  (z  —  ZoY*  Ko(z), 
F,(2)  =  Co  -h  Ci(z  —  zo)  -h  C.,{z  —  ZoY- -h  (z  —  zoy  Ki(z), 
Ho(a:)  =  Do-h  Di(x  —  Xo)  -i-  (x  —  Xt,y'U(x), 
Ui(x)  =  Gh-  (x  —  Xq)Li(x), 

OÙ  Bo,  B,,  Bo,  B3,  Co,  C,,  G2,  Do,  D,,  G  désignent  des  constantes 
schématiques,  et  Ko(3),  K,(z),  Lo(^),  Li  (^)  des  fonctions  sché- 
matiques. On  aura  ainsi,  au  lieu  de  l'expression  (4^),  l'expression 

Bo-\-  Bi{z  -  zo)  ^  B,{z  -  z^)^ -^  B,(z  —  Zoy  ■+■  (z  -  z,)'^Ko(z) 
-hCo(x  —  XQ)  --Ci{x  —  Xo)(z  —  Zo)  -h  Ci(x  —  Xo)  (z  —  ZoT' 
-+-  ( X  —  xo)  (z  —  Zo)^Ki(z)  -h  Do{x  —  xo)^ -h  Bi(x  —  xo)^ 
-+-  (x  —  Xo)''Lo(x)  -h  G(x  —  Xo)^(z  —  Zo) 
-h  (37  —  a^o )•■»( 2  —  2o)L, (37) -H  Ao (7  — Jo ) -+- Al  (a?  —  .To)  (jK  — 70), 

qui  remplit  les  diverses  conditions  énumérées  au  début  du  présent 
numéro. 

Si,  dans  une  fonction  schématique  de  x,  y,  5,  il  s'agit  de  pratiquer 

la  coupure 

(x  —  xo)  (y  —yo)  (^  -  ^0), 

on  commencera,  comme  à  l'alinéa  II  du  n^  84,  par  mettre  le  résidu 

sous  la  forme 

(44)  F(y,z)-h{x  —  Xo)H(x,  z)-^(x  —  x^)  (y  —  yo)^(^,  y), 

OÙ  F(y,  5),  H(.r,^),  K(a-^y)  désignent  trois  fonctions  schématiques. 
Dans  cette  expression,  qui  remplit  les  diverses  conditions  énumérées 
au  n"  86,  le  degré  maximum  des  facteurs  monômes  est  égal  à  2,  et, 
cela  étant,  l'entier  P  pourra  être  arbitrairement  choisi  sous  la  seule 
condition  d'être  au  moins  égal  à  n.  En  supposant,  par  exemple, 
P=  2,  on  remplacera  les  fonctions  schématiques  F(y,z),  H(a?,z) 
respectivement  par  les  sommes  schématiques  suivantes  : 

F(y,z)  =  X-r-B(z  —  Zo)-i-(z-Zoy'L(z) 

^^Ay—yi,)^-{y—y^){z  - z^)m{z) 
-^(r-jKo)'Q(7,^), 

H(ar,  z)  =  D-h(z  — Zo)R(z)-i-(a7  — a7o)S(a7,  z), 
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OÙ  A,  B,  C,  D  désignent  des  constantes  schématiques,  et  L{z),  M(3), 
Qiy^  ^)y  r^(^)>  S(x,z)  des  fonctions  schématiques;  quant  à  la  fonc- 
tion K(jc,  r),  qui  se  trouve  multiphée,  dans  l'expression  (44)5  par 
un  facteur  monôme  de  degré  2,  on  la  laissera  telle  qu'elle  est.  On 
obtiendra  ainsi,  au  lieu  de  (44)?  l'expression 

■+  (y  - yo)  (z  —  Zo)M(z)  -^  (y  - yoyqif,  z) 

-{-  D (x  —  Xo)  -^  (x  —  Xo)  {z  —  Zo)R(z)-^  (x  —  Xo)'^S(x,z) 

-i-  (x  —  Xo)(y—yo)K(x,y), 

qui  remplit  les  diverses  conditions  énumérées  au  début  du  présent 
numéro. 
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CHAPITRE  VI. 

CALCUL  INVERSE  DE  LA  DÉRIVATION. 


Économie  des  conditions  initiales  dans  les  systèmes  différentiels 
résolus  par  rapport  à  diverses  dérivées  des  inconnues. 

89.  On  nomme  système  différentiel  tout  système  d'équations 
posées  entre  certaines  variables  indépendantes,  ^,  y,  .  .  . ,  certaines 
fonctions  inconnues,  m,  c^,  .  .  . ,  de  ces  variables,  et  certaines  dérivées 
des  fonctions  m,  t^,  ...  :  les  fonctions  inconnues  doivent  être  déter- 
minées de  manière  que  les  équations  du  système  soient  identique- 
ment vérifiées  en  .r,  y,  ... . 

On  nomme  groupe  d'intégrales  du  système  tout  groupe  de  fonc- 
tions, 

qui,  substituées  à  m,  t^,  .  .  . ,  transforment  en  identités  les  diverses 
équations  proposées  :  nos  définitions  des  n°^  50  et  52  n'attribuant 
de  dérivées  qu'aux  fonctions  olotropes,  il  est  clair  que  les  diverses 
fonctions  du  groupe  doivent,  dans  certaines  limites,  jouir  de  cette 
propriété,  et  qu'il  doit  exister,  dans  l'espace  [[-^j^.  •  •  •]'  quelque 
point  à  partir  duquel  elles  soient  toutes  développables  (n"  76). 

90.  Étant  donné  un  système  différentiel,  S,  résolu  par  rapport 
à  diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues,  w,  i^,  .  .  . ,  qui  s'y 
trouvent  engagées,  nous  conviendrons  de  dire  qu'une  dérivée  de  ces 
fonctions  est  principale  relativement  au  système,  lorsqu'elle  coïn- 
cide, soit  avec  quelqu'un  des  premiers  membres,  soit  avec  quelqu'une 
de  leurs  dérivées;  nous  conviendrons  de  dire,  dans  le  cas  contraire, 
qu'elle  est  paramétrique. 

G)nsidérant,  dans  un  pareil  système  S,  un  groupe  d'intégrales  que 
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nous  supposerons  développables  à  partir  des  valeurs  initiales,  Xq^ 
^o>  •  '  '  1  choisies  pour  les  variables  indépendantes  x,  y,  .  .  . ,  nous 
nommerons  détermination  initiale  de  l'une  d'entre  elles  la  portion 
de  son  développement  formée  par  l'ensemble  des  termes  qui,  aux 
facteurs  numériques  connus  près  (n°  o4),  ont  pour  coefficients  les 
valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  paramétriques  de 
tous  ordres  ;  la  portion  restante,  où  figurent  de  même  les  valeurs  ini- 
tiales des  dérivées  principales,  se  nommera  la  partie  principale  du 
développement. 

On  peut,  à  l'aide  des  notions  exposées  dans  le  Chapitre  précédent, 
obtenir  d'une  manière  fort  simple  la  forme  schématique  des  détermi- 
nations initiales  d'un  groupe  quelconque  d'intégrales,  u,  (^,  .  .  .  :  il 
est  clair,  en  effet,  que,  si  les  dérivées  de  u  qui  figurent  dans  les  pre- 
miers membres  du  système  S  ont  pour  ordres  partiels  res  pectifs, rela- 
tivement à  ^,  ^,  .  .  . , 

a',      (3',      .... 


il  suffit,  pour  avoir  la  forme  schématique  de  la  détermination  iniliale 
de  u,  de  pratiquer  dans  le  développement  schématique  de  cette 
fonction  la  coupure 

(:r-.ro)«'(.x-jKo).S'..., 
(a?  — ^0  )*"(>— 7o).^'..., 


En  conséquence  (n°^  81,  82  et  83),  la  donnée  des  déterminations 
initiales  d'un  groupe  d'intégrales  (hypothétiques)  équivaut  à  celle  de 
fonctions  (ou  constantes)  en  nombre  essentiellement  fini,  et,  pour  se 
donner  arbitrairement  les  déterminations  dont  il  s'agit,  il  suffit  d'im- 
poser aux  intégrales  et  à  telles  ou  telles  de  leurs  dérivées,  en  nombre 
essentiellement  limité,  la  condition  de  se  réduire  respectivement, 
pour  les  valeurs  initiales  de  tels  ou  tels  groupes  de  variables,  à  des 
fonctions  arbitraires  des  groupes  de  variables  restants  (chacune  de 
ces  fonctions  doit,  naturellement,  être  supposée  développable  à 
partir  des  valeurs  initiales  des  variables  dont  elle  dépend).  Ainsi  se 
trouve  fixé  ce  que  l'on  peut  appeler  V économie  des  conditions  ini- 
tiales du  système. 
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Si  Ton  considère,  par  exemple,  un  système  différentiel  impliquant 
deux  fonctions  inconnues,  a,  v,  des  trois  variables  x^  y^  2,  et  résolu 
par  rapport  aux  quatre  dérivées 


d'-'^  u 


dx  dy  àz 


dv 
dx 


l'application  de  notre  métliode  donnera  (n"  84,  II  et  V),  pour  les 
déterminations  initiales  schématiques  de  «,  v, 

F  (y,  z)  -^  (  X  —  xo)  n{x,  z)  ^  (X  —  xo)  (y  —  yo)^{^,  y), 
L(z)  -+-  AO'  -jKo)  -H  ïiiy  -y,)\ 

où  A,  B  désignent  deux  constantes  schématiques,  et  F(/,^),  H(^,  c), 
R(j:,  y)^  J-'(^)  quatre  fonctions  schématiques.  On  en  déduit, 
pour  l'économie  des  conditions  initiales  du  système,  les  formules 
suivantes  : 


(I) 


u  =(fi(y,z)         pour         X — 57o  =  (>, 

du 
dx 
à-  u 


^{x,z)  pour         jK— JKo=o, 


I  \    âx  dy 


=  (jj{x,y)         pour        z  — z^  =  o 


V         =ii.(z)        pour        X  —  xo  =  y  —yo=  o, 

ày 


=  a 


pour         X  —  Xo~y — ^0  = -2  —  ^0=0. 


Pour  se  représenter  commodément  l'économie  des  conditions 
initiales,  on  peut  procéder  comme  il  suit  :  construire  un  quadrillage 
rectangulaire  dont  les  lignes  correspondent  aux  diverses  variables 
indépendantes  5:,  j>^,  .  .  . ,  et  les  colonnes  aux  diverses  quantités  (in- 
connues et  dérivées)  qui  figurent  dans  les  premiers  membres  des 
conditions  initiales;  puis,  dans  l'une  quelconque  de  ces  colonnes, 
noircir  à  l'aide  de  hachures  les  cases  des  diverses  variables  dont  ne 
dépend  pas  la  fonction  schématique  (dégénérée  ou  non)  qui  figure 
dans  le  second  membre  de  la  condition  correspondante;  en  répétant 
celte  opération  successivement  pour  toutes  les  colonnes,  on  obtient 
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une  sorte  de  damier  où  les  cases  blanches  et  noires  peuvent  offrir  des 
dispositions  relatives  variées.  Par  exemple,  à  des  conditions  initiales 
de  la  forme  (i)  correspondra  le  damier  ci-dessous  : 


au 


(f-U 


<)x     ùx  ()y 


dy 


dy' 


Cette  figuration  nous  sera  parfois  utile. 

Si  le  système  se  trouve  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées /?7*e- 
mières  des  inconnues,  si,  par  exemple,  il  implique  trois  fonctions 
inconnues,  w,  ^,  w^  des  quatre  variables  indépendantes  x^  y^  z^  .9,  et 
qu'il  se  trouve  résolu  par  rapport  à 


du 

du 

du 

dv 

dv 

dw 

dx' 

w 

Tz' 

W 

ds 

dz 

notre  méthode  nous  donne  (n*^  84,  III),  pour  les  conditions  initiales, 
la  forme  extrêmement  simple 


u  =9(0 

pour 

V    =  ^{oc,z) 

pour 

w  =z  a)(a7,  y,  s) 

pour 

X  -Xq  =  y  ~  y^=^  z  —  Zq^  o, 
y—yo=-  s  —  So=  o, 

Z    -     -   Zn    =  O. 


Dans  le  damier,  construit  d'après  elles,  où  les  lignes  correspondent, 
comme  nous  l'avons  dit,  aux  diverses  variables  indépendantes,  les 
colonnes  correspondent  alors  aux  diverses  fonctions  inconnues,  et, 
par  suite,  les  diverses  cases  aux  diverses  dérivées  premières  des  in- 
connues :  à  la  dérivée  première  -r->  par  exemple,  correspond  la  case 

qui  se  trouve  à  la  fois  dans  la  colonne  (m)  et  dans  la  ligne  (x).  Les 
cases  noires,  notamment,  correspondent  aux  divers  premiers  membres 
du  système,  et  l'on  pourra,  en  pareil  cas,  remplacer  avantageusement 
les  hachures  de  chaque  case  noire  par  l'équation  même  qui  lui  cor- 
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respond  ;  on  obtiendra  ainsi  le  Tableau  : 


73 


II 

V 

(V 

X 

du  _ 

dx 

y 

du 

dv 
dy---- 

z 

du 

dz 

dw 

s 

dv 
ds 

91.  Étant  donné  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à 
diverses  dérivées  (d'ordres  quelconques)  des  inconnues  qui  s'y 
trouvent  engagées,  on  peut,  en  s'appujant  sur  les  propositions  des 
n"*  86  et  88  relatives  aux  coupures,  donner  aux  conditions  initiales 
certaines  formes  dont  la  considération  nous  sera  fort  utile  dans  la 
suite  :  nous  nous  bornerons  pour  le  moment,  en  vue  du  présent 
Chapitre,  à  une  observation  très  simple,  qui  se  déduit  immédia- 
tement de  la  proposition  du  n"  86. 

Dans  un  système  différentiel  impliquant  une  seule  fonction 
inconnue,  et  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  de  cette 
inconnue,  les  conditions  initiales  peuvent  toujours  être  mises 
sous  une  forme  telle  que  les  circonstances  suivantes  s'' y  trouvent 
réalisées  : 

Si  on  les  partage  en  groupes  diaprés  les  ordres  croissants  de 
leurs  premiers  membres,  ces  ordres  forment  une  progression 
arithmétique  de  raison  i  commençant  par  zéro. 

Si,  dans  Vun  quelconque  des  groupes  ainsi  formés,  on  consi- 
dère l'une  des  conditions  initiales,  et  que  Von  exécute  sur  son 
premier  membre  une  différenciation  première  n'intéressant  au- 
cune des  variables  dont  dépend  (schématiquement)  le  second 
membre  correspondant,  la  dérivée  ainsi  obtenue  est  nécessai- 
rement identique,  soit  à  une  dérivée  principale  du  système,  soit 
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au  premier  membre  de  quelqu'une  des  conditions  initiales  figu- 
rant dans  le  groupe  suivant. 

En  particulier,  la  dérivation  dont  il  s'agit,  exécutée  sur  un 
premier  membre  du  dernier  groupe,  ne  peut  donner  comme 
résultat  qu^une  dérivée  principale  du  système. 

92.   Nous  poserons  enfin  les  définitions  suivantes  : 

Si  l'on  considère  deux  dérivées  (distinctes)  d'une  fonction  quel- 
conque, F  (^,  y,  '-')•)  et  que  l'on  adjoigne  mentalement  à  chacune 
d'elles  la  suite  indéfinie  de  ses  propres  dérivées,  tout  terme  commun 
aux  deux  groupes  illimités  ainsi  obtenus  se  nommera  une  résultante 
des  deux  dérivées  en  question.  Pour  passer  de  la  fonction  F(^,jK5  •  .  •) 
à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  dernières,  il  faut  exécuter  sur  elle 
certaines  différentiations,  dont  quelques-unes  peuvent  être  les  mêmes 
de  part  et  d'autre  :  en  désignant  par  le  symbole  D.  l'ensemble  des 
différentiations  communes,  et  par  les  symboles  D'.,  D".  Pensemble 
des  différentiations  restantes  pour  la  pi*emière  et  la  seconde  dérivée 
respectivement,  les  deux  dérivées  considérées  peuvent  évidemment 

s'écrire 

D.D'.F(;r,^,  ...),         D.D".F(;r,jK,  ...), 

et  l'on  voit  sans  peine  :  i"  qu'elles  admettent 

D.D',iy".¥(x,y,  ...) 

comme  résultante  unique  d'ordre  minimum  ;  2"  que  le  groupe 
complet  de  leurs  résultantes  s'obtient  en  adjoignant  à  celle  d'ordre 
minimum  la  suite  indéfinie  de  ses  propres  dérivées. 

Considérons  maintenant  un  système  difierentiel  résolu  par  rapport 
à  diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  enga- 
gées, et,  dans  ce  système,  deux  équations  ayant  pour  premiers 
membres  respectifs  deux  dérivées  d'une  même  inconnue;  puis, 
prenons  la  résultante  d'ordre  minimum  de  ces  dérivées,  et  répétons 
l'opération  en  faisant  varier  de  toutes  les  manières  possibles  le  choix 
de  la  fonction  inconnue  et  celui  des  deux  équations  sur  les  premiers 
membres  desquelles  on  doit  opérer  :  les  résultantes,  en  nombre 
essentiellement  limité,  que  nous  obtiendrons  ainsi,  se  nommeront, 
par  rapport  au  système  donné,  les  dérivées  cardinales  de  ses  di- 
verses fonctions  inconnues.  Il  va  sans  dire  que  toute  fonction  incon- 
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nue  dont  une  seule  dérivée  figure  dans  les  premiers  membres  du 
système  n'admet  aucune  dérivée  cardinale,  et  que,  dans  le  cas  où 
ces  premiers  membres  appartiennent  à  des  inconnues  toutes  difle- 
rentes,  il  n'y  a  de  dérivée  cardinale  pour  aucune  fonction  inconnue. 


Calcul  inverse  de  la  dérivation;  théorème  d'existence. 

93.  Le  problème  général  du  Calcul  inverse  de  la  dérivation,  dont 
nous  avons  déjà  traité  au  n°  76  un  cas  particulier,  peut  se  formuler 
comme  il  suit  : 

Chercher  Conte  fonction  des  variables  x^  y^  .  .  . ,  développable 
à  partir  de  valeurs  données,  Xo^yoi  •••i  ^^  dont  on  suppose  données 
telles  ou  telles  dérivées  [ces  dernières  nécessairement  développables, 
comme  la  fonction  cherchée  (n*"  49),  à  partir  de  ^o^  JK05  •  •]• 

Considérons  donc  un  système  différentiel  ayant  pour  p/emiers 
membres  (tous  distincts)  diverses  dérivées  de  la  fonction  in- 
connue u,  et  pour  seconds  membres  diverses  fonctions  données  de 
x,yj  ...,  toutes  développables  à  partir  dexQ^yQ^  .... 

Pour  que  le  système  dont  il  s^ agit  admette  quelque  intégrale  u 
développable  à  partir  de  .Tq,  y^^  ...,  //  est  nécessaire  que  les  di- 
verses expressions  déduites  du  système  pour  une  même  dérivée 
cardinale  quelconque  de  u  soient  identiquement  égales  entre 
elles. 

Ces  identités  étant  supposées  satisfaites,  il  existe  une  infinité 
d'intégrales  développables  à  partir  de  x^^  y^^  ...,  et  Vune  quel- 
conque Centre  elles  se  trouve  entièrement  déterminée,  si  Von  se 
donne  les  fonctions  {ou  constantes)^  en  nombre  fini,  dont  la 
connaissance  équivaut  à  celle  de  sa  détermination  initiale 
(n°*  83  et  90)  ;  ces  fonctions  peuvent  être  arbitrairement  choisies, 
sous  la  seule  restriction  d'être  développables  à  partir  des  valeurs 
initiales  de  leurs  variables  respectives,  et  toute  solution  particu- 
lière du  système  ne  peut  manquer  d'être  développable  dans  les 
limites  où  le  sont  à  /a  fois  :  i"  les  seconds  membres  du  système  ; 
2"  les  fonctions  dont  la  connaissance  équivaut  à  celle  de  sa  déter- 
mination initiale. 

Enfin,  la  solution  générale  du  problème  que  nous  avons  en  vue 
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est  donnée  par  la  forniale 

où  \]{x^  y^  ...)  désigne  une  solution  particulière  quelconque, 
et  A  une  expression  toute  semblable  à  la  détermination  initiale 
schématique . 

I.  S'il  existe  quelque  intégrale  u^  il  est  clair  qu'elle  vérifie,  non 
seulement  les  équations  du  système  donné,  mais  encore  toutes  celles 
qui  s'en  déduisent  par  différentiations  (n"  58),  et  cette  circonstance 
permet  de  calculer  tous  les  coefficients  de  la  partie  principale  de  son 
développement.  Eff'eCtivement,  un  terme  quelconque  de  la  partie  prin- 
cipale a  pour  coefficient,  au  facteur  numérique  connu  près  (n"  54),  la 
valeur  initiale  d'une  certaine  dérivée  principale  de  u^  c'est-à-dire  d'une 
dérivée  qui  coïncide,  soit  avec  quelqu'un  des  premiers  membres  du 
système  donné,  soit  avec  quelqu'une  de  leurs  dérivées  :  il  suffit  donc, 
pour  obtenir  cette  valeur  initiale,  de  considérer  le  groupe  illimité 
que  forment  les  équations  du  système  donné  et  toutes  leurs  équations 
dérivées,  de  choisir  dans  ce  groupe  une  relation  convenable,  et  de 
calculer  la  valeur   numérique    acquise    par  le   second    membre    en 

^0  7  y  {SI  •••• 

u  arrive  d'ailleurs  fréquemment  que  la  valeur  initiale  d'une  même 
dérivée  principale  puisse  ainsi  se  calculer  de  plusieurs  façons  :  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  évidemment  nécessaire  et  suffisant  que  la 
dérivée  principale  dont  il  s'agit  coïncide,  soit  avec  quelqu'une  des 
dérivées  cardinales  de  //,  soit  avec  quelque  dérivée  de  ces  dernières. 
Or,  l'existence  supposée  de  l'intégrale  u  entraîne  l'égalité  numérique 
des  divers  résultats  fournis  pour  la  valeur  initiale  d'une  semblable 
dérivée;  si  donc  on  considère  les  diverses  expressions,  fonctions  de 
.r,  y,  ...,  déduites  du  système  donné  pour  l'une  quelconque  des 
dérivées  cardinales  de  w,  les  expressions  dont  il  s'agit  doivent,  ainsi 
que  leurs  dérivées  semblables  de  tous  ordres,  prendre  la  même  valeur 
numérique  en  ^0,  ^qi  --v  c'est-à-dire  que  les  diverses  expressions 
d'une  même  dérivée  cardinale  quelconque  doivent  être  identique- 
ment égales  entre  elles  (n"  58).  L'ensemble  de  ces  identités  constitue 
ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  calcul  des 
coefficients  de  la  partie  principale  du  développement  d'une  intégrale 
hypothétique,  effectué  de  toutes  les  manières  possibles,  conduise 
pour  chacun  d'eux,  comme  cela  doit  être,  à  une  valeur  unique. 
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II.  Les  identités  dont  il  s'agit  étant  supposées  satisfaites,  la  partie 
principale  du  développement,  calculée  comme  nous  venons  de  l'in- 
diquer, admet  les  rayons  de  convergence  communs  à  tous  les  seconds 
membres  des  équations  proposées. 

Pour  l'établir,  je  démontrerai  tout  d'abord  que,  si  l'on  construit 
une  portion  de  développement  avec  les  coefficients  déduits  d'une 
même  équation  du  système,  cette  portion  de  développement  admet 
les  rayons  de  convergence  du  second  membre  de  l'équation  considé- 
rée. Soit,  en  effet, 

Tune  des  équations  du  système.  En  désignant  par  A«^  6,  •  •  •  la  valeur 
initiale  de  la  dérivée 

dx"*^  ôy^ ... 

le  développement  du  second  membre  f[x^y^  . . .)  et  celui  que  nous 
faisons  correspondre  à  l'équation  (i)  se  correspondent  terme  à  terme, 
et  ont  respectivement  pour  termes  généraux 


Aa,6,. 


^a,b, 


\  .1. .  .a       \ .1. . .b 

(x  —  .roY^+P       (y  —  Y^Y^^ 


1 .2.  .  .(a  H-/?)    1.2...    b -\- q ) 

le  rapport  de  ceux-ci, 

{x  —  x^)i> (JK— .Xo)'^ 

(a-r-i)...(aH-/?)  (6-+-I)..  .(6h-  ^)'  *** 

ayant  un  numérateur  indépendant  de  a,  6,  ...,  avec  un  dénominateur 
au  moins  égal  à  i,  le  second  développement  converge  certainement 
dans  les  mêmes  limites  que  le  premier  (n"  29). 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  les  divers  développements  qui  corres- 
pondent ainsi  aux  diverses  équations  du  système  donné,  le  dévelop- 
pement résultant  admettra  évidemment  les  rayons  de  convergence 
communs  à  tous  les  seconds  membres  du  système  :  or,  la  valeur 
initiale  de  telle  ou  telle  dérivée  principale  pouvant  se  déduire  par 
différentiations  de  plusieurs  équations  du  système  donné,  les  coeffi- 
cients du   développement   que  nous  venons  d'obtenir  par  addition 

R.  12 
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sont  les  produits,  par  certains  entiers  positifs^  des  coefficients  sem- 
blables de  la  partie  principale  du  développement  d'une  intégrale 
hypothétique;  cette  partie  principale  admettra  donc,  elle  aussi,  les 
rayons  de  convergence  dont  il  s'agit  (n''  29). 

III.  Si  l'on  désigne  par  P  (.r,  y,  ...)  la  somme  de  la  portion  de 
développement  dont  nous  venons  de  démontrer  la  convergence,  et 
qu'on  lui  ajoute  une  détermination  initiale,  A,  arbitrairement  choisie 
sous  la  seule  restriction  que  les  fonctions,  en  nombre  essentiellement 
fini,  qui  entrent  dans  son  expression,  soient  toutes  développables 
à  partir  des  valeurs  initiales  des  variables  dont  elles  dépendent,  la 
somme 

(1)  U  =  P(iP,  JK,   .  .  .)  +  ^ 

vérifie  identiquement  les  équations  proposées. 

Effectivement;  il  résulte  du  calcul  même  des  coefficients  de 
P(^,  y,  ...)que  les  premiers  membres  des  équations  proposées  et 
leurs  dérivées  de  tous  ordres  prennent,  en  ^oi  JKo?  •••)  les  mêmes 
valeurs  numériques  que  les  seconds  membres  correspondants  et  leurs 
dérivées  semblables  :  les  premiers  membres  sont  donc  identiquement 
égaux  aux  seconds  (n"  5S). 

La  formule  (2)  donne  d'ailleurs  la  solution  générale  du  problème 
posé;  car  toute  intégrale  du  système  donné  développable  à  partir 
de:rQ,j^05  •••  ^  nécessairement  pour  partie  principale  de  son  déve- 
loppement la  fonction  P(:r,  y^  •••)'  et  il  suffit  alors,  pour  faire 
coïncider  le  second  membre  de  la  formule  (2)  avec  l'intégrale  que 
l'on  considère,  de  prendre  pour  A  la  détermination  initiale  de  cette 
intégrale. 

Si  l'on  rapproche  maintenant  de  la  formule  (2)  et  des  n°^  83  et  90 
le  point  que  nous  avons  établi  plus  haut  (II)  sur  les  rayons  de  conver- 
gence de  P(^,  y,  . . .),  il  est  clair  que  le  développement  d'une  inté- 
grale particulière  quelconque  converge  dans  les  limites  indiquées 
par  l'énoncé. 

IV.  En  attribuant  aux  notations  \]{x^y^  . . .)  et  A  le  sens  indiqué 
par  notre  énoncé,  la  solution  générale  du  problème  qui  nous  occupe 
est  également  donnée  par  la  formule 

(3)  w=U(:r,7,  ...)-hA. 
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Il  résulte,  en  efl'et,  de  l'alinéa  III  qu'en  désignant  par  A  une 
expression  schématique  exactement  semblable  à  A,  la  solution  géné- 
rale est  donnée  par  la  formule 

(4)  u=P{T,y,  ...)  +  A. 

Si  donc  on  désigne  par  G  certaine  fonction  calquée  sur  A,  c'est-à- 
dire  pouvant  se  déduire  de  A  par  la  substitution  aux  fonctions  sché- 
matiques qui  y  figurent  de  certaines  fonctions  déterminées,  on  aura 

et  la  formule  (3)  pourra  s'écrire 

(5)  a  =  P(:r,  jK,  ...)-+-G-f- A; 

il  est  facile  de  voir,  dès  lors,  qu'elle  équivaut  entièrement  à  la  for- 
mule (4)  :  car  les  expressions  schématiques  A,  A  étant  semblables 
l'une  à  l'autre,  et  la  fonction  G  étant  calquée  sur  elles,  la  relation 

A  =  G-+- A, 

obtenue  en  égalant  les  seconds  membres  de  (^  /  et  (5),  permet  de 
déterminer  les  fonctions  qui  figurent  dans  A  quand  on  connaît  celles 
qui  figurent  dans  A,  et  réciproquement. 

94.  Les  relations  obtenues  en  égalant  entre  elles,  dans  le  système 
étudié  au  numéro  précédent,  les  diverses  expressions  d'une  même 
dérivée  cardinale  quelconque,  se  nomment  les  conditions  d'intégra- 
bilité  du  système  ;  lorsqu'elles  sont  satisfaites,  le  système  est  dit 
intégrable.  On  peut  d'ailleurs,  comme  nous  le  verrons  plus  tard 
(n"  i6o),  les  simplifier  dans  bien  des  cas. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  les  seconds  membres  du  système  se 
réduisent  tous  à  zéro,  le  système  est  évidemment  intégrable,  et  sa 
solution  générale  se  réduit  à  la  détermination  initiale  schématique 
de  a. 

Considérons,  notamment,  un  système  ayant  pour  premiers  mem- 
bres diverses  dérivées  premières  de  la  fonction  inconnue  u^  avec  des 
seconds  membres  tous  nuls;  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  qu'il 
y  ait  cinq  variables  indépendantes,  .27,  y,  g,  a',  ^,  et  qu'on  assujettisse 
les  trois  dérivées  premières  relatives  à  ^,  y,  z  à  être  identiquement 
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nulles,  la  solution  générale  du  système  résultant, 

du  du  du 

3-  =  o,  -—  =  o,  —  =  o, 

ôx  dy  ôz 

sera  une  fonction  arbitraire  de  5,  t. 

On  en  déduit  immédiatement  la  conséquence  suivante  : 

Pour  que  la  somme  d'un  développement  fondamental  ne 
dépende  effectivement  que  de  certaines  des  variables,  il  faut  et  il 
suffit  que  ses  dérivées  premières  relatives  aux  variables  restantes 
soient  identiquement  nulles  (^). 

En  particulier,  pour  que  la  somme  d'un  développement  fonda- 
mental se  réduise  à  une  constante,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  déri- 
vées premières  soient  toutes  identiquement  nulles. 


Calcul  inverse  de  la  dérivation;  réduction  à  des  quadratures. 

95.  Dans  un  système  [intégrable)  ayant  pour  premiers  mem- 
bres diverses  dérivées  premières  de  la  fonction  inconnue  m,  et 
pour  seconds  membres  diverses  fonctions  données  de  x,  y^  ... 
(développables  à  partir  des  valeurs  initiales  Xq^  yQ,  -  - ')i  '<^ 
recherche  de  Vintégrale  particulière  répondant  à  une  condition 
initiale  donnée  se  ramène  à  des  quadratures  (n"  78)  en  nombre 
égal  à  celui  des  équations  du  système. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  cinq  variables  indé- 
pendantes, x^y^  z,  5,  t,  et  que  le  système  comprenne  trois  équations, 

du        ^   , 
du        ^  , 


(  '  )  Il  esL  clair  d'ailleurs  que,  si  cette  condition  se  trouve  remplie  pour  un  déve- 
loppement fondamental,  elle  le  sera  pour  les  développements  successifs  auxquels 
conduit  un  chemin  praticable  quelconque  :  car  toute  dérivée  première  du  dévelop- 
pement sera,  elle  aussi,  calculable  suivant  le  même  chemin,  et  la  nullité  identique 
de  son  développement  initial,  si  elle  a  lieu,  entraînera  de  proche  en  'proche  celle  de 
tous  les  développements  subséquents  (  n"  69). 
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les  conditions  d'intéffrabilité  sont,  ici, 


d¥i       d¥^ 

d¥,        d¥^ 

d¥^        d¥^ 

dy          dx 

dz          dx 

dz          dy  ' 

et  on  les  suppose,  comme  de  raison,  identiquement  satisfaites.  Dési- 
gnant alors  par  Xq^  y^^  z^^  Sq^  Iq  les  valeurs  initiales  choisies  pour  les 
variables,  nous  établirons  que  la  recherche  de  l'intégrale  particulière 
répondant  à  la  condition  initiale  (donnée) 

w  =  u(5,  <)         pour         X  —  ^o=J — ^o=-s  —  -So  =  o 

se  ramène  à  trois  quadratures,  savoir  : 

i''  A  la  recherche  d'une  solution  (quelconque)  de  l'équation 

(2)  -^  =  F3(iro,  jo,  ^,  ^,  0' 

où  «0,0  désigne  une  fonction  inconnue  des  seules  variables  ^,  5,  ^, 
et  qui  se  déduit,  par  un  mécanisme  évident,  de  la  troisième  équa- 
tion (i)  ; 

2°  A  la  recherche  d'une  solution  (quelconque)  de  l'équation 

<3)  ^-^  =  ¥,{x,,y,z,s,t\ 

où  Uq  désigne  une  fonction  inconnue  des  seules  variables  y,  z^  s,  t, 
et  qui  se  déduit,  par  un  mécanisme  évident,  de  la  deuxième  équa- 
tion (1); 

3°  A  la  recherche  d'une  solution  (quelconque)  de  la  première  équa- 
tion (i), 

(4)  -£  =  ¥,{x,y,z,s,t). 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  connaisse  une  solution  de  (2),  une 
solution  de  (3),  et  une  solution  de  (4)-  Connaissant  une  solution 
de  (2),  on  connaîtra  par  là  même  (n"  77)  celle  qui  répond  à  la  con- 
dition initiale 

Uo,()=  '^is,  t)        pour         z  —  Zo=o; 

nous  la  désignerons  par  Uo,o(5,  5,  t).  Puis,  connaissant  une  solution 
de  (3),  on  connaîtra  par  là  même  celle  qui  répond  à  la  condition 
initiale 

"0=  Uo,o(^i  5,  0         pour        y — j^o^o; 
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nous  la  désignerons  parUo  (jK,  ^,  5,  t).  Connaissant  enfin  une  solution 
de  (4)i  on  connaîtra  par  là  même  celle  qui  répond  à  la  condition 
initiale 

(5)  i*  =  Uo(^r,  ^,  s,  0         pour        X  —  Xq=o. 

Je  dis  que  c'est  là  précisément  l'intégrale  cherchée  du  système  (i). 
Effectivement,  cette  dernière  peut,  par  un  groupement  convenable 
des  termes  de  son  développement,  s'écrire  sous  la  forme 

(6)  u  =  {x  —  XQ)k{x,y,z,s,  0  +  (r— 7o)B(jK,^,  s,  0 

-^  {Z  —  Zq)  C{z,  s,  t)  +  ^{s,  t), 

où  K[x^  y,  z,  s,  t),  B(j^,  G,  .9,  ^),  G(5,  s,  t)  désignent  certaines  fonc- 
tions développables  à  partir  des  valeurs  initiales  des  variables  dont 
elles  dépendent.  En  posant 

(7)  {z  —  Zo)C(z,  s,  t)  -f-  u(5,  0  =  ro,o(s,  s,  t), 
la  formule  (6)  devient 

(8)  u=^(x  —  Xo)A{x,y,z,s,  ^)  +  (j^ —jo)  6(7,  ^,  5,  0 -+- i'o,o(^,  ^,  0, 
d'où  l'on  déduit 

du  dX  dB        â\\.(i 

il  résulte  de  là  que,  dans  l'hypothèse  numérique 

x  —  XQ=y—yQ=o, 

la  dérivée  première   relative  à  s  de  l'intégrale  particulière  (6)  du 

système  (i)  se  réduit  à  — p^  :   si  donc  on  introduit  dans  la  troisième 

équation  (i),  après  substitution  à  a  de  cette  intégrale,  l'hypothèse 
numérique  dont  il  s'agit,  elle  devient 

—~  =  F3(:ro,  70,  ^,  5,0- 

Ainsi,  la  fonction  Tq^q  (^,-5,  t)  vérifie  l'équation  (2);  d'autre  part, 
à  cause  de  (7),  elle  remplit,  vis-à-vis  de  cette  équation,  la  condition 
initiale 

^'0,0= '^(5,  0         pour         z  — ^0=0; 
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elle  est  donc  forcément  identique  à  la  solution  particulière  Uo,o  (^^  s^  t 
de  cette  même  équation,  et  la  formule  (8)  devient 

(9)  u  =  {x  —  XQ)k{x.  y,  z,  s,  0  -^  {y  — ro)  B(j,  z,  s,  t)  H-  Uo,o(2,  s,  t) 
Posons  maintenant 

(10)  {y—ro)^0',  2,5,  0+  t'o,o(-3,5,  0  =  Vo(jK,  2,  5,  t); 

la  formule  (9)  devient 

(11)  u  =  {x  —  Xq)  X(x,y,  z,  s,  t)  -+-  \\(y,  z,  s,  t), 

d'où  Ton  déduit 

du        ,  ,  dS.        dX^  '- 

à  y  '  dy         ôy     . 

il  résulte  de  là  que,  dans  l'hypothèse  numérique  x  —  ^0  =  0,  la  déri- 
vée première  relative  à  y  de  l'intégrale  particulière  (6)  du  système  (i) 

se  réduit  à  — ^  :  si  donc  on  introduit  dans  la  deuxième  équation  (i), 

après   substitution  à   a  de  cette  intégrale,    l'hypothèse    numérique 
X  —  Xo  =  o,  elle  devient 

Ainsi,  la  fonction  Vq  (y,  2,  ^,  t)  vérifie  l'équation  (3)  ;  d'autre  part, 
à  cause  de  (10),  elle  remplit,  vis-à-vis  de  cette  équation,  la  condition 

initiale 

"ï'o=  Uo,o(5,  5,  O         pour        j/-— jKo=o; 

elle  est  donc  forcément  identique  à  la  solution  particulière  Uo  {y  1^1  -5?  0 
de  cette  même  équation,  et  la  formule  (11)  devient 

Kyf)  u  =  {X  —  ^0)  A(.r,  y,  z,  5,  t)  -\-  Uo(j,  s,  5,  0- 

Considérant  enfm  la  formule  (12),  on  voit  que  l'intégrale  particu- 
lière (6)  du  système  (i)  remplit,  vis-à-vis  de  l'équation  (4),  la  condi- 
tion initiale  (5). 

Ainsi  se  trouve  achevée  notre  démonstration. 
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Dans  le  cas  particulier  où  le  système  (i)  est  de  la  forme 

dx      •''^^    '    '    ^' 

au         .  , 

les  conditions  d'intégrabilité  sont  évidemment  satisfaites,  car  les  deux 
expressions  de  chaque  dérivée  cardinale  sont  identiquement  nulles 
(n^  94);  en  désignant  alors  par 

trois  solutions  particulières  de  ces  équations  respectives,  leur  somme 

est  évidemment  une  solution  particulière  du  système  donné  (dont  la 
connaissance  permettra  d'obtenir  celle  qui  répond  à  une  condition 
initiale  arbitrairement  choisie). 

96.  Pour  obtenir,  dans  le  cas  le  plus  général  du  Calcul  inverse 
de  la  dérivation,  V intégrale  particulière  répondant  à  des  condi- 
tions initiales  données,  il  suffit  d'exécuter  un  certain  nombre 
de  fois  cette  même  recherche  dans  le  cas  du  premier  ordre,  ce 
qui,  d'après  le  numéro  précédent,  ramène  toujours  à  des  qua- 
dratures. 

I.  Etant  donné  un  système  (intégrable)  S,  ayant  pour  premiers 
membres  diverses  dérivées  de  l'inconnue  //,  et  pour  seconds  membres 
des  fonctions  données  de  ^,y,  ...,  nous  en  déduirons,  conformément 
aux  indications  ci-après,  un  système  du  premier  ordre,  S,  impli- 
quant, avec  l'inconnue  w,  quelques-unes  de  ses  dérivées  à  titre  d'in- 
connues adjointes,  et  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  (pre- 
mières) des  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées.  Gomme  il  a  été  dit 
au  n*"  90,  nous  écrirons  les  diverses  équations  de  1'  dans  les  cases 
d'un  quadrillage  rectangulaire,  en  ne  nous  occupant  tout  d'abord  que 
des  premiers  membres. 

Les  conditions  initiales  du  système  S  ayant  été  mises  sous  la  forme 
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(schématique)  spécifiée  au  n"  91,  désignons  par  q l'un  de 

leurs  premiers  membres,  et  par  Fa, p,...  le  second  membre  correspon- 
dant. Gela  étant,  nous  prendrons  dans  S,  pour  l'une  de  nos  inconnues, 

la  quantité       ^      ^ ?  que  nous  désignerons  par  Wa,p,  ...j  puis,  en 

supposant,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ail  cinq  variables  indépen- 
dantes, a:,y,  2,  5,  t,  et  que  la  fonction  schématique  Fa,  p, ...  dépende 
de  5,  t,  nous  écrirons  dans  les  cases  (.r),  (y),  (z)  de  la  colonne 
(''a, p,...)  les  premiers  membres 

ôx  ■  "  '  dy  ■  "  '  dz  *  "  ' 

et  nous  laisserons  vides  les  cases  {s)  et  {t)  de  cette  même  colonne; 
au  cas  où  Fa, p,...  se  réduirait  à  une  simple  constante  schématique, 
les  cases  de  la  colonne  considérée  seraient  ainsi  toutes  pleines.  Ce 
que  nous  venons  de  faire  pour  Tune  des  conditions  initiales,  nous  le 
ferons  successivement  pour  toutes,  et  nous  aurons  ainsi,  dans  notre 
quadrillage  rectangulaire,  des  cases  pleines  et  des  cases  vides; 
d'ailleurs,  quelques  seconds  membres  que  nous  écrivions  ultérieu- 
rement dans  les  cases  pleines,  on  voit,  dès  maintenant,  que  si  l'on 
forme  successivement,  dans  l'ancien  système,  puis  dans  le  nouveau, 
un  ensemble  composé  des  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramé- 
triques, les  deux  ensembles  ainsi  obtenus  se  correspondent  terme  à 
terme,  et  que  le  second  se  déduira  du  premier  par  de  simples  chan- 
gements de  notations  ;  de  même,  et  toujours  aux  notations  près, 
réconoraie  des  conditions  initiales  sera  identique  dans  les  deux  sys- 
tèmes. Quant  aux  dérivées  principales  du  nouveau  système,  elles 
coïncideront,  aux  notations  près,  les  unes  avec  des  dérivées  princi- 
pales, les  autres  avec  des  dérivées  paramétriques  de  l'ancien. 

Occupons-nous  maintenant  des  seconds  membres  du  système  S, 
et  considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  qui,  dans  S,  a  pour 

premier  membre    "'^^'•••-  A  la  notation  près,   ce  premier  membre 

coïncide  avec  une  dérivée  ancienne, 


qui,  d'après  la  forme  donnée  aux  conditions  initiales  de  S  (n"  91), 
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est  nécessairement  identique,  soit  au  premier  membre  de  quelqu'une 
de  ces  conditions  initiales,  soit  à  quelque  dérivée  principale  de  S  : 
dans  le  premier  cas,  elle  coïncide,  à  la  notation  près,  avec  quelque 

inconnue  adjointe  de  S,  et  nous  égalerons  alors  — '^' ^'  "  à  cette  in- 
connue adjointe  ;  dans  le  second  cas,  quelqu'une  des  équations  de  S 
ou  de  celles  qui  s'en  déduisent  par  différentiations  nous  fournira, 
pour  la  dérivée  (t3),  une  expression  en  .^,y,  ...,  et  nous  égalerons 

1          (^Wa,  3, ...    , 
alors r^ —  a  cette  expression. 

II.  D'après  les  relations  qui  existent  entre  les  deux  systèmes  S  et  S, 
il  est  manifeste  que  si  l'on  considère,  dans  S,  la  solution  particulière 
satisfaisant  à  des  conditions  initiales  données,  il  y  correspond,  dans  i], 
une  solution  satisfaisant  à  des  conditions  initiales  identiques  (aux 
notations  près),  et  se  déduisant  de  celle  de  S  par  la  simple  adjonc- 
tion des  dérivées  qui  servent  d'inconnues  adjointes.  Pour  obtenir  la 
solution  considérée  de  S,  on  partagera  les  colonnes  du  Tableau, 
c'est-à-dire  les  inconnues  de  S,  en  groupes  successifs  d'après  l'ordre 
(total)  croissant  des  notations  anciennes  de  ces  inconnues.  Le  der- 
nier groupe,  qui  correspond  à  l'ordre  le  plus  élevé,  ne  contiendra 
dans  ses  seconds  membres  que  des  fonctions  connues  de  ^,y,  ... 
(n"  91)  :  on  l'intégrera  avec  les  conditions  initiales  voulues,  ce  qui 
conduira  à  résoudre  un  certain  nombre  de  fois  le  problème  traité  au 
n*'  95.  Gela  fait,  on  passera  au  groupe  précédent,  et  l'on  observera 
que  ses  diverses  équations  ont  pour  seconds  membres,  les  unes  des 
fonctions  connues  de  x,y,  ...,  les  autres  des  inconnues  adjointes  du 
dernier  groupe  ;  en  remplaçant  celles-ci  par  les  fonctions  qui  viennent 
d'être  calculées,  les  seconds  membres  de  l'avant-dernier  groupe 
seront  tous  des  fonctions  connues  de  :r,y,  ...  :  on  l'intégrera  avec  les 
conditions  initiales  voulues,  ce  qui  conduira  de  nouveau  à  résoudre 
un  certain  nombre  de  fois  le  problème  traité  au  n°  95.  De  l'a\ant- 
dernier  groupe  on  passera  de  même  à  celui  qui  précède,  et  ainsi 
jusqu'à  épuisement  des  groupes. 

97.   Eclaircissons  ces  indications  par  quelques  exemples. 
l.  Etant  donnée  l'équation 


âx  ay  dz 
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OÙ  u  désigne  une  fonction  inconnue,  et  A  une  fonction  connue  des 
trois  variables  indépendantes  x^y^  z,  proposons-nous  de  l'intégrer 
avec  les  conditions  initiales  (n"*  84,  II) 


u     =u(y,  5)  pour         X  =  xo, 

du 

—     =cp(ar,  5)  pour         JK  =  Jo, 

d^-u 


dx  oy 


4'(^j  y)         pour         z  =  Zq. 


On  prendra  comme  inconnues  les  premiers  membres  des  conditions 
initiales,  que  l'on  nommera  w,  w^,  î/'^^.,  et  l'on  formera  le  système 
du  premier  ordre 

u  ll[^  li'xy 


du          , 

3i  =  "- 

du'x               n 

ôz 

On  intégrera  la  dernière  colonne  avec  la  condition  initiale 

"xj  =  'V(^rr)      pour      z  =  zq\ 

puis,  w^^  étant  connu,  la  deuxième  colonne  avec  la  condition  initiale 

"!c=?(^,  ^)         pour         7=70; 

enfin,  u'^  étant  connu,  la  première  colonne  avec  la  condition  initiale 

u  —  'j( y,  z)         pour         x  =  Xq. 

11.   (considérons  le  système 

- — —  =  A(.r.  v,z),  - — —  =  B(ic,  r, -s), 

ô.TOy  j^     n  Ox  ÔZ  ^     ^J^     n 

où  //  désigne  une  fonction  inconnue,  et  A,  B  deux  fonctions  connues 
des  trois  variables  indépendantes  x^y^z\  et  supposant,  comme  de 
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raison,  la  condition  d'intégrabilité 

'âz  ~"dy 

identiquement  satisfaite,  proposons-nous  d'intégrer  le  système  avec 
les  conditions  initiales  (n"  84,  IV) 


pour 


Û7  —  ;ro  =  o, 


dx 


o(x) 


pour         y — y^)  =  z  —  ^0=0. 


A  cet  effet,  on  prendra  comme  inconnues  les  premiers  membres 
des  conditions  initiales,  que  l'on  nommera  w,  w^,  et  l'on  formera  le 
système  du  premier  ordre 


r 


Ou 

55  =  "- 

On  intégrera  la  seconde  colonne  avec  la  condition  initiale 
"a:  =  ?(^)         pour         y — yo= -z  —  ^0=0; 

puis,  u^  étant  connu,  la  première  colonne  avec  la  condition  initiale 

u  =  u(y,  z)         pour         x  —  iPo  =  o. 

III.   Dans  le  système 


ày 


3  =  A(.-r,  jK,^), 


dx  dz 


6(^,7.-5), 


Ox^-  ày 


=  Cix,y,z), 


où  II  désigne  une  fonction  inconnue,  et  A,  B,  C  trois  fonctions 
connues  des  variables  indépendantes  x,  y,  z^  supposons  identique- 
ment satisfaites  les  conditions  d'intégrabilité 


C)2  A             £)3  B 

ô-^k        d^C 

(^2B         dC 

dx  dz  ~  dy^  ' 

dx^  ~  dy^  ' 

dx  ày        dz  ' 
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et,  cela  étant,  proposons-nous  d'intégrer  le  système  avec  des  condi- 
tions initiales  données;  ces  dernières,  comme  on  le  verra  par  l'appli- 
cation de  notre  méthode,  sont  de  la  forme 

u    =cpo(x;) 


du 


pour 


x  —  Xo=y—yo=  o, 


du 

âx 

d-  u 

dx  dy 

d^u 


dx  dy-i 


=   «0 

=  7.1    >         pour    X  —  ^o  =  y — Jo='5  —  ^0  =  0, 

=  a2 


—    =^(X)  pour     y—y^=z—ZQ=0. 


A  cet  effet,  on  prendra  comme  inconnues  les  premiers  membres  des 
conditions  initiales,  que  l'on  nommera  w,  w^.,  u'y^  m^s^  w^.^,  w^î,  iC-y^i 
et  l'on  formera  le  système  du  premier  ordre 


"xy 


OU 

01^ X               n 
— —    =  M, .s 

dx           ' 

ou 

— -     =     Uy 

Oy         ^ 

dU^  _  ,y/ 
dy    -""■'^ 

dz 

du'y 

dx 

Ùxy 

OUy 

dy 

"> 

ôx 

du';., 

dx    =  "->'^ 

du'y-i. 

dy 

=  C 

du'xy            m 

ôy     ^'"■^r 

du;._^ 

dy 

dUy-i 

dz 

~  dx 

du'xy        dB 

dz     ~  dy 

du'.y. 

dC 

ÔX 

--  dy 

du'ryi 

dy 

dk 
~  dx 

du::.y. 

dz 

d^B 

-  dr 

On  en  intégrera  les  colonnes  successives  de  droite  à  gauche,  chaque 
fois  avec  la  condition  initiale  voulue. 


igo 
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CHAPITRE  VIL 

SYSTÈMES  ORTHONOMES. 


Systèmes  passifs;  systèmes  complètement  intégrables. 

98.  Nous  dirons  qu'un  système  différentiel  est  limité  ou  illiinilé, 
suivant  qu'il  se  compose  d'un  nombre  limité  ou  illimité  d'équations, 
et  nous  supposerons  expressément  que  tout  système  différentiel 
directement  donné  est  limité  :  c'est  toujours,  en  effet,  à  de  pareils 
systèmes  que  conduit  la  mise  en  équations  des  problèmes  de  Mathé- 
matiques appliquées. 

Des  intégrales  particulières  d'un  système  (limité)  donné  seront  dites 
ordinaires,  si,  les  seconds  membres  du  système  ayant  été  réduits  à 
zéro  par  la  simple  transposition  de  leurs  termes  dans  les  premiers 
membres,  on  peut  assigner  quelque  domaine  tel,  que  non  seulement 
les  intégrales  dont  il  s'agit  y  soient  exprimables  par  des  développe- 
ments de  Tayior  (n"  oo)  construits  à  partir  du  centre,  mais  que,  de 
plus,  leurs  valeurs,  prises  conjointement  avec  celles  de  leurs  dérivées 
et  des  variables  indépendantes,  restent  toujours  intérieures  à  quelque 
domaine  où  les  premiers  membres  du  système  soient  exprimables  de 
la  même  manière  (  *  ). 

La  substitution  d'intégrales  ordinaires  connues  dans  les  équations 
de  ce  système  en  transforme  les  divers  premiers  membres  en  diverses 
fonctions  composées  des  variables,  des  intégrales,  et  de  quelques-unes 
de  leurs  dérivées.  D'après  la  définition  même  des  intégrales  ordinaires, 


(*)  Il  va  sans  dire  que  les  deux  domaines  dont  l'existence  est  imposée  par  la  défi- 
nition ci-dessus  font  respectivement  partie  de  deux  espaces  essentiellement  diffé- 
rents :  si  l'on  désigne  par  x^  y,  ...  les  variables  indépendantes,  et  par  o,  . . .  les 
diverses  inconnues  et  dérivées  figurant  effectivement  dans  les  premiers  membres  du 
système,  le  premier  de  ces  deux  domaines  fait  partie  de  l'espace  |[x,  jk,  •••Jh  el  le 
second  de  l'espace  {[x,  y,  . . .,  8,  . , .]]. 
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et  entre  les  limites  assignées  par  cette  définition,  les  règles  établies 
pour  les  fonctions  composées  sont  applicables  aux  premiers  membres 
dont  il  s'agit;  d'ailleurs,  chacun  d'eux  étant  identiquement  nul  après 
la  substitution  indiquée,  toutes  ses  dérivées  le  sont  aussi  (n^  56),  et 
Von  peut,  en  conséquence,  différentiel'  indéfiniment  les  relations 
du  système.  Les  relations  ainsi  obtenues  peuvent  ensuite  être  com- 
binées de  mille  manières  entre  elles  et  avec  les  proposées  sans  que 
l'algorithme  des  fonctions  composées  cesse  d'être  applicable,  puis  les 
résultats  de  ces  combinaisons  être  differentiés  à  leur  tour,  et  fournir 
les  éléments  de  combinaisons  nouvelles  qui  seront  elles-mêmes  diffé- 
rentiées;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  peut,  en  un  mot,  déduire 
du  sjstè«ne  donné  une  foule  de  relations  dont  chacune  est  identique- 
ment satisfaite  par  la  substitution  aux  inconnues  d'un  groupe  quel- 
conque d'intégrales  ordinaires. 

99.  Si  aux  équations  qui  composent  un  système  (limité)  donné  S 
on  adjoint  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  de  simples  différen- 
liations,  le  groupe  illimité  résultant  de  cette  adjonction  s'appellera 
le  système  S  prolongé. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit  (n"  98),  un  groupe  quelconque  d'in- 
tégrales ordinaires  du  système  S  satisfait  identiquement  à  toutes  les 
relations  du  système  S  prolongé  :  dès  lors,  si  l'on  convient  de  consi- 
dérer pour  un  instant  les  variables  x^y,  .  .  . ,  les  fonctions  inconnues 
w,  t»,  ...  et  leurs  dérivées  de  tous  ordres  comme  autant  de  variables 
indépendantes  distinctes,  le  système  S  prolongé  ne  peut  manquer 
d'être  numériquement  vérifié  par  des  valeurs  particulières  quel- 
conques, Xq^  jKo,  .  .  . ,  de  ^,  y,  .  .  .,  prises  conjointement  avec  les 
valeurs  correspondantes  des  intégrales  considérées  et  de  leurs  dérivées 
de  tous  ordres  (cela,  bien  entendu,  dans  les  limites  assignées  par  la 
définition  même  des  intégrales  ordinaires). 

Inversement,  supposons  que,  dans  un  domaine  où  les  premiers 
membres  de  S  soient  exprimables  par  des  développements  de  Taylor 
construits  à  partir  du  centre  (les  seconds  membres  étant  supposés 
nuls),  le  système  S  prolongé  admette  quelque  solution  numérique; 
supposons  en  outre  que,  en  désignant  par  Xq^  jKo?  •  •  •  les  valeurs 
numériques  de  .27,  j',  ...,  les  développements,  entiers  en  x  —  ^o? 
y — ^05  •••?  qui  ont  pour  coefficients,  aux  facteurs  numériques 
connus  près  (n"  o4),  les  valeurs  numériques  (figurant  dans  la  solu- 
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lion  considérée)  de  m,  ^,  ...  et  de  leurs  dérivées  de  lous  ordres, 
soient  convergents.  Gela  étant,  les  sommes  des  développements 
dont  il  s'agit  constituent  un  groupe  d'intégrales  [évidemment 
ordinaires)  du  système  S. 

Désignons  en  effet  par  U,  V,  .  .  .  les  sommes  de  ces  développements, 
et  considérons,  autour  du  point  (^o:  JK05  •  .  •  )  pris  comme  centre,  un 
domaine,  5^,  dont  les  rayons  soient  suffisamment  petits  pour  que  les 
fonctions  de  x^  r,  .  .  .,  en  lesquelles  se  transforment,  par  la  substi- 
tution de  U,  V,  ...  à  «,  t^,  .  .  . ,  les  divers  premiers  membres  de  S,  y 
soienttoutes  exprimables  pardes  développements  de  Taylor  construits 
à  partir  du  centre  (n"  59).  F^ar  la  manière  même  dont  les  développe- 
ments U,  V,  ...  ont  été  construits,  les  valeurs  initiales  de  ^,  j,  ... 
de  U,  V,  ...  et  de  leurs  dérivées  de  tous  ordres  constituent  la  solu- 
tion numérique  dont  l'existence  a  été  supposée  dans  le  système  S  pro- 
longé. Donc  les  fonctions  de  ^,  y,  .  .  .,  qui,  après  la  substitution, 
constituent  les  divers  premiers  membres  de  S,  sont  nulles,  ainsi  que 
leurs  dérivées  de  tous  ordres,  pour 

x  —  XQ=y—yQ  =  ...=  o, 

et,  par  suite,  sont  identiquement  nulles  dans  toute  l'étendue  du  do- 
maine 13  (n"  o7). 

100.  Le  théorème  précédent,  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion 
d'appliquer  dans  le  cas  très  particulier  du  Calcul  inverse  de  la  dériva- 
tion (n"*  76  et  93),  montre  quel  intérêt  il  peut  y  avoir,  étant  donné 
un  système  diflPérentiel  limité,  à  considérer,  au  point  de  vue  des  so- 
lutions numériques,  tels  ou  tels  des  systèmes  illimités  qui  s'en  dé- 
duisent. Il  convient  de  poser  à  cet  égard  la  définition  suivante  : 

Considérons  deux  systèmes  différentiel s^  limités  ou  illimités,  com- 
posés de  relations  qui  aient  toutes  la  forme  entière  par  rapport  aux 
dérivées  d'ordre  suffisamment  grand  des  inconnues  (*),  et  (dans  cer- 
taines limites)  la  forme  olotrope  par  rapport  aux  variables  x^  y^  . . ., 
aux  inconnues  w,  v^  ...  et  aux  dérivées  restantes;  puis,  assimilons 
pour  un  instant  les  quantités  .r,  j^,  .. .,  u^  v^  ..,  et  les  dérivées  de  tous 
ordres  de  w,  t^,  .  .  .  à  autant  de  variables  indépendantes  distinctes. 
Cela  étant,  si  (dans  une  certaine  région  d'olotropie)  toute  solution 
numérique  du  premier  est  en  même  temps  une  solution  numérique 

(*)  Cette  condition  se  trouve  remplie  d'elle-même  dans  un  système  limité. 
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du  second,  nous  dirons  que  le  second  est  (dans  la  même  région)  une 
conséquence  numérique  du  premier;  et,  si  chacun  d'eux  est  une 
conséquence  numérique  de  l'autre,  nous  dirons  que  les  systèmes  sont 
numériquement  équivalents. 

101.  Dans  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  diverses 
dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  les  inté- 
grales doivent,  conformément  à  notre  définition  du  n°  98,  être  quali- 
fiées ^ordinaires,  s'il  existe  quelque  domaine  tel,  que  non  seule- 
ment les  intégrales  dont  il  s'agit  y  soient  exprimables  par  des  déve- 
loppements de  Taylor  construits  à  partir  du  centre,  mais  que,  de  plus, 
leurs  valeurs,  prises  conjointement  avec  celles  de  leurs  dérivées  et 
des  variables  indépendantes,  restent  toujours  intérieures  à  quelque 
domaine  où  les  seconds  membres  du  système  soient  exprimables  de  la 
même  manière.  Les  théorèmes  d'existence  ultérieurement  exposçs  se 
rapportent  tous  aux  intégrales  ordinaires  de  certains  systèmes  diffé- 
rentiels possédant  la  double  propriété  d^ être  résolus  par  rapport  à 
diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées, 
et  de  ne  contenir  dans  leurs  seconds  membres  aucune  dérivée 
principale  (n"  90). 

Considérons  donc  un  système  différentiel.  S,  qui  jouisse  de  cette 
double  propriété;  nous  dirons  qu'il  est  passif,  si,  assimilant  pour  un 
instant  les  variables  .r,  j^,  .  .  . ,  les  inconnues  «,  v,  ...  et  leurs  déri- 
vées de  tous  ordres  à  autant  de  variables  indépendantes  distinctes,  on 
peut,  par  voie  d'éliminations,  déduire  du  système  S  prolongé  (n"  99) 
un  système  numériquement  équivalent  (n"  100)  résolu  par  rapport 
aux  dérivées  principales  :  chacune  de  ces  dernières  se  trouve  ainsi 
exprimée  à  l'aide  des  variables  indépendantes,  des  fonctions  incon- 
nues et  de  leurs  dérivées  paramétriques,  et  il  va  sans  dire  qu'à  cha- 
cune d'elles  est  supposée  correspondre,  dans  le  système  numérique- 
ment équivalent  à  S  prolongé,  une  formule  unique  de  résolution.  La 
solution  numérique  générale  de  S  prolongé  est  alors  fournie  par  un 
groupe  illimité  de  formules  où  les  variables,  les  inconnues  et  leurs 
dérivées  paramétriques  de  tous  ordres  reçoivent  des  valeurs  arbi- 
traires (tout  au  moins  dans  les  limites  où  certaines  restrictions 
dHnégalité  se  trouvent  vérifiées  pour  elles),  tandis  que  les  dérivées 
principales  se  trouvent  entièrement  déterminées  en  fonctions  de  ces 
diverses  quantités. 

R.  i3 
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Parmi  les  restrictions  d'inégalité  auxquelles  il  vient  d'être  fait  allu- 
sion, il  en  est  une  évidente,  qu'il  faut  sous-entendre  dans  tous  les 
cas  :  c'est  que,  le  système  S  prolongé  se  déduisant  de  S  par  la  consi- 
dération des  intégrales  ordinaires  et  l'application  indéfinie  de  la  règle 
des  fonctions  composées  (n"^  62  et  64),  les  valeurs  numériques  des 
diverses  quantités  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  S  ne 
doivent  pas  excéder  les  limites  d'olotropie  communes  aux  seconds 
membres  dont  il  s'agit. 

Un  système  passif ,  S,  n^ admet  au  plus  qa  un  seul  groupe  d^ in- 
tégrales répondant  à  des  conditions  initiales  données  (n"  90),  et 
les  développements  de  ces  intégrales  hypothétiques  à  partir  des  va- 
leurs initiales  des  variables  peuvent  être  facilement  reconstruits. 
(On  suppose  expressément  les  conditions  initiales  choisies  de  telle 
façon,  que  toutes  les  restrictions  d'inégalité  voulues,  et  en  particulier 
celle  que  nous  venons  de  mentionner,  se  trouvent  vérifiées;  les  inté- 
grales hypothétiques  sont  alors  nécessairement  ordinaires.) 

Effectivement,  si  les  intégrales  cherchées  existent,  leurs  valeurs  ini- 
tiales, prises  conjointement  avec  celles  des  variables  indépendantes 
et  de  leurs  dérivées  principales  et  paramétriques  de  tous  ordres, 
vérifient  numériquement  le  système  S  prolongé  (n"  99)  :  or,  le 
système  S  étant  passif,  aux  valeurs  initiales  données  des  variables 
indépendantes,  des  intégrales  et  de  leurs  dérivées  paramétriques,  cor- 
respond pour  chaque  dérivée  principale^,  en  vertu  de  S  prolongé,  une 
valeur  numérique  et  une  seule.  On  connaît  donc  à  la  fois  les  valeurs 
initiales  des  variables  indépendantes,  celles  des  intégrales,  et  celles 
de  leurs  dérivées,  principales  et  paramétriques,  de  tous  ordres,  c'est- 
à-dire  (n"  oi)  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  construire  les  dévelop- 
pements cherchés;  celte  construction  n'est  d'ailleurs  possible  que 
d'une  seule  manière. 

Dans  un  système  passif ,  la  question  de  savoir  si  le  groupe  {for- 
cément unique)  d'intégrales  hypothétiques  répondant  à  des  con- 
ditions initiales  données  existe  effectivement,  se  résout  par  V affir- 
mative dans  le  cas  oit  leurs  développements  construits  a  priori  sont 
tous  convergents,  par  la  négative  dans  le  cas  contraire.  Caria  con- 
vergence de  ces  développements,  évidemment  nécessaire  pour  l'exis- 
tence effective  des  intégrales  cherchées,  est,  de  plus,  suffisante,  en 
vertu  du  n^  93. 

Enfin,  un  syslème  différentiel,  S,  jouissant  de  la  double  propriété 
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spécifiée  au  début  du  présent  numéro,  sera  dit  complètement  inté- 
grable,  s'il  admet  un  groupe  d'intégrales,  et  un  seul,  répondante  des 
conditions  initiales  arbitraire  ment  choisies,  tout  au  moins  dans  les 
limites  où  certaines  restrictions  (i'i/zeo-a//^e  se  trou  vent  vérifiées  pour 
ces  dernières  :  on  sous-entend  toujours,  notamment,  puisqu'il  s'agit 
d'intégrales  ordinaires,  que  les  valeurs  initiales  des  diverses  quanti- 
tés figurant  dans  les  seconds  membres  de  S  ne  doivent  pas  excéder  les 
limites  d'olotropie  communes  aux  seconds  membres  dont  il  s'agit. 

102.    Soient 

X,     y,      .... 

U,       V,         ... 

des  notations  (en  nombre  limité)  désignant,  les  premières  diverses 
variables  indépendantes,  les  dernières  diverses  fonctions  inconnues 
de  ces  variables.  A.  chacune  des  quantités  ^,  y,  •  .  . ,  «,  (*,  .  .  .  faisons 
correspondre  un  entier  (positif,  nul  ou  négatif),  que  nous  nommerons 
la  cote  de  cette  quantité;  puis,  considérant  une  dérivée  d'ordre  quel- 
conque r  de  l'une  des  fonctions  w,  c^,  ....  nommons  cote  de  la  déri- 
vée en  question  l'entier  obtenu  en  ajoutant  à  la  cote  de  la  fonction 
celles  des  r  variables  de  différentiation. 

Supposons  maintenant  que  les  cotes  respectives  des  diverses 
variables  indépendantes  soient  toutes  égales  à  i,  celles  des  fonc- 
tions inconnues  étant  quelconques;  puis,  considérant,  soit  une  fonc- 
tion composée  différentielle  de  w,  v^  ...  (n''  60),  soit  une  relation 
différentielle  entre  w,  p,  ..,,  nommons  cote  de  l'expression  ou  de 
la  relation  dont  il  s'agit  la  cote  maxima  des  inconnues  et  dérivées 
qui  j  figurent  effectivement  (n°  94)  (abstraction  totale  étant  faite, 
dans  cette  évaluation,  des  variables  indépendantes  elles-mêmes).  Gela 
étant,  il  est  clair  que  toute  différentiation  première  exécutée,  suivant 
l'algorithme  des  fonctions  composées,  sur  l'expression  ou  la  relation 
considérée  augmente  d'une  unité  la  cote  de  cette  dernière.  En  parti- 
culier, si  l'on  considère  une  relation  différentielle  ayant  pour  pre- 
mier membre  quelque  dérivée  d'inconnue  et  pour  second  membre 
quelque  expression  de  cote  au  plus  égale  à  celle  du  premier  membre, 
et  si  sur  celte  relation  on  exécute  des  différentiations  en  nombre 
quelconque,  en  remplaçant,  avant  ou  après  quelques-unes  de  ces  dif- 
férentiations, telles  ou  telles  des  dérivées  qui  figurent  dans  le  second 
membre  par  des  expressions  de  cotes  respectivement  inférieures  ou 
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égales  à  celles  des  dérivées  remplacées,  le  second  membre  de  la  rela- 
tion résultante  est,  lui  aussi,  de  cote  au  plus  égale  à  celle  du  premier 
membre. 

Observons  encore  qu'en  désignant  par  cp  la  cote  minima  des  di- 
verses fonctions  inconnues,  toute  dérivée  d'ordre  n  de  ces  dernières 
aura  une  cote  au  moins  égale  à  n  -f-  ^,  puisque  la  cote  de  toute  va- 
riable indépendante  est  égale  à  i .  Il  résulte  de  là  que  la  cote  d'une 
dérivée  d'ordre  quelconque  ne  tombe  jamais  au-dessous  de  1  +  cp,  et 
que,  si  l'on  désigne  par  c  un  entier  déterminé  quelconque  (n'excé- 
dant pas  cette  limite),  le  nombre  des  dérivées  possédant  une  cote 
égale  à  c  est  essentiellement  limité. 

103.  Considérons  un  système  différentiel,  S,  impliquant  les  fonc- 
tions inconnues  11^  r,  .  .  .  des  variables  indépendantes  ^,  j,  .  .  . ,  et 
satisfaisant  aux  diverses  conditions  A^  B^  C,  formulées  ci-après  : 

A .  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  seconds 
membres  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale. 

B.  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  indépendantes  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i,  et 
aux  inconnues  des  cotes  respectives  convenablement  choisies, 
chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  des  quantités  [inconnues  ou  dérivées)  dont  la  cote  ne 
surpasse  pas  celle  du  premier  membre  correspondant. 

Désignant  alors  par  0  la  cote  minima  et  par  A  la  cote  maxima  des 
premiers  membres  de  S,  partageons  les  équations  proposées  en 
groupes  successifs  d'après  les  cotes  croissantes, 

ô,     8  +  1,      ...,     A, 
de  leurs  premiers  membres,  et  soient 

(i)  ^6,     *8-+-i»      ...,     5A 

les  groupes  successifs  dont  il  s'agit.  Considérant  ensuite  le  système  S 
prolongé  (n°  99),  partageons-en  de  même  les  relations  en  groupes 
(limités)  successifs, 

(2)  Sg,     Sg-f-i,     ...,     Saj     Sa-)-i,     •••, 
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d'après  les  cotes  croissantes  de  leurs  premiers  membres  (n^  102). 
Relativement  à  ces  groupes,  nous  noterons  les  observations  suivantes  : 

1°  Les  groupes  (i)  se  trouvent  respectivement  compris  dans 

SSt    Sg-t-i,     . . .,    s^, 

et  le  premier  d'entre  eux,  5g,  est  identique  à  Sg. 

2*^  Si  l'on  désigne  par  G  un  entier  (algébrique)  quelconque  au 
moins  égal  à  ô,  le  groupe  général,  S^,  de  la  suite  (2)  a  pour  premiers 
membres  (avec  répétitions  possibles,  mais  sans  omission)  les  diverses 
dérivées  principales  de  cote  G;  chaque  second  membre  est  itidépen- 
dant  de  la  dérivée  principale  qui  constitue  le  premier  membre  corres- 
pondant, mais  peut  contenir,  outre  les  variables  x^y^  .  .  .,  diverses 
autres  quantités  (inconnues  ou  dérivées)  de  cote  inférieure  ou  égal© 
à  G. 

3"  Le  premier  des  groupes  (2),  Sg,  identique,  comme  nous  l'avons 
dit,  à  5g,  se  trouve  résolu  par  rapport  aux  dérivées  principales  de 
cote  8;  chacun  des  groupes 

Sg+i,    ...,    Sa, 

composé  d'équations  en  nombre  au  moins  égal  à  celui  des  dérivées 
principales  de  cote  égale  à  son  indice,  est  linéaire  par  rapport  à  ces 
dernières,  et  les  coefficients  des  dérivées  dont  il  s'agit  (coefficients 
identiques,  au  signe  près,  les  uns  à  l'unité,  les  autres  à  certaines 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  des  seconds  membres  de  S) 
dépendent  uniquement  des  variables  x^y^  ...,  des  inconnues  «,  ^,  ..., 
et  des  quelques  dérivées  paramétriques  figurant  dans  les  seconds 
membres  de  S;  enfin,  chacun  des  groupes 

SA-f-i5     Sa-4-2,      •••, 

composé  d'équations  en  nombre  au  moins  égal  à  celui  des  dérivées 
principales  de  cote  égale  à  son  indice,  est  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées,  tant  principales  que  paramétriques,  de  même  cote^  et 
une  remarque  toute  semblable  à  la  précédente  s'applique  aux  coeffi- 
cients de  ces  dérivées. 

4^  Si  du  groupe  Sf;.on  extrait  un  groupe  partiel  composé  d'équa- 
tions en  nombre  exactement  égal  à  celui  des  dérivées  principales  de 
cote  G,  ce  groupe  partiel  possède,  par  rapport  aux  dérivées  princi- 
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pales  de  cote  G,  un  déterminant  différentiel  qui  est  une   fonction 
des  variables  x,y,  ...,  des  inconnues  w,  i',  ...,  et  des  quelques  déri- 
vées paramétriques  figurant  dans  les  seconds  membres  de  S. 
5"  Enfin,  si,  des  groupes  (en  nombre  limité) 

on  extrait  respectivement  des  groupes, 

(3)  ^S,     ^s+i,     ...,     ^c. 

composés  d'équations  en  nombres  respectivement  égaux  à  ceux  des 
dérivées  principales  de  cotes 

ô,     8-Hi,     ...,     G, 

et  si,  dans  chacun  des  groupes  (3),  on  considère  le  déterminant  diffé- 
rentiel relatif  aux  dérivées  principales  de  cote  égale  à  son  indice, 
l'ensemble  des  groupes  (3)  possède,  par  rapport  à  l'ensemble  de  ces 
dérivées  principales,  un  déterminant  différentiel  qui  est  le  produit  de 
tous  les  précédents  (en  sorte  que  sa  non-nullité,  si  elle  a  lieu, 
entraîne  celle  de  tous  les  précédents,  et  réciproquement). 

Gela  étant,  nous  adjoindrons  aux  deux  hypothèses  A  et  B^  ci- 
dessus  énoncées,  l'hypothèse  suivante  : 

C.  En  imposant  éventuellement  aux  valeurs  numériques  des  quan- 
tités qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  S  telles  ou  telles 
restrictions  d'inégalité,  on  peut,  des  groupes  successifs  (en  nombre 
illimité) 

Sg?     Sg-f-i,     . . . ,     Se,     . . . , 

extraire  respectivement  des  groupes, 

(4)  ti,    ^g+i,     ...,    ^c.     .-., 

tels  que  V un  quelconque  d'entre  eux,  ^c,  composé  d^ équations  en 
nombre  exactement  égal  à  celui  des  dérivées  principales  de  cote 
G,  soit  résoluble  par  rapport  à  elles.  Les  groupes  partiels  (4)  sont 
alors  successivement  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  principales 
de  cotes 

ô,     8  +  1,     ....     G.     . . ., 

et  cela  quelles  que  soient  (sauf  les  restrictions  éventuelles  d' inéga- 
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lité  auxquelles  il  est  fait  allusion  plus  haut)  les  valeurs  numériques 
attribuées  aux  variables  x^  r,  ...,  aux  inconnues  ;/,  t^,  ...  et  aux  déri- 
vées paramétriques. 

Gela  posé,  et  les  conditions  A  ^  B^  C,  ci-dessus  énoncées^  étant 
supposées  satisfaites  : 

i"  Le  système  S  admet  au  plus  un  groupe  d'intégrales  ordi- 
naires répondant  à  des  conditions  initiales  données  :  car,  en 
attribuant  aux  variables  indépendantes,  aux  intégrales  hypothétiques, 
et  à  leurs  dérivées  paramétriques  de  tous  ordres,  les  valeurs  initiales 
choisies,  le  système  illimité  (4),  extrait  de  S  prolongé,  fournit  pour 
chaque  dérivée  principale  une  valeur  correspondante  unique. 

2°  Pour  que  le  système  S  soit  passif ,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'élimination  des  dérivées  principales  de  cotes 

ô,     8  +  1,     ...,     G, 

effectuée  entre  les  équations 

Soi     Sg-i-i,     . . . ,     oc, 

conduise,  quel  que  soit  G,  à  des  identités  (c'est-à-dire  à  des  rela- 
tions que  vérifient  toutes  valeurs  numériques  des  quantités  x^  y^  ..., 
w,  t»,  ...  et  des  dérivées  paramétriques,  considérées  comme  autant  de 
variables  indépendantes  distinctes). 

Si  l'on  considère,  en  effet,  les  deux  systèmes  illimités 

Sg,     Sg-f-i,     ...,     Se,     ..., 

^g,  ^§4-1,  ...,  te,  ..., 

le  second  est,  en  vertu  de  nos  hypothèses,  résoluble  par  rapport  aux 
dérivées  principales;  il  est  d'ailleurs  conséquence  numérique  du  pre- 
mier, puisqu'il  en  fait  partie.  Pour  que,  inversement,  le  premier, 
c'est-à-dire  S  prolongé,  soit  conséquence  numérique  du  second,  il 
faut  et  il  suffit  que,  pour  toutes  valeurs  numériques  attribuées  à 
x^y^  ...,  w,  v^  ...  et  aux  dérivées  paramétriques,  les  valeurs  fournies 
par  le  second  système  pour  les  dérivées  principales  vérifient  les  équa 
tions  restantes  du  premier;  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que, 

dans  le  système 

Sg,     Sg+i,     .  • . ,     Se, 

où  ne  figurent,  avec  x,  j',  ...,  que  des  quantités  de  cote  G  ou  de  cote 
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inférieure,  l'élimination  spécifiée  par  notre  énoncé  conduise,  quelque 
soit  G,  à  des  identités. 

On  se  rend  très  bien  compte,  d'après  cela,  d'où  peut  provenir, 
dans  le  système  proposé  S,  la  non-existence  eftective  des  intégrales 
hypothétiques  répondant  à  des  conditions  initiales  données.  Si  le 
système  S  est  passif,  elle  ne  peut  provenir,  comme  nous  l'avons  déjà 
vu  (n°  101  ),  que  de  la  divergence  de  quelques-uns  de  leurs  dévelop- 
pements, construits  a  priori.  Mais,  dans  le  cas  contraire,  elle  peut 
provenir  aussi  (et  provient,  en  fait,  beaucoup  plus  souvent)  de  ce 
que  le  système  S  prolongé,  à  l'aide  duquel  on  doit  déterminer  les 
valeurs  initiales  des  dérivées  principales,  contient  des  équations 
incompatibles  :  on  peut  en  eft'et,  si  S  n'est  point  passif,  déduire  de  S 
prolongé,  par  voie  d'éliminations,  quelque  relation  non  identique 
entre  Xyy,  ...,  w,  v^  ...  et  diverses  dérivées  paramétriques,  et  il  suffit 
alors,  pour  que  l'incompatibilité  ait  lieu,  que  les  valeurs  numériques 
assignées  à  ces  dernières  quantités  dans  l'ensemble  des  conditions 
initiales  ne  vérifient  pas  la  relation  considérée. 

3"^  Pour  que  le  système  S  soit  complètement  intégrahle  (n"  101  ), 
il  faut  et  il  suffit,  en  premier  lieu,  qiH  il  soit  passif  ,  et,  en  second 
lieu,  que  les  développements  [construits  a  priori)  des  intégrales 
hypothétiques  qui  J'épondent  à  des  conditions  initiales  arbitraires 
admettent  toujours  quelque  domaine  de  conçergence. 

Cette  double  condition,  suffisante,  en  vertu  du  n''  101,  pour  l'inté- 
grabilité  complète  du  système  S,  est  de  plus  nécessaire. 

Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  le  système  S  admette  un  groupe  d'in- 
tégrales effectives  répondant  à  des  déterminations  initiales  (conver- 
gentes) arbitrairement  choisies,  il  admet,  en  particulier,  un  groupe 
d'intégrales  tel,  que,  pour  des  valeurs  arbitrairement  choisies  des 
variables,  les  inconnues  et  leurs  dérivées  paramétriques  de  cote  infé- 
rieure ou  égale  à  un  entier  algébrique  donné  G  prennent  des  valeurs 
arbitrairement  choisies,  tandis  que  les  dérivées  paramétriques  res- 
tantes prennent  toutes  la  valeur  zéro.  Il  en  résulte  que  le  système 

Soî     Sg-4-i,     . . . ,     Se, 

où  ne  figurent,  avec  x^y^...^  que  des  quantités  de  cote  inférieure  ou 
égale  à  G,  admet,  au  point  de  vue  numérique,  une  solution  générale 
où  x^y^  ...,  «,  (^,  ...  et  les  dérivées  paramétriques  de  cote  inférieure 
ou  égale   à  G  ont  des  valeurs    arbitraires;    l'élimination    ci-dessus 
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indiquée  (2'')  conduit  donc  forcément  à  des  identités,  d'où  l'on  con- 
clut, puisque  C  est  quelconque,  que  le  système  S  est  passif. 

Cela  étant,  puisque  à  des  déterminations  initiales  convergentes 
correspondent  toujours,  par  hypothèse,  des  intégrales  eft'ectives,  les 
portions  restantes  des  développements  seront  elles-mêmes  toujours 
convergentes. 

Déânition  des  systèmes  orthonomes. 
lOi.   Soient,  comme  au  n"  102, 

u,      V,       ... 

des  notations  (en  nombre  limité)  désignant,  les  premières  diverses 
variables  indépendantes,  les  dernières  diverses  fonctions  inconnues 
de  ces  variables.  A  chacune  de  ces  quantités  attribuons  p  cotes  suc- 
cesssives  arbitrairement  choisies  (p^i).  Désignons  enfin  par  0,  8' 
deux  quantités  appartenant  à  l'ensemble  que  forment  les  fonctions 
«,  f,  ...  et  leurs  dérivées  de  tous  ordres,  par 

Cj,        C2,         ...  1       ^P) 


les  cotes  respective»  de  ces  deux  quantités,  et  convenons  de  dire 
que  0'  est  normale  ou  anormale  par  rapport  à  8,  suivant  que  les 
difierences  successives 

Cl  Cj,       C2         C2,        •.'5       (^p         Cp 

satisfont  ou  non  à  la  double  condition  :  1°  que  ces  différences  ne 
soient  pas  toutes  nulles;  2°  que  la  première  d'entre  elles  non  égale  à 
zéro  soit  positive. 

Considérons  maintenant  un  système  différentiel  impliquant  les 
fonctions  inconnues  u,  t',  ...  des  variables  indépendantes  ^,y,  ...,  et 
possédant,  comme  dans  l'hypothèse  A  du  n"  103,  la  double  propriété: 
i**  d'être  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  de  ces  inconnues  ; 
2*^  de  ne  contenir  dans  ses  seconds  membres  aucune  dérivée  prin- 
cipale. Puis,  à  chacune  des  quantités  x,  y,  ...^  u,  v,  ...^  attribuons, 
conformément  aux  indications  qui  précèdent,  p  cotes  successives, 
sous  la  seule  condition  que  les  cotes  premières  de  toutes  les  varia- 
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bles  indépendantes  aient  pour  valeur  commune  V unité.  Cela 
étant,  le  système  considéré  sera  dit  orthonome,  si,  moyennant  un 
choix  convenable  de  l'entier/?  et  des  cotes  que  1  on  a  commencé  par 
attribuer  aux  variables  et  aux  inconnues,  chaque  second  membre  ne 
contient  effectivement,  outre  les  variables  indépendantes,  que  des 
quantités  (inconnues  ou  dérivées)  qui  soient  normales  par  rapport 
au  premier  membre  correspondant  (*  ). 

(')  La  définition  que  nous  avions  donnée  tout  d'abord  des  systèmes  orthonomes, 
dans  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  une  question  fondamentale  du  Calcul  intégral 
{Acta  mathematica,  t.  XXIII,  p.  sSg),  supposait  égales  à  un  même  entier  positif 
quelconque  les  cotes  premières  de  toutes  les  variables  indépendantes  :  mais  on  peut, 
sans  restreindre  la  généralité  de  cette  définition,  supposer  que  l'entier  positif  dont 
il  s'agit  est  égal  à  i. 

Effectivement,  soient  : 

X,  jK,  •••  les  variables  indépendantes; 

u,  V.  ...  les  fonctions  inconnues; 

c'  la  cote  première  (positive)  commune  à  toutes  les  variables  x,  y,  ..,,  et  c'„,  cl,  ... 

les  cotes  premières  respectives  des  inconnues  u,  v,  ...; 
c%,  c'y,  . . .,  cl,  c'I,  ...  les  cotes  secondes  respectives  de  x,  y,  . . . ,  u,  v,  . . .  ; 

Cxi  (y\  •••>  c[l'\  éj'\  ...   les  cotes/?'*""  respectives  des  mêmes  quantités. 

Cela  posé,  nous  attribuerons,  comme  il  suii,  à  chacune  des  quantités  x,  y,  ..., 
u,  V,  , . .,  une  cote  supplémentaire  que  nous  considérerons  comme  antérieure  à  celles 
que  possède  déjà  cette  quantité  :  nous  afTecterons  d'abord  x,  y,  ...  des  cotes  respec- 
tives I,  I,  ...;  désignant  ensuite  par  c„  le  plus  grand  entier  algébrique  qui  ne  surpasse 

c'  c' 

pas  -4»  par  c^  le  plus  grand  entier  algébrique  qui  ne  surpasse  pas  -^)  etc.,  nous 

c  c 

affecterons  les  inconnues  u,  ç,  ...  des  cotes  respectives  c„,  c^,,  ....  Les  entiers  c', 
c'u,  cl,  ...,  c„,  Cy,  ...  satisfont  évidemment  aux  relations 

<-  cj,  ^  ^  cl 

o=7-c„<i,  oS__c,<i, 

Pour  plus  de  netteté,  nous  réunirons  dans  le  Tableau  suivant  les  p-^i  cotes 
successives  qui  se  trouvent  actuellement  attribuées  à  chacune  des  quantités  x,  y,  . . ., 
u,  V,  ...  : 

I,         I, 

c',       c', 

r"  c" 

En  supprimant  de  ce  Tableau  la  première  ligne 


on  retombe,  naturellement,  sur  l'ancien  système  de  cotes. 

Cela  étant,  il   suffit,  pour  établir  le  point  que  nous  avons  en  vue,  de  considérer 


c^, 

c„, 

C'ui 

cl,       ... 

cl, 

cl, 

ci'\ 

ér\  ... 
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lOo.  Exemples  —  I.  Considérant  d'abord  une  fonction  inconnue, 
«,  des  variables  indépendanles  ^,  y,  ...,  5,  ^,  nous  rangerons  comme 
il  suit,  sur  une  ligne  indéfinie  allant  de  droite  à  gauche,  les  dérivées 
de  tous  ordres  de  cette  fonction.  A  l'extrême  droite  de  la  ligne  nous 


deux  quantités  quelconques  appartenant  l'une  et  l'autre  à  l'ensemble  que  forment 
les  fonctions  m,  v^  ...  et  leurs  dérivées  de  tous  ordres,  et  de  faire  voir  que  si  la 
seconde  est,  dans  l'ancien  système  de  cotes,  normale  vis-à-vis  de  la  première,  elle 
jouit  de  la  même  propriété  dans  le  nouveau. 

Désignons  à  cet  effet  par  (v,  et  «v^  deux  quantités,  distinctes  ou  non,  prises  dans  le 
groupe  u,  V,  et  soient 


(2') 


deux   dérivées    (d'ordre    positif  ou    nul)   de    ces   quantités    respectives.    Je   dis    tout 
d'abord  qu'en  supposant  vérifiée  la  relation 

(3')  [c:^+(a,-l-P.  +  ...)c']-[c:^+(a,+  p,H-...)c']^o, 

on  a  nécessairement  aussi 

(4')  (c.^-Ha,+  Pi-f-...)  -  (c^^+a2+  ^^-t...)^o. 

Effectivement,  la  relation  (3')  peut  s'écrire 


Or,  chacune  des  parenthèses  figurant  au  second  membre  de  cette  dernière  relation 
est  une  quantité  non  négative  et  moindre  que  i  ;  leur  différence  est  donc  algébri- 
quement supérieure  à  — i,  et  à  plus  forte  raison  le  premier  membre;  finalement,  ce 
premier  membre,  étant  un  entier,  ne  peut  être  que  supérieur  ou  égal  à  zéro,  ce 
qu'exprime  justement  la  relation  (4')- 

Cela   étant,    supposons  que,    dans   l'ancien   système  de   cotes,   la  quantité  (2')  soit 
normale  vis-à-vis  de  la  quantité  (i'),  ou,  en  d'autres  ternies,  que  les  différences 

K,  -H(a,+  lâ,4-...)c']       _[c;^H-(a2-l-132-h...)c'], 

[c;_^a,c;  +p,c;  -+-...] -[c;^ -h a^c;;  -+-^2^;  +••.], 
(  5  )  ( 

ne  soient  pas  toutes  nulles,  et  que  la  première  d'entre  elles  qui  ne  s'évanouit  pas 
soit  positive.  La   relation   (3')  se   trouve  alors  nécessairement  vérifiée,   et  par  suite 
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placerons  le  groupe  des  dérivées  premières,  puis  à  gauche  de  celui-ci 
le  groupe  des  dérivées  secondes,  puis  à  gauche  de  ce  dernier  le  groupe 
des  dérivées  troisièmes,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Adoptant  en- 
suite  pour  les    variables  indépendantes   un  ordre  quelconque,   par 

exemple 

x^  y,     '  •  •  1     s,     t , 
et  désignant  par 

a,  ^,      ...,     l,     Il 

les  ordres  partiels  d'une  dérivée  quelconque  de  a  par  rapport  à  ces 
variables  respectives,  nous  partagerons  chacun  des  groupes  précé- 
dents en  sous-groupes,  qui  se  succéderont  de  gauche  à  droite  suivant 
les  valeurs  décroissantes  de  l'or<lre  partiel  a;  puis,  chacun  des  sous- 
groupes  ainsi  obtenus  en  nouveaux  sous-groupes,  qui  se  succéde- 
ront de  gauche  à  droite  suivant  les  valeurs  décroissantes  de  l'ordre 
partiel  [3;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'ordre  partiel  à  (inclusivement). 
Chacun  des  groupes  définitifs  se  compose  alors  d'une  dérivée  unique, 
et  les  dérivées  de  tous  ordres  de  u  se  trouvent  rangées,  sur  la  ligne 
indéfinie,  dans  un  ordre  bien  déterminé.  Cela  étant,  nous  dirons 
qu'une  dérivée  quelconque  de  u  est  antérieure  on  postérieure  à  une 
autre,  selon  que,  dans  la  suite  obtenue,  elle  figure  à  gauche  ou  à 
droite  de  cette  autre.  Si  donc  on  désigne  par 

a',      B',      ....      X',      a' 


et 


V- 


les  ordres  partiels  relatifs  à  ^,  j^,  . . .,  5,  ^  de  deux  dérivées  de  u^  et 

qu'on  pose 

a'  H-  ^'  -t- .  .  .  -f-  X'  -+-  [jl'  =  /:', 

a"  -h  ^"  H- .  ,  .  +  X"  H-  \j!'  =  k", 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  première  dérivée 


aussi  la  relation  (4);  il  est  aisé  d'en  conclure  que  si,  en  tète  de  différences  (5'), 
on  écrit  la  différence 

(C«,^  +  ai  +  pi  H- .  .  .  )  —  (c^__  -,-  «2  +  P2  -h .  .  .  ), 

la  suite  ainsi  obtenue  jouira,  elle  aussi,  de  la  propriété  que  nous  avons,  p(ar  hypo- 
thèse, attribuée  à  la  suite  (5').  En  d'autres  termes,  la  quantité  (2  )  sera,  dans  le 
nouveau  système  de  cotes,  normale  vis-à-vis  de  îa  quantité  (i'),  ce  qu'il  s'agissait 
d'établir. 
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soit  antérieure  à  la  seconde  sont  :   i°  que  les  différences 
/-'  — A-",     ol'—cx.\     '3'— P',     ...,     X'  — X" 

ne  soient  pas  toutes  nulles;  2"  que  la  première  non  égale  à  zéro  soit 
positive. 

Considérons  maintenant  un  système  différentiel  impliquant  les 
m  fonctions  inconnues 

Ml,        M2,        .  .  .  ,       U//1 

des  h  variables  indépendantes 

:r,     y,      ...,     s,     t,  é 

et  résolu  par  rapport  aux  m  dérivées 

OÙ 

ai  -H^i  -{-... +  Xi  -^  [^1   =  ku 

«2    +   h^2    ^...+  X2     -h   [Jl2     =^'2, 

«w  -f-  |3 ,„  +  ...+  X,„  4-  (j.,;,  =  /i,„  ; 

supposons  en  outre  que  les  seconds  membres  du  système  ne  ren- 
ferment, outre  les  h  variables  indépendantes,  que  les  m  fonctions 
inconnues  m,,  W27  •••5  Umi  et  celles  d'entre  leurs  dérivées  qui  sont 
respectivement  postérieures  aux  m  dérivées  (i).  Gela  étant,  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  notre  système  satisfait  de  tous  points  à  la 
définition  de  l'orthonomie. 

En  premier  lieu,  les  seconds  membres  y  sont  manifestement  indé- 
pendants de  toute  dérivée  principale. 

D'un  autre  côté,  attribuons  aux  variables  et  aux  inconnues  les 
cotes  suivantes  : 


X, 

7.     •• 

.,     s, 

t 

Wi, 

"2, 

.  .  . ,          U,n 

Cote  i"^*.... 

'     1, 

I,     .. 

.,     I, 

I 

-ku 

-A^2, 

..-,     -/c, 

Cote  2« 

•      I, 

0,     . . 

.,       G, 

0 

—  ^1, 

—    «2, 

.  .,     —a, 

Cote  3" 

.     0, 

I,     .. 

.,       0, 

0 

-Pi, 

-P2, 

..,     -?, 

Cote  A''-"*.. 

0, 

0,     .. 

.  ,        I, 

0 

-Xi, 

-X2. 

..,     -X, 

En  désignant  par  i  un  entier  quelconque  de  la  suite  i,  2,  .. .,  m, 
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l'équation  qui  a  pour  premier  membre 

ne  peut,  d'après  les  conditions  imposées  à  notre  système,  contenir 
dans  son  second  membre  (outre  les  variables  indépendantes)  que 

Uj         (j  =h  2,  ...,  m) 

et  les  diverses  dérivées  de  uj  postérieures  à  la  dérivée 


(3) 


âx-^'-i  àyPi.  .  .  âs^i  dtV-i 


Or,  les  h  cotes  du  premier  membre  (2)  sont  toutes  nulles,  celles  de 
la  fonction  Uj  sont  respectivement  égales  à 

(4)  —  kj,       —  ay,       —  py,        .  .  .  ,       —  Xy, 

et  celles  de  la  dérivée 

dkuj 


(5) 


(a+p-i-...-+-X-4-îx=A') 


a 

(6)  k  —  kj,      CC—CLj,       3  — Py,       ...,       A  —  Aj. 

En  comparant  alors  successivement,  comme  on  doit  le  faire  d'après 
la  définition  de  l'orthonomie,  les  nombres  (4),  puis  les  nombres  (6), 
aux  h  cotes  toutes  nulles  de  la  dérivée  (2),  on  trouve,  pour  les  difle- 
rences  à  former,  les  valeurs 

(7)  ^V'     «y-'     h^     ■■>     '^J 
et 

(8)  kj-k,       OLj-:C,       ^j-^,       ...,       Xy-X. 

Le  premier  des  nombres  (7),  /ry,  est  essentiellement  positif;  si  l'on 
suppose  d'ailleurs  la  dérivée  (5)  postérieure  à  la  dérivée  (3),  les 
différences  (8),  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  début,  ne  sont  pas  toutes 
nulles,  et  la  première  qui  ne  s'évanouit  pas  est  positive.  L'inconnue  11  j 
et  ses  diverses  dérivées  postérieures  à  la  dérivée  (3)  sont  donc  nor- 
males par  rapport  à  la  dérivée  (2),  ce  qui  entraîne  la  nature  ortho- 
nome du  système. 
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II.  Dans  le  Mémoire  cité  au  début  du  présent  Ouvrage  (  *  ),  M'"''  de 
Kowalevsky  considère  un  système  partiel  composé  d'équations  en 
nombre  égal  à  celui  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  enga- 
gées, et  tel,  qu'en  désignant  par 

Wl,      Ui,       ...,      U„i 

les  inconnues  dont  il  s'agit,  et  par 

a:i,       k<2,y       .  .  .  ,       A/n 

les  ordres  respectifs  du  système  par  rapport  à  elles,  ce  dernier  soit 
résoluble  par  rapport  aux  dérivées 

toutes  relatives  à  une  même  variable  x.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que, 
cette  résolution  une  fois  effectuée,  le  système  résultant  satisfait  à  la 
définition  de  l'orthonomie  :  il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  faire, 
dans  l'exemple  précédent,  les  hypothèses  particulières 

y.^    =ki,  [3i    =.  .  .=  Xi    =r  fj.1    r=  o, 


=^  ^m,  fiyn  =  ...=  X 


/Il  —  h*  m 


Nous  rencontrerons,  dans  la  suite,  maint  exemple  de  système  ortho- 
nome. 

106  (-).  Si,  dans  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à 
diverses  dérivées  des  inconnues,  on  attribue  (comme  au  n"  lOi) 

(  '  )   Voir  la  Préface. 

(')  Une  partie  des  conclusions  auxquelles  conduit  l'élude  des  systèmes  ortho- 
nomes  s'applique,  avec  quelques  modifications,  aux  systèmes  que  j'ai  nommés  or- 
thoïques  [Sur  une  question  fondamentale  du  Catcul  intégral  (Acta  mathema- 
tica,  t.  XXIII,  p.  281  et  suiv.)J,  c'est-à-dire  à  ceux  où  les  cotes  premières  des 
diverses  variables  indépendantes,  au  lieu  d'être  toutes  égales  à  1,  sont  respectivement 
égales  à  divers  entiers  positifs  :  si  ces  derniers  sont  égaux  entre  eux,  on  retombe, 
comme  nous  l'avons  fait  observer  plus  haut  {voir  \a  note  du  n°  lOi  ),  sur  les  systèmes 
orthonomes,  objet  du  présent  Chapitre;  s'ils  sont  inégaux,  la  passivité  du  système 
s'exprime  encore  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  relations  qui  doivent  être  identique- 
ment vérifiées,  et  les  développements  des  intégrales  hypothétiques  répondant  à  des 
conditions  initiale-;  données  peuvent  encore  être  construits  a  priori,  mais  la  conver- 
gence de  ces  développements  cesse  d'être  assurée. 
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p  cotes  successives  à  chacune  des  variables  et  des  inconnues,  sous 
la  seule  condition  que  les  cotes  premières  des  variables  indépen- 
dantes aient  pour  valeur  commune  l'unité,  l'ensemble  illimité 
que  forment  les  dérivées  principales  des  inconnues  se  partage, 
d'après  une  loi  déterminée,  en  ensembles  limités  successifs  satis- 
faisant à  la  condition  suivante  : 

Si  Von  désigne  par  3,  8'  deux  dérivées  principales  quelconques, 
la  dérivée  S'  est  normale  ou  anormale  vis-à-vis  de  o,  suivant  que 
l'ensemble  partiel  où  figure  h'  précède  ou  non  celui  où  figure  S. 

C'est  ce  qui  a  lieu,  notamment,  dans  un  système  orthonome. 

On  partagera  d'abord  les  dérivées  principales  des  inconnues  en 
ensembles  successifs  d'après  leurs  cotes  premières  croissantes  (ces 
ensembles  seront  nécessairement  limités,  ainsi  qu'il  résulte  d'une 
observation  faite  au  n"  102);  chaque  ensemble  ainsi  obtenu  sera, 
toutes  les  fois  qu'il  y  aura  lieu,  partagé  en  ensembles  partiels  suc- 
cessifs d'après  les  cotes  secondes  croissantes  des  dérivées  qui  le  com- 
posent; puis,  chacun  des  ensembles  résultants  en  ensembles  partiels 
successifs  d'après  les  cotes  troisièmes  croissantes  de  ses  termes  ;  et 
ainsi  jusqu'à  épuisement  des  p  cotes.  L'ensemble  illimité  formé  par 
les  dérivées  principales  se  trouvera  finalement  partagé  en  ensembles 
limités  se  succédant  suivant  une  certaine  loi,  et  l'on  voit  immédiate- 
ment que,  par  rapport  à  une  dérivée  quelconque  figurant  dans  l'en- 
semble partiel  de  rang  N,  les  dérivées  figurant  dans  les  ensembles 
partiels  de  rangs  i,  2,  . . .,  N  —  1  sont  toutes  normales,  tandis  que  les 
dérivées  figurant  dans  les  ensembles  partiels  de  rangs  N,  N  H-  i ,  ... 
sont  toutes  anormales.  C'est  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Si  maintenant  on  convient  de  dire  qu'une  dérivée  principale  est 
de  classe  i,  2,  3,  ...  suivant  qu'elle  appartient  au  premier,  au  se- 
cond, au  troisième,  . . .  des  ensembles  successifs  formés  ci-dessus, 
notre  théorème  peut  encore  s'exprimer  en  disant  que  toute  dérivée 
principale  est  normale  ou  anormale  relativement  à  une  autre  sui- 
vant qu'elle  est  ou  non  de  classe  inférieure  à  cette  autre. 

On  observera  que  toute  dérivée  d'une  dérivée  principale  est  de 
classe  supérieure  à  cette  dernière  :  car,  la  cote  première  de  toute 
variable  indépendante  étant  égale  à  i ,  toute  diffère ntiation  exécutée 
sur  quelqu'une  des  fonctions  inconnues  ou  de  leurs  dérivées  a  pour 
effet  d'augmenter  la  cote  première. 
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107.  Un  système  orthonome  étant  donné,  parmi  les  relations,  en 
nombre  infini,  qu'on  en  peut  déduire  à  l'aide  de  différentiations  et 
d'éliminations  (n"  98),  nous  distinguerons  spécialement  celles  qui, 
ayant  pour  premier  membre  une  dérivée  de  quelque  fonction  incon- 
nue, ne  contiennent  dans  leur  second  membre  aucune  quantité  (in- 
connue ou  dérivée)  anormale  relativement  au  premier;  et  nous  dirons, 
pour  abréger,  qu'une  semblable  relation  est  normale,  comme  aussi 
l'expression  fournie  par  elle  pour  la  dérivée  qui  figure  dans  son  pre- 
mier membre. 

Celte  définition  posée,  nous  établirons  ce  qui  suit  : 

Si  sur  une  relation  normale  on  exécute  des  différentiations 
quelconques,  en  remplaçant,  avant  ou  après  quelques-unes  de 
ces  différentiations,  telles  ou  telles  des  dérivées  qui  figurent  dans 
le  second  membre  par  des  expressions  normales  des  dérivées  en 
question,  on  tombe  encore  sur  une  relation  normale, 

1.  Suivant  que  la  quantité  V  est  normale  ou  anormale  vis-à-vis 
de    la  quantité  o  (n*'  104),   la  dérivée  ^^^ ^^^^ —  possède  V une  ou 


Vautre  propriété  vis-à-vis  de  la  dérivée 
Car,  en  désignant  par 


da-\-b-\-...^ 


Cl,        02, 


Cl, 

h,, 


^2, 
h,, 


les  cotes  respectives  de  o,  8',  x,  y^  . . .,  les  différences 


hn. 


Cl 


Cl C.2, 


sont  respectivement  égales  aux  différences 

(ci  -h  agx  ^  bhi  -¥-..  .)  —  (c\  -H  (2^1  +  bhi  -h.  .  .), 
(c,  -+-a^2  H-  bhi  -h.. .)  — (c2  4-a^2  -+■  bh^  +...), 

(Cp-ha^pH-  bhf,^ . , .)  —  {c'p-h  agp-^-  bhi,^  . . .)     (i). 


(')  La  démonstration  de  l'alinéa  I  ne  nécessite  aucune  hypothèse  spéciale  sur  les 
•cotes  premières  des  variables  indépendantes. 

R.  i4 
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II.  Si  la  quantité  o"  est  normale  vis-à-vis  de  la  quantité  8',  et 
celle-ci  noî^male  vis-à-vis  de  la  quantité  5,  la  première,  V ^  jouit 
de  la  même  propriété  vis-à-vis  de  la  dernière,  ù. 

Si  l'on  désigne,  en  effet,  par 

Cl,        C2,         ♦  •  •  ,       C  p, 
Cj  ,      C2,       . . . ,      Cp, 


les  cotes  respectives  de  8,  8',  8'^,  et  si  l'on  considère  les  différences 

Cl  —  c'i,      C2  — C2,       ...,      Cp — c'p, 
Cl  Cl,       C2  C2,        •••5       Cp         Cp, 

C\  Cj,       Co  C25        '  '  •  1       c p         C p , 

rangées,  comme  nous  venons  de  les  écrire,  en  un  Tableau  rectangu- 
aire,  il  résulte  de  nos  hypothèses  que,  dans  chacune  des  deux  pre- 
mières lignes  horizontales  du  Tableau,  les  différences  ne  sont  pas 
toutes  nulles,  et  que  la  première  non  égale  à  zéro  y  est  positive; 
comme  d'ailleurs  la  dernière  différence  de  chaque  colonne  verticale 
est  égale  à  la  somme  des  deux  différences  placées  au-dessus  d'elle,  la 
dernière  ligne  horizontale  jouit  évidemment  de  la  même  propriété  que 
les  deux  premières  (  *  ). 

III.  Si  sur  une  relation   normale  on  exécute  des   diffère ntia- 
lions  quelconques,  on  tombe  sur  une  relation  de  même  nature. 

Soit  en  effet 

(9)  2  =fi^^y^  ...,6', ...) 

une  relation  normale,  dans  laquelle  8',  . . .  désignent,  conformément 
à  nos  définitions,  des  quantités  toutes  normales  par  rapport  à  8.  La 
relation  déduite  de  (9)  par  une  différentiation  relative  à  ^  a  pour 

premier  membre  -r-y   et  son  second  membre  ne   contient,  outre  les 

variables  indépendantes,  que  les  quantités  8^,  ...  et  leurs  dérivées 
premières  par  rapport  à  x.  Or,  les  quantités  0',  ...  étant  normales 

vis-a-vis  de  ô,  les  quantités  —,  •••  jouissent  de  la  même  propriété 
(')  Même  observation  que  pour  Talinéa  I. 
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vis-à-vis  de  —  (I);  d'un  autre  côlé,  si  l'on  désigne  par  c<,  c', ,  . .  .^  g^ 

les  cotes  premières  respectives  de  o,  8',  . . .,  x^  cette  même  hypothèse 
entraîne,  entre  les  cotes  premières  de  ô  et  8',  la  relation 


d'où  l'on  déduit,  à  cause  de  »-,  >►  o, 

(Cl +;?•,)—  c'i>o, 

et,  des  lors,  Ja  quantité  ù'  est  normale  vis-a-vis  de  -r-  < 

Ainsi,  la  condition  formulée  dans  la  définition  d'une  relation  nor- 
male ne  cesse  pas  d'être  satisfaite  après  une  première  différentiation 
exécutée  sur  la  relation  donnée.  En  vertu  du  même  raisonnement, 
appliqué  à  la  relation  résultante,  elle  ne  cesse  pas  de  l'être  après 
une  deuxième,  et  ainsi  de  suite  quel  que  soit  le  nombre  des  différen- 
tiations  {*). 

IV.  Si,  dans  le  second  membre  d^une  relation  normale,  on 
remplace  telles  ou  telles  dérivées  par  certaines  de  leurs  expres- 
sions normales,  on  tombe  encore  sur  une  relation  normale. 

Désignons  par  8  le  premier  membre  de  la  relation  donnée,  et 
par  o'  l'une  des  dérivées  figurant  au  second  membre;  puis,  considé- 
rant une  expression  normale  de  8',  nommons  o"  Fune  des  inconnues 
ou  dérivées  qui  y  figurent.  La  quantité  o"  étant  normale  vis-à-vis 
de  ô',  et  ù'  normale  vis-à-vis  de  ô,  la  quantité  8"  jouit  de  la  même  pro- 
priété vis-à-vis  de  8  (II)  :  en  conséquence,  les  substitutions  opérées 
dans  le  second  membre  de  la  relation  donnée  ne  peuvent  altérer  la 
nature  normale  de  cette  dernière  (^). 

V.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  III  et  IV  prouve  dans 
toute  sa  généralité  l'exactitude  de  notre  énoncé. 

108.  Tout  système  orthonome  satisfait  aux  trois  conditions  A  ^ 
B,  C  du  n-  103. 


(')   La  dérnonslration  de  l'alinéa  III  suppose  simplement  que  les  cotes  premières 
des  diverses  variables  indépendantes  sont  toutes  positives. 
(^)  Même  observation  que  pour  les  alinéas  I  et  II. 
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Effectivement  : 

1°  Un  système  orthonome  se  trouve,  comme  le  spécifie  notre  défi- 
nition du  n*'  lOi,  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des  ionctions 
inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  seconds  membres  y  sont 
indépendants  de  toute  dérivée  principale,  ce  qui  est  l'énoncé  même 
de  la  condition  A  . 

2"  Dans  un  système  orthonome,  les  cotes  premières  des  variables 
indépendantes  ont  pour  valeur  commune  l'unité;  chaque  second 
membre  ne  contient  d'ailleurs,  outre  les  variables  indépendantes,  que 
des  quantités  (inconnues  ou  dérivées)  qui  soient  normales  par  rap- 
port au  premier  membre  correspondant;  enfin,  toute  quantité  nor- 
male par  rapport  à  un  premier  membre  possède  une  cote  première  au 
plus  égale  à  celle  de  ce  premier  membre.  La  condition  B  se  trouve 
donc  satisfaite  moyennant  l'attribution  aux  variables  et  aux  inconnues 
de  leurs  cotes  premières  respectives. 

3°  Etant  donné  un  système  orthonome,  chacune  des  relations  qui 
le  composent  est,  par  hypothèse,  normale;  et,  en  vertu  du  n"  107, 
toute  relation  appartenant  au  système  prolongé  (n"  99)  jouit  de  cette 
même  propriété.  Nous  avons  constaté,  d'autre  part  (n°  106),  que 
toute  dérivée  principale  est  normale  ou  anormale  relativement  à  une 
autre  dérivée  principale,  suivant  qu'elle  est  ou  non  de  classe  infé- 
rieure à  cette  autre  :  il  suit  de  là  qu'une  relation  quelconque  du  sys- 
tème prolongé  ne  contient  dans  son  second  membre  d'autres  dérivées 
principales  que  celles  de  classe  inférieure  à  son  premier  membre. 
Gela  étant,  partageons  les  relations  du  système  prolongé  en  groupes 
successifs  d'après  les  cotes  premières  croissantes  de  leurs  premiers 
membres,  et  soient  o  la  cote  première  minima  des  premiers  membres 
du  système, 

les  groupes  successifs  dont  il  s'agit;  partageons  ensuite  ces  derniers 
(comme  au  n"  106)  en  sous-groupes  successifs  d'après  les  classes 
croissantes  des  premiers  membres,  et  soient  9^,  6^  +  1,  ...,  S^^  les 
classes  croissantes  des  sous-groupes  provenant  de  Sq.  Extrayons  enfin, 
du  sous-groupe  correspondant  à  une  classe  quelconque,  un  sous- 
groupe  partiel  ayant  pour  premiers  membres,  sans  omission  ni  ré- 
pétition, les  dérivées  principales  de  même  classe,  et  soient 

('^)  'a      .  "^fl     -4-1'  •    •     •'  'fit 
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les  sous-groupes  partiels  correspondant  respectivement  aux  classes 

8c,    Oè+i,     ...,    ec. 

Chacun  des  groupes  (lo),  ne  contenant  dans  ses  seconds  membres, 
ainsi  qu'il  a  été  dit,  d'autres  dérivées  principales  que  celles  de  classe 
inférieure  à  ses  premiers  membres,  se  trouvera,  en  fait,  résolu  par 
rapport  aux  dérivées  principales  de  classe  égale,  et  les  groupes  (lo) 
seront,  dès  lors,  successivement  résolubles  par  rapport  aux  dérivées 
principales  de  classes 

9c,    ec-+-i,    ...,    ©c. 

On  pourra  donc,  du  groupe  S^,  extraire  un  groupe,  ^^5  composé 
d'équations  en  nombre  exactement  égal  à  celui  des  dérivées  princi- 
pales de  cote  première  G,  et  résoluble  par  rapport  à  elles.  La  condi- 
tion C  du  n"  103  se  trouve  ainsi  satisfaite. 

Pour  qu'un  système  orthonome  soit  complètement  intégrable, 
il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  (n**  103),  en  premier  lieu,  qu'il 
soit  passif,  et,  en  second  lieu,  que  les  développements  (construits 
a  priori)  des  intégrales  hypothétiques  qui  répondent  à  des  condi- 
tions initiales  arbitraires  admettent  toujours  quelque  domaine  de 
convergence. 

Nous  nous  occuperons  tout  d'abord  de  la  passivité.  Dans  le  cas  où 
deux  premiers  membres  au  moins  sont  des  dérivées  d'une  même 
inconnue,  il  semble,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  (n"  103), 
qu'on  ne  puisse  en  général  exprimer  la  passivité  qu'à  l'aide  d'un 
nombre  infini  de  relations  dont  chacune  doit  être  identiquement  véri- 
fiée :  ces  identités  toutefois,  ainsi  que  nous  allons  l'établir,  résultent, 
à  titre  de  conséquences  nécessaires,  d'un  nombre  essentiellement 
limité  d'entre  elles. 

Règle  provisoire  de  passivité  d'un  système  orthonome. 

109.  Etant  donné  un  système  orthonome,  nous  qualifierons,  pour 
abréger,  de  primitives,  par  opposition  à  d'autres  qui  vont  être  for- 
mées dans  un  instant,  les  diverses  relations  du  système  prolongé, 
comme  aussi  les  expressions  fournies  par  elles  pour  les  dérivées  prin- 
cipales. Un  mécanisme  très  simple,  appliqué  à  ces  relations  primitives. 
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permet,  comme  nous  allons  le  voir,  d'en  déduire,  pour  les  dérivées 
principales  des  classes  successives,  certaines  expressions  dépendant 
exclusivement  des  variables,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dé- 
rivées paramétriques. 

Les  relations  primitives  étant  partagées  en  groupes  successifs 
d'après  les  classes  croissantes  i,  2,  3,  ...  de  leurs  premiers  membres, 
désignons  par  ^1  ou  par  IK,  indifféremment  le  premier  de  ces 
groupes,  par  'P^i  ^3?  •••  les  groupes  suivants.  Une  dérivée  princi- 
pale de  première  classe  ne  peut  évidemment  se  déduire  par  dériva- 
tion d'aucun  premier  membre  du  système,  car  elle  serait  alors  de 
classe  supérieure  à  ce  premier  membre  (n"  106),  par  suite,  de  classe 
supérieure  à  la  classe  minima,  qui  est  i  :  il  en  résulte  que  les  expres- 
sions primitives  des  dérivées  dont  il  s'agit  sont  toutes  fournies  par 
des  équations  du  système  donné,  ou,  en  d'autres  termes^  que  ^1,  fait 
partie  du  système  donné  (non  prolongé),  et,  comme  ce  dernier  a  par 
hypothèse  ses  premiers  membres  tous  distincts,  il  en  est  de  même 
de  '^^.  Mais,  si  l'on  considère  les  groupes  suivants,  P^?  P37  -.-^  ils 
peuvent,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  fréquemment,  présenter  plusieurs  fois 
un  même  premier  membre. 

Gela  étant,  remplaçons  dans  les  relations  ^2  chacune  des  dérivées 
principales  de  première  classe  par  son  expression  (unique)  tirée 
de  K,  :  comme  une  semblable  expression  dépend  exclusivement  des 
variables,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramétriques, 
le  groupe  des  relations  résultantes,  lio?  fournira,  pour  les  dérivées 
principales  de  seconde  classe,  des  expressions  jouissant  de  la  même 
propriété.  Considérons  ensuite  les  relations  ^3,  et  éliminons-en  de 
toutes  les  manières  possibles,  à  l'aide  de  \(i,  K^?  les  dérivées  princi- 
pales des  deux  premières  classes  ;  autrement  dit,  extrayons  du  groupe 
[IKi,  Ko]  un  groupe  partiel  fournissant  une  expression  et  une  seule 
pour  chacune  des  dérivées  principales  des  deux  premières  classes, 
éliminons  ces  dernières  entre  I.I3  et  les  relations  ainsi  obtenues,  et 
répétons  l'opération  en  remplaçant  successivement  le  groupe  partiel 
considéré  par  tous  les  groupes  analogues  semblablement  extraits  de 
[K<,  Ka].  11  est  clair  que  le  groupe  des  relations  résultantes,  II3, 
fournira,  pour  les  dérivées  principales  de  troisième  classe,  des  expres- 
sions ne  dépendant,  comme  les  seconds  membres  de  "U,  et  M.,^  que 
des  variables,  des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramé- 
triques. L'élimination  des  dérivées  principales  des  trois  premières 
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classes,  effectuée  dans  ^j^  de  toutes  les  manières  possibles  à  l'aide  de 
["U,,  lio,  ^3]?  conduira  de  même  à  un  groupe  II4  fournissant,  pour 
les  dérivées  principales  de  quatrième  classe,  des  expressions  exclusi- 
vement composées  avec  les  quantités  dont  il  s'agit.  Et  ainsi  de  suite 
indéfiniment. 

Nous  nommerons  ultimes  les  relations 


obtenues  à  l'aide  du  mécanisme  que  nous  venons  de  décrire,  et  aussi 
les  expressions  qu'elles  fournissent  pour  les  dérivées  principales  des 
classes  i,  2,  3,  

D'après  ce  qui  précède,  et  en  considérant  comme  autant  de  va- 
riables indépendantes  distinctes  .r,  j',  . . .,  m,  ^^,  . . .  et  les  dérivées  de 
tous  ordres  de  w,  t^,  ...,  l'ensemble  des  relations  pn'mitiçes  de 
classes  i ,  2,  .  • .,  7  entraine  comme  conséquence  nécessaire,  quel  que 
soit  y,  l'ensemble  des  relations  ultimes  de  mêmes  classes.  Récipro- 
quement d'ailleurs,  il  est  facile  de  voir  que  ces  dernières  entraînent 
les  premières.  Les  deux  systèmes  sont  ainsi  numériquement  équi- 
valents (n"  100). 

Enfin,  notre  proposition  du  n"  107,  d'où  nous  avons  déjà  déduit  la 
nature  normale  des  relations  primitives  (n"  108),  entraîne  aussi,  de 
proche  en  proche,  celle  des  relations  ultimes  appartenant  aux  groupes 
successifs 

^1,    I2,    ^13,     .... 

110.  Si  l'on  considère  un  système  différentiel  quelconque,  possé- 
dant la  double  propriété  d'être  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées 
des  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées  et  de  ne  contenir  dans  ses 
seconds  membres  aucune  dérivée  principale,  il  faut  et  il  suffit 
(n"  101),  pour  que  ce  système  soit  passif,  que  la  solution  numérique 
générale  du  système  prolongé  soit  fournie  par  un  groupe  de  formules 
où  les  variables,  les  inconnues  et  leurs  dérivées  paramétriques  de 
tous  ordres  reçoivent  des  valeurs  arbitraires,  tandis  que  les  dérivées 
principales  se  trouvent  déterminées  sans  ambiguïté  en  fonctions  de 
ces  dernières  quantités.  Dans  le  cas  particulier  de  l'orthonomie,  le 
système  prolongé  équivaut  numériquement,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit  (n°  109),  au  groupe  des  relations  ultimes,  lesquelles  ont 
pour  premiers  membres  (avec  répétitions  possibles,  mais  sans  omis- 
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sioii)  les  diverses  dérivées  principales,  tandis  que  leurs  seconds 
membres  ne  contiennent  aucune  dérivée  de  celte  espèce.  Pour  qu'un 
système  orthonome  soit  passif,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que 
les  diverses  expressions  ultimes  de  chaque  dérivée  principale  soient 
identiquement  é^diXes  entre  elles. 

Cela  étant,  partageons  en  groupes  les  équations  d'un  système  or- 
thonome (non  prolongé),  suivant  celle  d'entre  les  fonctions  incon- 
nues ?/,  t',  ...  dont  quelque  dérivée  figure  dans  leurs  premiers 
membres.  Si  chacun  des  groupes  ainsi  formés  ne  contient  qu'une 
équation  au  plus,  chaque  dérivée  principale  ne  possède  qu'une 
seule  expression  primitive,  par  suite  aussi  qu'une  seule  expression 
ultime,  et  La  passivité  a  lieu  d'elle-même  :  c'est  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  dans  les  systèmes  considérés  au  n"  lOo.  Il  nous  reste  à  exa- 
miner le  cas,  beaucoup  plus  complexe,  où  quelqu'un  des  groupes 
formés  ci-dessus  contiendrait  plus  d'une  équation. 

111.  Considérons  un  système  orthonome  où  deux  premiers 
membres  au  moins  soient  des  dérivées  d' une  même  inconnue,  et 
désignons  par  J  la  classe  maxima  des  dérivées  cardinales  (n^*  106) 
(n°  92).  Pour  qu'un  pareil  système  soit  passif ,  ou,  ce  qui  revient 
au  même  (n°  110),  pour  que  les  diverses  expressions  ultimes  de 
chaque  dérivée  principale  soient  identiquement  égales  entre  elles, 
il  suffit  que  cela  ait  lieu  pour  chaque  dérivée  principale  des 
classes  i,  2,  . . .,  J. 

1.  Des  relations  ultimes  on  peut,  par  un  mécanisme  analogue  à 
celui  qui  nous  les  a  fournies,  déduire  des  relations  nouvelles. 

DifFérentions  un  nombre  quelconque  de  fois  une  relation  ultime  ; 
puis,  après  la  dernière  difTérentiation,  remplaçons  les  diverses  dérivées 
principales  contenues  dans  le  second  membre  par  telles  ou  telles  de 
leurs  expressions  ultimes.  Dans  le  premier  membre  de  la  relation 
résultante  figure  évidemment  une  dérivée  principale,  qui  se  trouve 
alors  exprimée  directement  (c'est-à-dire  sans  l'intermédiaire  d'au- 
cune autre  dérivée  principale)  à  l'aide  des  variables  indépendantes, 
des  fonctions  inconnues,  et  de  quelques-unes  de  leurs  dérivées  para- 
métriques. Pour  abréger,  et  bien  qu'une  foule  d'autres  relations  dé- 
duites du  système  jouissent  aussi  de  cette  propriété,  nous  qualifie- 
rons spécialement  de  directes  les  relations  auxquelles  nous  conduit 
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l'application  du  mécanisme  précédent  (en  y  comprenant  les  relations 
ultimes  elles-mêmes),  et  nous  affecterons  de  la  même  qualification 
les  expressions  qui  en  résultent  pour  les  diverses  dérivées  principales 
des  fonctions  inconnues. 

Cela  étant,  si  l'on  /orme,  à  raide  du  mécanisme  décrit  ci-dessus, 
une  relation  directe  quelconque,  il  résulte  immédiatement  du  n°  107 
et  de  la  nature  normale,  constatée  plus  haut  (n"  109),  des  relations 
ultimes,  que  les  relations  successivement  rencontrées  dans  le  cours 
dUin  semblable  calcul  sont  toutes  normales. 

II.  Dans  un  système  orthonome,  chaque  dérivée  principale  de 
première  classe  n'a  qu'une  expression  directe. 

Effectivement,  nous  avons  déjà  observé  (n"  109)  qu'une  dérivée 
principale  de  première  classe  ne  peut  se  déduire  par  dérivation  d'au- 
cun premier  membre  du  système  ;  il  en  résulte  que  les  expressions 
directes  des  dérivées  principales  de  première  classe  sont  toutes  four- 
nies par  des  équations  du  système  donné,  et,  comme  les  premiers 
membres  y  sont  tous  distincts,  chacune  des  dérivées  dont  il  s'agit  n'a 
qu'une  seule  expression  directe. 

m.  Les  relations  directes,  d'après  la  définition  même  que  nous  en 
avons  donnée  (I),  appartiennent  à  l'un  ou  à  l'autre  des  trois  groupes 
suivants  : 

Les  relations  du  système  donné  ; 

Les  relations  obtenues  en  différentiant  un  nombre  quelconque  de 
fois  une  relation  du  système  donné,  et  remplaçant,  dans  le  second 
membre  de  la  relation  résultante,  les  diverses  dérivées  principales 
par  telles  ou  telles  de  leurs  expressions  ultimes  ; 

Les  relations  obtenues  en  effectuant  sur  une  relation  du  système 
donné  l'opération  précédente,  puis  sur  la  relation  résultante  une 
opération  de  même  espèce. 

Dans  tous  les  cas,  on  -part,  pour  former  une  relation  directe  quel- 
conque, d'une  certaine  équation  du  système  donné. 

Cela  posé,  si,  dans  un  système  orthonome,  l'égalité  identique 
a  lieu  entre  les  diverses  expressions  directes  de  chaque  dé- 
rivée principale  des  classes  i,  2,  ...,7  {ou  j  désigne  un  entier 
positif  quelconque)^   toutes   les   expressions   directes   d'une   dé- 
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rivée  déterminée  de  classe  y -f-  i ,  obtenues  en  partant  d'une 
même  équation  du  système  proposé,  sont  nécessairement  iden- 
tiques. 

La  dérivée  de  classe  j  -f-  i  dont  parle  l'énoncé  coïncide  nécessai- 
rement, soit  avec  le  premier  membre  de  l'équation  d'où  l'on  doit 
partir,  soit  avec  quelque  dérivée  de  ce  premier  membre. 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  considérée  ne  peut  fournir,  pour 
la  dérivée  de  classe  /  +  i  qui  figure  dans  son  premier  membre, 
qu'une  seule  expression  directe,  son  second  membre. 

Dans  le  second  cas,  que  nous  allons  maintenant  examiner,  la  for- 
mation des  expressions  directes  visées  par  l'énoncé  nécessite,  sur 
l'équation  d'où  l'on  part,  certaines  différentiations  qui  ont  toujours 
lieu,  dans  divers  ordres,  par  rapport  aux  mêmes  variables  respectives; 
tantôt  on  n'effectue  de  substitutions  qu'après  la  dernière  d'entre  elles, 
tantôt  on  en  effectue  en  outre  après  une  des  différentiations  précé- 
dentes. Il  s'agit  d'établir  que,  de  quelque  façon  qu'on  procède,  on 
arrivera  toujours,  pour  la  dérivée  considérée  de  classe  y -h  i ,  à  la 
même  expression  directe. 

I"  En  premier  lieu,  si  l'on  n'opère  de  substitutions  qu'après  la 
dernière  différentiation,  les  expressions  directes  auxquelles  on  est 
conduit  pour  la  dérivée  en  question  sont  identiquement  égales  :  car 
l'expression  primitive  résultant  des  seules  différentiations  est  indé- 
pendante de  l'ordre  dans  lequel  on  les  exécute  (n"  68),  et,  pour  cha- 
cune des  dérivées  principales,  de  classes  nécessairement  inférieures 
ày-h  1,  qui  y  figurent,  les  diverses  expressions  directes,  à  plus  forte 
raison  les  diverses  expressions  ultimes,  sont  par  hypothèse  iden- 
tiques. 

2"  Si  l'on  ne  change  pas  l'ordre  relatif  des  différentiations,  les 
expressions  directes  auxquelles  on  est  conduit  sont  encore  identi- 
quement égales. 

Désignons  par  (il)  l'équation  du  système  donné  d'où  l'on  doit 
partir,  par  k  le  nombre  des  différentiations  successives,  exécutées 
sur  (a)  dans  un  ordre  invariable,  par  o  la  dérivée  principale  que 
l'exécution  des  k  —  i  premières  amènerait  dans  le  premier  membre, 
et  par  x  la  variable  indépendante  par  rapport  à  laquelle  la  A"'''™^  diffé- 
rentiation doit  avoir  lieu  :  cette  dernière,  et  éventuellement  une  des 
précédentes,  doit  être  suivie  de  substitutions,  et  c'est  l'exécution  ou 
la  non-exécution  de  cette  partie  éventuelle  du  calcul,  comme  aussi 
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le  moment  où  elle  est  effectuée,  qui  constituent  les  circonstances 
variables  de  l'opération  actuellement  considérée.  Or,  je  vais  établir 
que  le  résultat  final  auquel  on  est  conduit  est,  quelles  que  soient  ces 
circonstances  variables,  identique  au  résultat  fourni  par  une  opéra- 
tion bien  déterminée  que  je  vais  d'abord  décrire. 

Observons  à  cet  effet  que,  -r-  étant  de  classe  y  -f-  i ,  S  est  au  plus 

de  classe  y  (n"  106).  Cela  étant,  l'opération  dont  je  veux  parler  con- 
siste à  prendre  la  relation  directe  (unique)  dont  le  premier  membre 
est  3,  à  la  différentier  par  rapport  à  x^  ei  k  remplacer  ensuite,  dans 
le  second  membre  de  la  relation  résultante,  chacune  des  dérivées 
principales,  de  classes  nécessairement  inférieures  à  y -4-  i ,  qui  y 
figurent,  par  son  expression  ultime  (unique). 

En  effet,  une  semblable  opération  donne  un  résultat  évidemment 
identique  au  résultat  fourni  par  celle  dont  nous  avons  parlé  antérieu- 
rement, si,  dans  cette  dernière,  la  A'^'»«^  différentiation  doit  être  exé- 
cutée sur  une  relation  ultime,  et  il  reste  alors  à  examiner  le  cas  où  la 
/.leme  différentiation  doit  être  exécutée,  non  plus  sur  une  relation 
ultime,  mais  sur  une  relation  ultime  déjà  différentiée.  Soit  donc 

(i)  ^=f{x,y,  ...,a,  ...,T,  ...) 

la  relation  dont  il  s'agit,  où  o-,  ...  désignent  les  diverses  dérivées 
principales  figurant  effectivement  dans  le  second  membre,  et  t,  . . . 
les  diverses  inconnues  ou  dérivées  paramétriques  y  figurant  aussi 
effectivement.  La  relation  (i)  étant  normale  (I),  les  quantités  a-,  . .  . , 
T,...   ont  une   cote  première  au  plus  égale  à  celle  de  o,  et  par  suite 

inférieure  à  celle  de  —  ;  elles  sont  donc  toutes  normales  vis-à-vis  de 
r-;  D  autre  part,  les  quantités  a-,  . . .  et  t,  . . .  étant  normales  vis-a-vis 
de  0,  les  quantités  j-'  •  •  •  et  -^,  •  •  •  le  sont  vis-à-vis  de  ^  (n"  107,  I). 

Enfin,  puisque  —  est  de  classe  /  -h  i ,  les  dérivées  o-,  . . . ,  -r-,  •  •  -,  et 

^        ^        Ox  y  '  ^  ■    dx 

celles  d'entre  les  dérivées  j-»  •  •  •  qui  sont  principales,  sont  au  plus 

de  la  classe  y,  et  par  suite  chacune  d'elles  a  une  expression  directe 
unique,  qui  se  trouve  être,  à  plus  forte  raison,  son  expression  ultime 
unique.  Désignons  alors  par 

2,      ...,     Sx,      ... 
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da 

•  •  "     dx 

> 

les  expressions  directes  de 


par  K-  '  •••  les  résultats  que  donne  la  règle  des  fonctions  com- 
posées quand  on  effectue  sur  S, . . .  une  différentiation  relative  à  x] 
enfin  par       -p     h- ••  les  résultats  respectivement  déduits  de    x".   '  *  '  * 

en  éliminant  de  ces  dernières  expressions  les  dérivées  principales,  de 
classes  nécessairement  inférieures  à  y,  qui  peuvent  y  figurer  :  il  est 

clair,  puisque  les  dérivées  j-  ^  •  •  ■  sont  au  plus  de  la  classe  y,  que  les 

expressions  directes     \t-\    >  •  •  •  sont  respectivement  identiques  aux 

expressions  directes  S^^,  .... 

Cela  posé,  exécutons  sur  la  relation  (i)  les  opérations  qui  restent 
à  exécuter,  c'est-à-dire  la  difTérentiation  relative  à  x,  et  ensuite  l'éli- 
mination des  dérivées  principales  du  second  membre.  Il  suffit  pour 
cela  de  considérer  la  relation 

d8  _  df        ôfdrs  âfdz 

dx        dx        d<7  dx         '  '       di  dx       "  *  '  ' 

et  de  remplacer  dans  le  second  membre,  d'une  part  les  dérivées  prin- 
cipales 


dQ 
dx 


par  leurs  expressions  ultimes 


d'autre  part  celles  d'entre  les  dérivées  t^»  •  •  •  qwi  sont  principales  par 
les  expressions  ultimes  correspondantes.  Or,  en  vertu  des  identités 


[[SI] 


il  revient  évidemment  au  même  de  diff'érentier  par  rapport  à  ^  la 
relation 

ô=/(^,.r,  ...,^,...,T, ...) 
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(relation  directe  unique  ayant  pour  premier  membre  8),  ce  qui  donne 
d^        df        df  Vd-L-]  d/àx 


dor        àx        d^  \^dx }  dx  âx 

puis  de  remplacer  par  leurs  expressions  ultimes  les  dérivées  princi- 
pales qui  peuvent  alors  figurer  dafis  le  second  membre. 

3°  Considérons  deux  quelconques  des  expressions  directes  dont  le 
présent  alinéa  III  a  pour  but  de  démontrer  l'identité,  et  qui  se  dé- 
duisent, comme  nous  l'avons  expliqué,  par  difFérentiations  et  substi- 
tutions, d'une  même  équation  du  système.  Si,  sans  changer  de  part 
ni  d'autre  l'ordre  relatif  des  difFérentiations,  on  n'opère  de  substitu- 
tions qu'après  la  dernière  d'entre  elles,  on  tombe  sur  deux  expres- 
sions directes  respectivement  identiques  aux  deux  précédentes  (2"), 
et  l'on  sait  d'ailleurs  (  i*')  qu'en  procédant  ainsi,  le  résultat  est  indé- 
pendant de  l'ordre  des  difFérentiations. 

IV.  Si,  dans  un  système  orthonome,  V égalité  identique  a  lieu, 
d\ine  part  entre  les  diverses  expressions  directes  de  chaque  dé- 
rivée principale  des  classes  i,  2,  . .  .^  j  [oii  j  désigne  un  entier 
positif  quelconque)^  d^ autre  part  entre  les  diverses  expressions 
ultimes  de  chaque  dérivée  cardinale  de  classe  y  -h  i ,  les  deux 
expressions  directes  d^ une  même  dérivée  principale  de  classe  j  -\-  i 
obtenues  en  partant  de  deux  équations  différentes  du  système 
proposé  sont  nécessairement  identiques. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  soit  la  fonction  u  dont  cer- 
taines dérivées  figurent  dans  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions considérées.  Pour  passer  de  la  fonction  u  à  l'une  ou  à  l'autre  de 
ces  deux  dérivées,  il  faut  exécuter  sur  elle  certaines  difFérentiations, 
dont  quelques-unes  peuvent  être  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  Nous 
désignerons  par  le  symbole  D.  l'ensemble  de  ces  difFérentiations  com- 
munes, et  par  les  symboles  D'.,  D'^  l'ensemble  des  difFérentiations 
restantes  pour  la  première  et  la  seconde  dérivée  respectivement.  Les 
deux  équations  peuvent  donc  s'écrire 

2)  D.D'.w  =  ..., 

i3)  D.D".a=.... 

Gela  posé,  la  dérivée  de  classe  y -h  i  dont  parle  l'énoncé  coïncide 
soit  avec  D.D'.iy.w,  soit  avec  quelque  dérivée  de  D.D'.D'^.w,  puis- 
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qu'elle  est  une  résultante  (n"  92)  des  premiers  membres  de  (2)  et 
(3).  —  Dans  le  premier  cas,  en  vertu  de  l'alinéa  précédent  III,  les 
opérations  à  elFectuer  soit  sur  l'équation  (2),  soit  sur  l'équation  (3), 
pour  en  déduire  une  expression  directe  de  D.D'.D'^w,  pourront 
l'être  comme  il  suit  :  on  exécutera  d'abord  la  difierentiation  D''.  s'il 
s'agit  de  l'équation  (2),  la  différentiation  D'.  s'il  s'agit  de  l'équa- 
tion (3),  et  l'on  remplacera  ensuite,  dans  les  seconds  membres  des 
formules  résultantes,  les  dérivées  principales  des  classes  i,  2,...,y  par 
leurs  expressions  ultimes.  Or,  ce  mécanisme  engendre  précisément 
deux  expressions  ultimes 'de  la  dérivée  cardinale  D.D'.D".u,  de 
classe  j -\-  I,  c'est-à-dire  deux  expressions  qui,  par  hypothèse,  sont 
identiquement  égales  l'une  à  l'autre.  —  Si  la  dérivée  de  classe  y -h  1 
dont  parle  l'énoncé  coïncide  avec  quelque  dérivée  de  D.D'.D".  «, 
les  opérations  à  effectuer  soit  sur  l'équation  (2),  soit  sur  l'équa- 
tion (3),  pour  en  déduire  une  expression  directe  de  la  dérivée  en 
question,  pourront  l'être  comme  il  suit  :  r'  on  effectuera  d'abord  la 
différentiation  D".  s'il  s'agit  de  la  première,  la  différentiation  D'.  s'il 
s'agit  de  la  seconde,  et  l'on  remplacera  les  dérivées  principales  figu- 
rant dans  les  seconds  membres  par  leurs  expressions  ultimes  ;  2**  on 
exécutera  ensuite  les  différentiations  restantes,  qui  sont  les  mêmes 
de  part  et  d'autre,  et  l'on  éliminera  finalement  des  seconds  membres 
les  dérivées  principales.  Or,  D.D'.D".  u  étant,  dans  le  cas  actuel,  de 
classe  inférieure  ày  +  i  (n"  106),  il  résulte  encore  de  nos  hypothèses 
que  les  résultats  sont  identiques  après  la  première  partie  de  l'opéra- 
tion, par  suite  aussi  après  la  seconde. 

V.  Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (II),  chaque  dérivée  prin- 
cipale de  première  classe  ne  possède,  dans  un  système  orthonome, 
qu'une  seule  expression  directe.  Si  donc  on  suppose  que  les  diverses 
expressions  ultimes  de  chaque  dérivée  principale  des  classes  i ,  2,  . . . ,  J, 
et,  par  suite,  de  chaque  dérivée  cardinale,  sont  identiquement  égales, 
l'application  répétée  des  propositions  ci-dessus  (III)  (IV)  prouve  que 
l'égalité  identique  entre  les  diverses  expressions  directes  d'une  même 
dérivée  principale  a  encore  lieu  dans  la  deuxième  classe,  puis  dans  la 
troisième,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  //  n'y  a,  dès  lors,  pour  une 
même  dérivée  principale  quelconque,  qu'une  seule  expression 
directe,  et,  à  plus  forte  raison,  qu'une  seule  expression  ultime,  ce 
que  nous  voulions  établir. 
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112.  La  règle  de  passivité  que  nous  venons  d'établir  peut  évidem- 
ment se  formuler  de  la  manière  suivante  : 

Pour  qu^un  système  orthonome  soit  passif,  ou,  en  d^ autres 
termes,  pour  que  l^ élimination  des  dérivées  principales  de  classes 
1 ,  2,  . . . ,  y ,  effectuée  entre  les  équations 

Pi,      î'2,      .     .,      Py 

(n"  109),  conduise,  quel  que  soit  y,  à  des  identités,  il  suffit  que 
cela  ait  lieu  pour  j  =  J,  classe  maxiraa  des  dérivées  cardinales 
des  inconnues.  SUl  n^y  a  pas  de  dérivées  cardinales,  la  passivité 
a  lieu  d'elle-même. 

Cette  règle  entraîne,  à  plus  forte  raison,  la  suivante,  souvent  plus 
commode  au  point  de  vue  pratique  lorsqu'il  s'agit  d'effectuer  les 
calculs  : 

Règle  ruovisoiRE  de  passivité.  —  Soient  S  un  système  ortho- 
nome ;  6  la  cote  première  minima  de  ses  premiers  membres; 

les  relations  du  système  S  prolongé  {n'^  99),  partagées  en  groupes 
successifs  d'après  les  cotes  premières  croissantes, 

,       0  -h  I,       0  -H  2,        .  .  .  , 

de  leurs  premiers  membres;  Q  la  cote  première  maxima  des 
dérivées  cardinales  des  inconnues. 

Pour  que  le  système  S  soii  passif ,  ou,  en  d'autres  termes,  pour 
que   l'élimination   des   dérivées   principales   de  cotes  premières 

ô,  0  +  I ,  . . . ,  G,  effectuée  entre  les  équations 

Sg,     Sg-i-i,     . . . ,     Se, 

conduise,  quel  que  soit  G,  à  des  identités,  il  suffit  que  cela  ait  lieu 
pour  G  =  Q.  S'il  n'y  a  pas  de  dérivées  cardinales ,  la  passivité  a 
lieu  d'elle-même. 

Gette  règle  provisoire  sera  plus  tard  simplifiée  et  généralisée 
(Ghap.  X). 

Si  les  relations  ainsi  obtenues  ne  sont  pas,  comme  l'exige  la  passi- 
vité, identiquement  vérifiées,  et  si  l'on  cesse,  en  conséquence,  d'y 
considérer  comme  indépendantes  les  quantités  autres  que  x,  y,  . . . , 
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elles  se  présentent  comme  étant,  au  point  de  vue  de  V  intégration  y 
des  conséquences  du  système  donné,  c'est-à-dire  qu'elles  ne  peuvent 
manquer  d'être  satisfaites  par  tout  groupe  d'intégrales  ordinaires 
de  ce  système  :  au  cas  donc  oà,  sans  être  identiquement  vérifiées, 
quelques-unes  d'entre  elles  ne  contiendraient  que  les  seules  va- 
riables ^,  y,  . . . ,  le  système  proposé  n'admettrait  aucun  groupe 
d'intégrales. 

Cette  remarque  s'applique,  en  particulier,  au  système  différentiel, 
manifestement  orthonome,  dont  nous  nous  sommes  occupé  à  propos 
du  Calcul  inverse  de  la  dérivation  (Chap.  VI)  :  dans  ce  système,  les 
conditions  de  passivité,  suffisantes  pour  l'existence  de  l'intégrale  qui 
répond  à  des  conditions  initiales  données,  sont  en  même  temps  néces- 
saires à  l'existence  de  toute  intégrale,  parce  qu'elles  ne  contiennent, 
comme  les  seconds  membres  du  système,  que  les  seules  variables 
indépendantes  ;  c'est  pourquoi  on  les  nomme,  en  pareil  cas,  condi- 
tions d  '  in  tégrab  ilité . 

113.  Nous  terminerons  par  l'observation  suivante,  d'une  impor- 
tance assez  secondaire,  mais  cependant  quelquefois  utile  : 

Si,  dans  un  système  orthonome  passif,  on  supprime  les  diverses 
équations  dont  les  premiers  membres,  comparés  à  ceux  de  telles 
ou  telles  autres,  en  peuvent  être  considérés  comme  des  dérivées, 
le  système  résultant  admet  les  mêmes  intégrales  que  le  premier, 
et  possède,  comme  lui,  une  forme  {orthonome)  passive. 

Car  les  dérivées  respectivement  principales  et  paramétriques  des 
fonctions  inconnues  seront  les  mêmes  de  part  et  d'autre  ;  le  second 
système,  indéfiniment  prolongé  par  différentiations  (n""  99),  admettra 
la  même  solution  numérique  générale  que  le  premier  ;  et  les  dévelop- 
pements des  intégrales  hypothétiques  répondant  aux  mêmes  condi- 
tions initiales  seront  les  mêmes  pour  l'un  et  pour  l'autre. 

Convergence  des  développements  des  intégrales  d'un  système 
orthonome;  théorème  d'existence. 

114.  Soient  S  un  système  orthonome  ;  o  et  A  les  cotes  premières 
respectivement  maxima  et  minima  de  ses  premiers  membres  ; 
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les  relations  de  S  prolongé,  distribuées  en  groupes  successifs  d'après 
les  cotes  premières  croissantes  de  leurs  premiers  membres  ;  t^  un 
groupe  partiel  extrait  de  S^  sous  la  seule  condition  d'avoir  pour  pre- 
miers membres,  sans  omission  ni  répétition,  les  diverses  dérivées 
principales  de  cote  première  G.  Gela  étant,  si,  clans  le  système  ortho- 
nome S,  on  considère  un  groupe  dHntégrales  {ordinaires)  hypo- 
thétiques répondant  à  des  conditions  initiales  données,  les  déve- 
loppements {bien  déterminés)  construits  a  priori  à  l'aide  des 
valeurs  initiales  données  et  de  celles  que  fournit  la  résolution 
successii'e  des  groupes 

tci->     ^ô^-b      •••5     ^Aî     ^A-i-i>      ••• 

par  rapport  aux  dérivées  principales  (')  sont  nécessairement 
convergents. 

I.  Si  les  fonctions /(^,jK,  ...),  cp(.r,jK,  ...)  sont  toutes  deux  déve- 
loppables  (n*'  76)  à  partir  de  Xq^  yo,  ...,  si,  de  plus,  les  valeurs  de 
'f{x,y,  ...)  et  de  toutes  ses  dérivées  au  point  (jCo,jKoj  •••)  sont 
réelles,  positives,  et  respectivement  supérieures  aux  modules  des  va- 
leurs correspondantes  de  /(^^^  y,  . . .)  et  de  ses  dérivées  semblables, 
la  fonction  'j){Xy  y^  . . .)  sera  dite  majorante  de/(^',  j^,  . . .)  par  rap- 
port aux  valeurs  particulières  x^.,  yQ^  .... 

II.  Soient  : 

f{x^y,  ...)  une  fonction  développable  à  partir  de  .Tq,  jKo?  •••  avec  les 
rayons  de  convergence  R^,,  Rj,  ...; 

/•j;,  /y,  . . .  des  quantités  positives  respectivement  inférieures  à 
'^x-)  I^r?  •  •  •  5 

M  une  constante  positive  supérieure  à  la  somme  L  que  l'on  obtient 

en  remplaçant  dans  le  développement  de  f{x,y,  •••)'  effectué  à 

partir  de  Xo,  yo,  ...,  tous  les  coefficients  par  leurs  modules,  et  les 

diff'érences   x  —  Xo^  y  — /oi  •••    par   les   quantités   respectives 

' -r?  O?  •  •  •  ' 

aj;,  y.y,  . . .  des  quantités  positives  au  moins  égales  à  — ,  — ,  •  •  •  ; 

r.c     r-y 
m  un  entier  positif. 

(')  N'ous  avons  établi  au  n"  108  la  possihililé  de  celte  résolution  successive. 
R.  i5 
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Cela  étant,  la  fonction 

M 

é^'idemment  développahle  [w''  61,  il)  à  partir  des  valeurs  x^^  y  q,  ..., 
est  majorante{\)  pour  f{x^  y,  ...)  relativement  à  ces  valeurs  (^). 
Faisons  suivre  en  effet  de  l'indice  zéro  les  notations  des  deux 
fonctions  considérées  et  de  leurs  dérivées  pour  désigner  les  valeurs 
particulières  qu'elles  prennent  au  point  {xq^  jKo,  •••)5  ^^  soient/,  /,  ... 
des  ordres  partiels  quelconques  de  dérivation  (positifs  ou  nuls).  On 
a,  par  un  calcul  immédiat, 


Xa^a;.  .. 


[dxidy'...U 

X  m{jn  -\-  i)  . .  .  {m  -\-  i  —  i) 

X  {m  -^  i)  {m  ^  i  -{-  \) . . .  i m  -r-  i  -r-  l  —  i) 


X 


On  a  d'ailleurs,  d'après  nos  définitions  mêmes, 


M>L, 


'^^r 


y 
m(m  ■+■  i) . . .  (m  -h  i  —  i )  ^ i . 2 . . . ï , 

{m  -\-  i  )  {m  -\-  i  ■+-  i) . .  .(m  -h  i  -^  l  —  1)^1.2. 


et  il  en  résulte 


[àT^ày'...\, 


>L— 77 


Enfin,  dans  une  série  (convergente)  à  termes  positifs,  la  somme 
est  au  moins  égale  à  la  valeur  d'un  terme  quelconque,  et  l'on  a  par 
conséquent 

L>mad r^^  \ — = — ;•••• 

I  ôx'-  ôyi ...  1 0  1 . 2 ...  f   i  .1.  .  .1 


(')  Gomme  nous  l'avons  dit  dans  la  Préface,  la  première  idée  et  les  premières 
applications  de  la  méthode  des  fonctions  majorantes  sont  dues  à  Cauchy. 

Dans  l'énoncé  du  lemme  ci-dessus,  la  constante  M,  qui  figure  au  numérateur  de 
la  majorante,  n'est  pas  définie  comme  on  le  fait  d'habitude  :  cette  légère  modifica- 
tion aux  usages  courants  a  pour  but  d'éviter  toute  intervention  explicite  des  quantités 
imaginaires. 
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On  en  déduit,  par  comparaison  avec  la  relation  précédente, 


ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 
III.  La  série  entière 


(l)  IH \ 

^    ^  I  I  .2 


admet  comme  rayon  de  convergence  (n"  30)  une  quantité  positive 
arbitrairement  choisie,  puisque,  dans  la  série  formée  par  les  modules 

des  termes,  le  rapport  d  un  terme  au  précèdent, }  tend  vers  zéro 

pour  n  infini  (n«  21,  III).  La  série  (i)  définit  donc,  dans  toute 
l'étendue  de  l'espace  [[^]]  (n°^l  et  J5),  une  fonction  olotrope  que 
nous  désignerons  par  ^(x)  (n°  4-6,  I). 

En  difFérentiant,  conformément  à  la  règle  du  n°  ol  (3"),  tous  les 
termes  de  la  série  (i),  on  trouve  immédiatement 

et  par  suite,  quel  que  soit  A*, 

(2)  *(/^^(x)  =  <ï>(a7). 

La  série  (i)  ayant,  d'autre  part,  un  domaine  de  convergence  indé- 
fini, la  quantité  ^{x-hh)  est  développable  par  la  série  de  Taylor, 
quels  que  soient  x  et  h.  On  trouve  ainsi,  en  ayant  égard  à  la  for- 
mule (2  ), 

^{x  -h  h)  =  é^(x)\  IH '■  H h...     , 

ou 

^{x-h  h)  =  ^(x)^{h). 

En  désignant  alors  par  ^< ,  ^2?  •••5  ^m  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires, on  déduit  successivement  de  la  formule  précédente 

^{Xi-i-  X^)  =  *(^i)  *(a72), 

^{xi-i- Xi-^-Xs)  =  ^(xi-h  x^j^ix^) 

=  ^{Xi)^(x^)^(X3), 
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et,  de  proche  en  proche, 

(3)  *  (.ri -1-372  +  ...  H- ^/u)  =  *(a7i)*(a72)..  .^{x;„). 

Si,   dans  cette  relation,  on  suppose  que  les  valeurs  .2:,,  ^2,  ...,  x^ 
soient  toutes  égales  à  x,  il  vient 

(4)  ^{mx)  =  [^(x)]"', 

OÙ  m  désigne  un  entier  positif. 

Notons  encore  la  relation  numérique 

<î>(o)=i     (1). 

IV.  En  désignant  par  X  une  constante  différente  de  zéro,  et 
par  t  une  variable  indépendante,  il  existe  une  fonction  de  tdéve- 
loppable  par  la  formule  de  Maclaurin  (n"  55),  se  réduisant 
à  -\-  I  pour  t  =  o^  et  dont  le  carré  est  identiquement  égal  à 
I  — i\t.  Nous  désignerons  cette  fonction  par  y/ i  —  ikt. 

(*)  Il  résulte  de  la  formule  (2)  que  la  fonction  4>('^)  ne  s'évanouit  pour  aucune 
valeur  de  x  :  car  autrement  toutes  les  dérivées  sévanouiraient  en  même  temps  que 
la  fonction;  cette  dernière  serait  donc  identiquement  nulle  (  n°  57),  et  l'on  n'aurait 
pas,  par  exemple,  <ï>(o)  =  i.  Gela  posé,  la  formule  (3)  donne,  en  particulier, 

*P{x)  <P{~  x)  =  fp{x  —  x)  =  ^{0)  —  1, 
d'où  l'on  tire,  puisque  *P{x)  est  nécessairement  ^  o. 

En  désignant  alors  par  x^  et  x^  des  valeurs  quelcon(]ues,  il  vient 


^{Xy—    X^)     =     <ï>(^i)     *(—    X2) 


<P{X^) 


Enfin,  la  formule  (4),  établie  dans  le  cas  où  l'entier  m  est  positif,  est  encore- 
applicable  dans  le  cas  où  cet  entier  est  nul  ou  négatif  :  car,  pour  m  =  o,  son  pre- 
mier membre  se  réduit  à  i,  terme  constant  de  la  série  (i),  et  son  second  membre 
prend  aussi  la  valeur  i,  à  cause  de  la  signification  attribuée  à  l'exposant  zéro-,, 
pour  m  négatif  et  égal   à  —  m',  on  a 


4>(/nj7)  =  4>( —  m' x) 


<P{m'x)        [^{x)]'"' 
c'est-à-dire,  à  cause  de  la  signification  attribuée  à  un  exposant  entier  négatif, 
^{mx)  =  \<l>{x)]-""=z[^{x)]'". 
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Considérons  l'équation  diflerentielle 
dw  il 


dt        lit 


(M, 


impliquant  la  fonction  inconnue  w  de  la  variable  indépendante  t.  Le 

second  membre  ^-r— (où  ne  figure,  à  l'exclusion  de  l'inconnue  w, 

que  la  seule  variable  indépendante  t)  étant  développable  par  la  for- 
mule de  Maclaurin  (n*'61,II),  l'équation  admet,  en  vertu  d'une 
proposition  antérieure  (n^  76),  une  intégrale  W(^),  développable 
par  la  formule  de  Maclaurin  et  s'annulant  avec  t.  Cette  intégrale  par- 
ticulière vérifie  d'ailleurs  identiquement,  comme  nous  allons  l'établir, 
la  relation 

(5)  «i>[W(0]  =  1  — '2X^, 

où    $    désigne     la    composante     indéfiniment    olotrope    définie    à 
l'alinéa  III. 
De  la  relation 

(6) 

on  tire,  en  efï'et. 


rfW  ^l 


dt  i\t  — 

^2W  —  iX2 


d'où 


dt"^         {lit  —  \T- 

/dW\'-       d^W 
\  dt  )  ~^    df^ 


=  G. 


En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  identité  par  le  facteur 
<Ï>[W(^)],  développable  suivant  la  formule  de  Maclaurin  en  vertu  du 
principe  général  des  fonctions  composées  (n°  59),  il  vient 

or,   le  premier  membre  de  cette  dernière  relation  n'est  autre  que  la 

(')   Lorsqu'une  fonction,/,  ne  dépend  que  d'une  seule  variable,  t,  on  adopte  habi- 
tuellement, pour  désigner  ses  dérivées  successives,  les  notations  ■—■,  -^,    ••.,   au 

lieu  des  notations  —  »  — —,  •  •  •• 
Ot     Of 
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dérivée  seconde  de  la  fonction  composée  <^[W(^)];  on  a,  par  con- 
séquent, 

D'ailleurs,    toute    fonction    olotrope,  /,    de    la   variable    t,   dont   la 
dérivée  seconde  se  réduit  identiquement  à  zéro,    est   une    fonction 

linéaire  :  car  de  la  relation  -r^  ^  o  on  déduit  successivement,    par 

l'application  d'une  remarque  antérieure  (n"  94), 

^-  =z  A         ou  -7-  —  A  =  o. 

dt  dt 

puis 

/— A^  =  B  ou         /=A;-f-B, 

où  A,  B  désignent  deux  constantes.  On  a  ainsi,  pour  un  clioix  conve- 
nable des  valeurs  numériques  attribuées  à  A,  B, 

(7)  <ï>[W(0]  =  A^-f-B. 

Pour  déterminer  ces  valeurs,  on  adjoindra  à  l'équation  (n)  l'équation 
dérivée 

(8)  4>[W(0]-^  =  A, 

et  Ton  fera  ^  =  o  dans  les  relations  (7)  et  (8)  :  si  l'on  observe,  d'une 
part,  qu'en  \ertu  des  relations 

W(o)  =  o,         *(o)  =  i, 

on  a 

4>[W(o)]  =  i, 

d\s 
et,  d'autre  part,  qu'en  vertu  de  la  relation  (G),  —j—  se  réduit  à  —  2A 

pour  ^  =::  o,  il  vient 

B  =  i,         A=  — 2X. 

Il  en  résulte  bien,  comme  nous  voulions  l'établir,  l'identité  (5). 
Finalement,  si  l'on  considère  la  fonction 


<ï> 


[iW(.)] 


développable  par  la  série  de  Maclaurin  en  vertu  du  principe  général 
des  fonctions  composées,  et  se  réduisant  à  -h  i  pour  ^  =  o,  on  a,  en 
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se  reportant  à  la  formule  {4)j 

<î.[W(^j]  =  <ï>2r^W(ol, 

puis,  en  se  reportant  à  ridentité  (5), 


It. 


du                         }i 

dt  ~   i  —  a(w-(-P-(-. 
di>                          [i. 

••) 

dt    ~~  I  —  a(a-+-p-l-. 

•  •; 

V.  En  désignant paf  a  et  jjl  deux  constantes  différentes  de  zéro, 
et  par  w,  v^  ...  diverses  fonctions  inconnues  de  la  variable  indé- 
pendante t,  le  système  différentiel 


(0) 


dont  les  seconds  membres  sont  développables  par  la  formule  de 
Maclaurin  (n"  61,  II),  admet  un  groupe  d^ intégrales  dévelop- 
pables par  cette  même  formule  et  s' annulant  avec  t. 

Désignons  en  etïet  par  g  le  nombre  des  fonctions  inconnues  du 
système  (9),  et  considérons  les  g  fonctions  w,  v^  ...  définies  parles 
relations 

W  =   P  =  .  .  .  =    (1—4/1  ^S'UlLt). 

Ces  fonctions  sont,  en  vertu  de  IV,  développables  par  la  formule  de 
Maclaurin  ;  elles  s'annulent  d'ailleurs  avec  ^,  puisque  le  radical  se 
réduit  à  H- I  pour  ^  =  o  :  je  dis  qu'elles  vérifient  identiquement  le 
système  (9). 

En  effet,  de  la  relation 

u= — -(i  —  \/i  —  igy-ix.t) 

on  tire 

(I  —  ^aw)-=  1  —  ig%\±t 

OU 

gCLU-  —  lU  -\-  •l\kt  =  0\ 


on  en  déduit,  par  difl'érentiation. 


du       du 
Tt~'di 
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d'où 

du  u. 


dt         I  —  a  ^a 

et  finalement,  à  cause  de  gu  ^=  u  -{-  v  -[-  ...^ 
du  fjt. 


On  a  de  même 


dt        I  —  a{u  -\-  V  -\- . . .) 

dv  _  (i. 

dt  "  1  —  a(M-+-p-h...)' 


VI.   Le  système  différentiel  {orthonome  et  passif) 

^"  TT/  ^ 

^  =  U(«..,...), 
3^  =V(«,  .,...), 


dont  les  seconds  membres,  indépendants  de  t,  sont  supposés  déve- 
loppables  par  la  formule  de  Maclaurin,  admet  un  groupe  dHn- 
tégrales  développables  par  cette  même  formule  et  s'annulant 
avec  t. 

Le  système  (lo)  est  manifestement  orthonome,  comme  on  le  voit 
en  attribuante  ^,  u^  c,  ...  les  cotes  respectives  i,  o,  o,  ...:  il  est 
d'ailleurs  passif,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dérivées  cardinales  (n"  112). 

Gela  étant,  désignons  par  r  une  quantité  positive  moindre  que  les 

rayons  d'un  domaine  (de  centre  o,  o,  ...)  où  les  seconds  membres 

de  (lo)  soient  tous  développables  suivant  la  formule  de  Maclaurin, 

et  par  M  une  quantité  supérieure  aux  diverses  sommes  qu'on  obtient 

lorsque,  après  avoir  développé  les  seconds  membres  dont  il  s'agit,  on 

remplace   dans   les    développements  tous   les   coefficients    par   leurs 

modules,  et  les  quantités  «/,  r,  ...  par  /•.  Puis,  considérons  le  système 

différentiel 

du  M 

l   1i 

dt 


1  — 

u 

■^ 

V  -h  .  .  . 

M 

r 

I  — 

u 

4- 

V  -h.  .  . 

r 
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dont  les  seconds  membres  sont  des  majorantes  pour  ceux  de  (lo) 
relativement  aux  valeurs  o,  o,  ...  de  w,  r.  ...  (II).  Ce  système  admet, 
en  vertu  de  V,  un  groupe  d'intégrales  développables  par  la  formule 
de  Maclaurin  et  s'annulant  avec  /,  satisfaisant^  par  suite,  aux  condi- 
tions initiales 

u  =  o  \ 

pour  t  =  o. 


Cela  posé^  considérons,  d'une  part,  les  intégrales  dont  nous  venons 
de  constater  l'existence  effective  dans  le  système  (ii),  d'autre  part 
les  intégrales  hypothétiques  de  (lo)  répondant  aux  mêmes  conditions 
initiales,  et  comparons  entre  eux  les  développements  de  ces  deux 
groupes  d'intégrales.  On  voit  immédiatement,   d'après  la  définition 

des  majorantes,  que  les  valeurs  initiales  de  -7-,  —,  •  •  •  dans  le  sys- 
tème (11)  sont  positives  et  supérieures  aux  modules  de  celles  qui 
fournit  le  système  (10).  Si  l'on  considère  maintenant  les  deux 
groupes  de  relations  respectivement  déduits  de  (10)  et  de  (11)  par 
des  diilerentiations  d'ordre  h  —  i ,  et  ayant  dès  lors  pour  premiers 
membres  les  dérivées  d'ordre  k  de  w,  r,  . . . ,  les  seconds  membres  du 
premier  groupe  sont  des  sommes  de  produits  pouvant  contenir 
comme  facteurs  trois  sortes  de  quantités,  savoir  : 

i**  Certains  entiers  positifs; 

2°  Certaines  dérivées  partielles  des  composantes  U,  V,  ...  ; 

S"*  Les  dérivées  de  w,  t",  ...  d'ordre  inférieur  à  k. 

Et  les  seconds  membres  du  deuxième  groupe  sont  composés  exac- 
tement de  la  même  façon,  si  ce  n'est  que  les  dérivées  partielles  des 
composantes  U,  V.  ...  doivent  être  remplacées  par  les  dérivées  sem- 
blables de  leurs  majorantes.  On  voit  alors,  par  un  raisonnement 
effectué  de  proche  en  proche  pour  les  ordres  successifs,  que  les 
dérivées  des  intégrales  effectives  du  système  (11)  ont  des  valeurs  ini- 
tiales positives  et  supérieures  aux  modules  de  celles  qu'on  obtient 
pour  les  dérivées  semblables  des  intégrales  hypothétiques  de  (10). 
Or,  les  intégrales  effectives  de  (11)  ayant  de  toute  nécessité  des 
développements  convergents,  les  intégrales  hypothétiques  de  (10) 
jouissent  forcement  aussi  de  la  même  propriété,  ce  qui  suffit  (n"  99) 
pour  établir  leur  existence  effective. 
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Vil.  Le  système  différentiel  {orthonome  et  passif) 


du       ^, , 


(12)  dv 


[Si 

=  U((o, 

u, 

^,  ' 

••). 

\  dv 

1  — 
/   dt 

i    •  •  • 

=  V(o>, 

a, 

^,  • 

..), 

f  di^ 

'    dt 

^  1 

-^=V(<,  «,.,...,, 


dont  les  seconds  membres  sont  supposés  déçeloppables  par  la  for- 
mule de  Maclaurin,  admet  un  groupe  d^intégrales  développables 
par  cette  même  formule  et  s" annulant  avec  t. 

Désignons  en  eftet  par  w  une  nouvelle  inconnue  adjointe  à  ?^,  t^, . . . , 
et  considérons  tout  d'abord,  au  lieu  du  système  (12),  le  système 


(i3) 


qui  s'en  déduit  par  un  mécanfsme  facile  à  apercevoir,  et  dont  les 
seconds  membres,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  ceux  de  (12), 
sont,  eux  aussi,  développables  par  la  formule  de  Maclaurin.  Cela 
étant,  il  résulte  de  l'alinéa  VI  que  le  système  (i3)  admet  un  groupe 
d'intégrales  développables  par  cette  même  formule  et  s'annulant 
avec  t.  Or,  la  dernière  équation  (i3),  jointe  à  la  condition  initiale 

(jD  zz=  o         pour         ^  =  o, 

donne  évidemment  03  =  /.  Remplaçant  to  par  cette  valeur  dans  les 
autres  équations  du  système  (i3),  nous  retombons  sur  le  système  (12), 
qui,  dès  lors,  admet  bien  un  groupe  d'intégrales  satisfaisant  aux  con- 
ditions initiales  indiquées. 

VIII.  Le  système  différentiel  [orthonome  et  passif) 

du        ^,  . 

-r-  =D(x,u,v,  ...), 


l  dx 


(14)  \   dv 


^  =  V(..,a,P, 
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i{ont  les  seconds  membres  sont  supposés  dé^eloppables par  la  for- 
mule de  Taylor  à  partir  des  valeurs  numériques  Xq^  Uq,  c'o,  •  -, 
admet  un  groupe  d'intégrales  développables  à  partir  de  Xq  et 
répondant  aux  conditions  initiales 


ç^  \         pour  X  =  Xq. 


Si  Ton  considère  en  etïet  le  système  différentiel 

<^"'  TT/  .  I  '  \ 

—r-    1=   U(a7o-T-   ^   Wo-h  a  ,  t^O^-  ^  ,    '  •  '), 

at 


ce  dernier,  dont  les  seconds  membres,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite 
sur  ceux  du  proposé,  sont  développables  par  la  formule  de  Maclaurin 
(n"  59),  admet,  en  vertu  de  l'alinéa  précédent,  un  groupe  d'inté- 
grales, 'j(^),  'f(^),  •••5  développables  par  cette  même  formule  et 
s'annulant  avec  /.  Les  relations  (i  5)  sont  donc  vérifiées  quel  que  soit  t 
lorsqu'on  y  substitue  aux  inconnues  u' ^  v' ^  ...  et  à  leurs  dérivées  pre- 
mières les  fonctions  t>(^),  'f(0'  •  •  et  les  dérivées  premières  de 
celles-ci  ;  et,  dans  les  identités  résultantes,  la  substitution  àe  x  —  ^'o 
à  t  donne  encore  des  identités.  Si  l'on  pose  maintenant 

(•6)  /     V  =    Vq-^(^{x  —  Xq), 


et  si  l'on  observe  que  (en  vertu  de  la  règle  des  fonctions  composées) 
les  dérivées  premières  de  w,  v^,  . . .  par  rapport  à  x  s'obtiennent  en 
remplaçant  t  par^r  —  Xq  dans  les  dérivées  premières  de  •j(^);  'f  (^),  ..., 
on  voit  que  le  système  (i4)  est  identiquement  vérifié  par  les  fonc- 
tions (i6),  et  qu'il  admet  bien,  dès  lors,  le  groupe  d'intégrales  spé- 
cifié par  notre  énoncé. 


IX.   Considérons  le  système  différentiel 

dx'^  -^'  dx^~     ' 

où  f/,  r,   ...  désignent  des  fonctions  inconnues  de  la  variable  indé- 
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pendante  :r;  a,  jî,  ...  des  entiers  positifs  quelconques;  et  U,  V, 
des  fonctions  données  de  toutes  les  quantités 


X, 

M, 

du 

The'    ' 

'  •  ■  ) 

^*-i  u 
dx^-^ 

P. 

dv_ 
dx 

,  .  .  , 

d^-^v 

dx^-^  ' 

(17) 


Si  les  fonctions   U,    V,    ...    sont   dévelopoables  à  partir  des 
valeurs 

^0,      • 


[du\  (d'^-^u\ 


(18)  <;  /dv\  /d^-^v 


'^'      'dxj. 


fd^-^v\ 


le  système  proposé  admet  un  groupe  d^ intégrales,  m,  ^,  . . . ,  déve- 
loppables  à  partir  de  Xq^  et  telles  que,  pour  x  =  Xq,  les  quan- 
tités {\^) preiinent  respectivement  les  valeurs  numériques  (18). 

En  effet,  l'intégration  du  système  proposé  se  ramène  visiblement  à 
celle  du  suivant  : 


du 
dx 

du' 

dx=^^            " 

du^^-i^ 

dx       -^' 

dv 

dx 

'  '       dx               ' 

11  va  sans  dire  que,  dans  les  seconds  membres  U,  V,  .  .  .,  figurant 
à  l'extrémité  des  lignes  horizontales  respectives  du  Tableau  ci-dessus, 
on  a  substitué  aux  dérivées 


du 

d^u 

</«-!  U 

Iho' 

dx-^'      •• 

''      dx^-^' 

dç 

d-^v 

d'^-^v 

^' 

dx-^'       " 

'      dx'^-^' 
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les  nouvelles  inconnues  respectives 


u',     u",      .  . .,     u'-''--^\ 


Gela  étant,  la  proposition  qui  fait  Tobjet  du  présent  alinéa  IX  se 
présente  comme  une  conséquence  immédiate  du  précédent. 

X.  Revenant  à  notre  énoncé  général  (voi/^  le  début  du  présent 
a'  lli),  considérons,  au  lieu  du  système  S,  le  système  Sa+i,  que 
nous  désignerons  aussi  par  (S).  Il  est  clair  que,  dans  les  de.ux 
systèmes  S  et  (S),  la  répartition  des  dérivées  des  fonctions  inconnues 
en  principales  et  paramétriques  est  la  même,  à  cela  près  que  les 
dérivées  principales  du  système  S  dont  la  cote  première  tombait 
au-dessous  de  A  +  i  sont  devenues  paramétriques  dans  le  système  (S); 
et  si,  dans  les  deux  systèmes 

S  prolongé,         (S)  prolongé 

(n**  99),  on  partage  les  relations  en  groupes  successifs  d'après  leur 
cote  première  croissante,  cette  suite  illimitée  de  groupes  est  la  même 
de  part  et  d'autre,  à  cela  près  que,  dans  le  système  (S)  prolongé, 
un  certain  nombre  de  groupes, 

Sg,     Sg-Hi,     . . . ,     S^, 

ont  disparu  en  tête  de  la  liste.  Au  lieu  donc  d'imposer  aux  intégrales 
hypothétiques  de  S  les  conditions  initiales  choisies,  il  revient  au  même, 
pour  la  démonstration  de  notre  énoncé  général,  d'imposer  à  celles 
de  (S)  des  conditions  initiales  identiques,  en  ayant  soin  seulement  de 
prendre,  pour  les  anciennes  dérivées  principales  devenues  paramé- 
triques, les  valeurs  initiales  calculées  à  l'aide  des  groupes 

On  peut  maintenant,  moyennant  un  simple  changement  de  fonctions, 
remplacer  le  système  (S)  par  un  autre  où  les  déterminations  initiales 
des  inconnues  soient  toutes  identiquement  nulles.  Effectivement, 
soient  J„,  It,,  .  .  .  les  déterminations  initiales  respectives  des  inconnues 
u,  p,  ...  dans  le  système  (S).  Nous  observerons  tout  d'abord  que, 
parmi  les  dérivées  de  I„,  J,,,  .  .  . ,  celles  qui  sont  respectivement  sem- 
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blahles  aux  dérivées  principales  de  w,  t',  .  .  .  ont  toutes  zéro  pour  valeur 
initiale,  et  qu'elles  sont,  par  suite,  identiquement  nulles,  puisque 
leurs  propres  dérivées,  nécessairement  semblables  à  des  dérivées 
principales  de  w,  v^  .  .  . ,  ont  toutes  aussi  pour  valeur  initiale  zéro 
(n"  57);  quant  aux  valeurs  initiales  de  I„,  I„,  ...  et  de  leurs  dérivées 
restantes,  elles  sont  précisément  égales  aux  valeurs  initiales  de  «, 
ç',  ...  et  de  leurs  dérivées  (paramétriques)  semblables.  Cela  posé, 
efl'ectuons  dans  le  système  (S)  la  transformation 

Il  =  l„-t-  u, 

V  =  h-r-V, 


où  U,  U,  ...  désignent  de  nouvelles  fonctions  inconnues,  et  soit  (S)  le 
système  ainsi  obtenu  :  de  la  remarque  faite  ci-dessus  il  résulte  évidem- 
ment que  le  système  (S)  prolongé  peut  se  déduire  de  (S)  prolongé  en 
remplaçant  les  dérivées  principales  de  w,  c,  ...  par  les  dérivées 
semblables  de  U,  u,  .  .  . ,  puis  les  fonctions  «,  r,  .  .  .  et  leurs  dérivées 
paramétriques  par  les  sommes  !«+  U,  I^+  U,  ...  et  les  dérivées  sem- 
blables de  ces  sommes.  Les  deux  systèmes  (S)  et  (Ô)  ont  donc,  sauf 
le  changement  de  w,  ^',  ...  en  U,  U,  .  .  .,  les  mêmes  premiers 
membres,  et  les  dérivées  des  fonctions  inconnues  s'y  répartissent  de 
la  même  manière  en  principales  et  paramétriques;  d'ailleurs,  si  aux 
intégrales  hypothétiques  U,  U,  ...  de  (Ô)  on  impose  des  détermina- 
tions initiales  identiquement  nulles,  il  est  clair  que  les  valeurs  numé- 
riques initiales  prises,  dans  le  système  (S),  par  les  intégrales  hypo- 
thétiques w,  ^,  .  .  . ,  qui  correspondent  aux  déterminations  initiales 
I„,  !(,,  .  .  . ,  et  par  leurs  dérivées  paramétriques  de  tous  ordres,  sont 
respectivement  égales  aux  valeurs  numériques  initiales  prises,  dans  le 
système  (9),  par  les  sommes  l,<-h  U,  !(,  -f-  U,  .  .  .  et  les  dérivées  sem- 
blables de  ces  sommes. 

Cela  étant,  conservons  aux  variables :r,  y,  .  .  . ,  dans  le  système  (S), 
les  cotes  respectives  qu'elles  avaient  dans  les  systèmes  S  et  (S),  et 
attribuons  aux  nouvelles  fonctions  inconnues  U,  U,  .  .  .  les  mêmes 
cotes  respectives  qu'aux  anciennes  correspondantes  u,  t^,  ....  Consi- 
dérons d'autre  part,  dans  les  systèmes  (S)  prolongé  et  (V»)  prolongé, 
deux  relations  correspondantes  (nécessairement  normales);  si,  dans 
chacune  d'elles,  on  remplace  par  les  valeurs  numériques  initiales 
qui  leur  conviennent  respectivement  les  variables  indépendantes  œ, 
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y,  ...,  les  intégrales  hypothétiques  (m,  ç,  ...  ou  U,  U,  ...,  suivant  qu'il 
s'agit  de  l'une  ou  de  l'autre  relation),  et  leurs  dérivées  paramétriques 
de  tous  ordres,  les  deux  relations  ainsi  obtenues  (où  ne  figurent  plus 
que  des  dérivées  principales)  seront  identiques  l'une  à  l'autre. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  suffit,   pour  établir  notre  énoncé  général, 
d'établir  le  point  suivant. 

Si  l'on  désigne  par 

(Ô)A^i,     (ÔU+2,      ... 

les  relations  (toutes  normales)  de  (xt)  prolongé,  partagées  en  groupes 
successifs  d'après  les  valeurs  croissantes  de  leurs  cotes  premières,  et 
par 

(t)A+i5     (t)A+2,      ... 

des  groupes  respectivement  extraits  des  précédents  sous  la  seule  con- 
dition d'avoir  respectivement  pour  premiers  membres,  sans  omission 
ni  répétition,  les  dérivées  principales  de  cotes  premières 

Ah-i,     a  -I-  2,      ..., 

les  développements  [bien  déterminés)  construits  à  l'aide  des 
valeurs  initiales  données  [toutes  nulles)  et  de  celles  que  fournit 
la  résolution  successive  des  groupes 

(t)A+i,     (t)A-+-5,      ... 

par  rapport  aux  dérivées  principales,  sont  nécessairement  con- 
vergents. 

Car,  si  aux  variables,  aux  intégrales  hypothétiques,  et  à  leurs  déri- 
vées paramétriques,  on  attribue  les  valeurs  initiales  qui  leur  con- 
viennent respectivement  dans  les  systèmes  (S)  et  (S),  les  relations  de 
ces  deux  systèmes  prolongés  deviennent,  comme  nous  l'avons  dit, 
identiques  chacune  à  chacune;  en  désignant  donc  par  ^c?  conformé- 
ment aux  notations  de  notre  énoncé  général^  un  groupe  quelconque 
extrait  de  (S)  prolongé  sous  la  seule  condition  d'avoir  pour  premiers 
membres,  sans  omission  ni  répétition,  les  dérivées  principales  de 
cote  C(C>  A),  et  par  (t)c  le  groupe  correspondant  extrait  de  (S) 
prolongé,  la  résolution  successive,  soit  des  groupes 

(t)A-t-i,     (t)A4-2,      ..., 
soit  des  groupes 

^A-Hi)     ^Ah-2i     • .  •  1 
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fournit,  pour  les  dérivées  principales  semblables,  les  mêmes  valeurs 
initiales.  Dès  lors,  si,  dans  les  développements  construits  de  part  et 
d'autre  à  l'aide  des  valeurs  initiales  tant  données  que  calculées,  on 
fait  abstraction  des  portions  (convergentes)  formées  parles  détermina- 
tions initiales,  les  portions  restantes  sont  respectivement  identiques 
de  part  et  d'autre,  et  la  convergence,  lorsqu'elle  a  lieu  d'un  côté,  ne 
peut  manquer  d'avoir  lieu  de  l'autre. 

Ainsi,  nous  nous  trouvons  ramené  à  établir  le  point  formulé  ci- 
dessus  dans  le  présent  alinéa  X. 

XI.  Dans  le  système  (î3),  partageons  les  fonctions  inconnues  en 
catégories  suivant  la  valeur  de  leur  cote  première,  et  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  le  nombre  des  catégories  ainsi  obtenues  soit  égal 
à  3.  Les  dérivées  de  tous  ordres  des  inconnues  se  partagent  naturelle- 
ment alors  en  trois  catégories,  suivant  qu'elles  appartiennent  à  telle 
ou  telle  inconnue. 

Cela  étant,  désignons  par  y',  y",  y"^  les  cotes  premières  attribuées 
aux  inconnues  des  trois  catégories  respectives,  et  posons 

A-M  — y'=:K',         A-i-i-y"=K%         a  4-1  — y'"=K"'; 

la  cote  première  d'une  inconnue  quelconque  étant  au  plus  égale  à  A 
(puisque  celles  des  diverses  équations  du  système  proposé  S  ne  sur- 
passent pas  A),  les  différences  A  —  y',  A  —  y",  A  —  ^"'  sont  positives 
ou  nulles,  et,  par  suite,  les  entiers  K',  R'',  K"^  sont  au  moins  égaux 
à  I .  Il  est  clair  d'ailleurs  qu'une  dérivée  d'inconnue  aura  une  cote 
première  inférieure,  égale,  ou  supérieure  à  A  +  i,  suivant  qu'elle 
sera  : 

D'ordre  inférieur^  <^gal,  ou  supérieur  à  R',  s'il  s'agit  d'une  dérivée 
de  première  catégorie  ; 

D'ordre  inférieur,  égal,  ou  supérieure  R",  s'il  s'agit  d'une  dérivée 
de  deuxième  catégorie; 

D'ordre  inférieur,  égal,  ou  supérieur  à  ¥J" ^  s'il  s'agit  d'une  dérivée 
de  troisième  catégorie. 

Considérant,  en  particulier,  les  dérivées  de  cote  première  inférieure 
ou  égale  à  A  +  i ,  qui  seules  figurent  dans  (ï"),  nous  qualifierons, 
pour  abréger,  de  secondaires  celles  dont  la  cote  première  est  infé- 
rieure à  A  -h  I ,  et  de  dominantes  celles  dont  la  cote  première  est  égale 
à  A  -h  I .  Chaque  équation  du  système  (S),  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  dominantes,  a  pour  premier  membre  une  de  celles-ci. 
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Nous  nommerons,  en  outre,  dans  ce  qui  suit  : 

Coefficients  du  système  (13)  les  diverses  fonctions  (des  variables, 
des  inconnues  et  des  dérivées  secondaires)  qui  figurent  dans  les 
seconds  membres,  soit  comme  multiplicateurs  des  dérivées  domi- 
nantes, soit  comme  termes  indépendants  de  ces  dérivées; 

^07  l'o'  .  .  •  les  valeurs  initiales  de  x^  j',  ...  ; 

f ,    .  .  .    les  diverses  quantités    du  groupe  formé   par  les    inconnues 

U,  U,  ...  et  leurs  dérivées  secondaires  (toutes   ces  quantités  ont 

des  valeurs  initiales  nulles,   puisque    les    déterminations   initiales 

sont  identiquement  nulles); 
u',   t)',  ...  les  inconnues  de  première  catégorie,  g'  leur  nombre,  g\^ 

g-^^  •  '  •'  ^?K'-i  les  nombres  respectifs  de  leurs  dérivées  des  ordres 


.,K'  — I 


u",  u'',  ...  les  inconnues  de  deuxième  catégorie,  g"  leur  nombre,  g\ 

gl^  •  •  •  1  ô'k"-i  A^s  nombres  respectifs  de  leurs  dérivées  des  ordres 

iT^,  ...,K"-i; 
Vl!" ^  \s"\  ...  les  inconnues  de  troisième  catégorie,  o''^  leur  nombre,  g"[^ 

gli  •  •  -7  oK"-i  les  nombres  respectifs  de  leurs  dérivées  des  ordres 

1     2  K ''^  —  I 

D'ailleurs,  les  seconds  membres  du  système  primitif  S  étant,  par 
hypothèse,  développables  à  partir  des  valeurs  initiales  choisies  pour 
les  diverses  quantités  qui  y  figurent,  on  voit  sans  peine  que  les  coeffi- 
cients du  système  (ib),  fonctions  des  diverses  quantités 

ar,    ^,     ...,    f,     ..., 
seront  développables  à  partir  des  valeurs  initiales 

Tq,     jko,       ...,      o,       

XII.   Soient  : 
£  une  constante  positive  moindre  que-  (c'est-à-dire  moindre  que  le 

quotient  de  i  par  le  nombre  des  catégories  d'inconnues  du  système 

donné); 
[ji  une  constante  positive  quelconque; 

K',     g\      8\,     g'-i,     ...,     8'^_^, 

*^i       fti       è\i      bit       •••?      ôk"— n 

K'",     g"\     ff"i     g"i,     ...,     ^i^_i 

les  entiers  définis  dans  ce  qui  précède  (XI); 

R.  i6 


'242  CHAPITRE    VII. 

iv',  (ï/j  w^'^  trois  fonctions  inconnues  de  la  variable  indépendante  t. 
Si  l^ on  pose 


(19) 


z  =  t  -^  ff'  w'  -^  S^'i 


4-^    «^    -+-^1 


-^g"'^"'-^g"; 


~dt 
dw" 
dt 
dw" 
~~dt 


^'k'- 

^K'-l 

w' 

-^       dt^' 

-1 

Sw'- 

d^^'- 

w" 

-'       d&' 

— 1 

<r"> 

d^'"- 

1  w'" 

dt^"-' 


et  0(^) 


(20) 


le  système  différentiel 

ixe(z) 


d^'  w' 

~diy 

d^^'w" 

~~dV^ 

d^"w' 


i-3£0(^)- 

I  — 3£e(s)' 


admet  un  groupe  d'intégrales  satisfaisant  aux  conditions  initiales 


(2.) 


dw' 
dt 

dw" 
dt 

dw" 
~dt 


^K"'-1,V"'   _        I 


dt^" 


Les  dérivées  restantes  de  ces  intégrales  ont  dUiilleurs, pour  t^=  o^ 
des  valeurs  initiales  essentiellement  positives  (^). 


(')  Dans  l'étude  qu'il  a  publiée  avec  notre  collaboration  sur  une  certaine  classe  de 
systèmes  partiels  du  premier  ordre  {voir  la  Préface  du  présent  Ouvrage),  M.  Méray 
considère  l'équation  différentielle 


di 


lie{aw-^  ^t) 


dt         1— ee(awH-p^) 

où  t   désigne  une  variable  indépendante,  w  une  fonction  inconnue  de  cette  variable^ 

e(^)    la    composante   -,   et   a,  ,3,   a,   e   quatre  constantes  positives,   la    dernière 

I  —  z 

essentiellement  plus  petite  que  i,  les  trois  autres  quelconques;  cette  équation  admet 

une  intégrale  satisfaisant  à  la  condition  initiale 

w  =^  Q        pour         ^  =  0, 

et  ayant    des   dérivées  de  tous   ordres  à  valeurs  initiales  positives  (Méray,  Leçons 
nouvelles,  etc.,  i"  Partie,  p,  33o). 
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D'abord,  l'existence  d'un  groupe  d'intégrales  répondant  aux  condi- 
tions initiales  (21)  résulte  immédiatement  de  l'alinéa  IX. 
D'un  autre  côté,  si  l'on  développe  0(5)  par  la  formule 


5  -I-  ^2  H-  .  . 


dt^- 

-1  ' 

d^'- 

w" 

dt^" 

-1  '' 

d^"- 

iw'" 

et  que,  après  avoir  remplacé  z  par  le  second  membre  de  (19),  on 
ordonne  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de 

dw'  d^'—^  w' 


dw" 


d^'" 

on  voit  immédiatement  que  les  valeurs  initiales  de  la  fonction  ainsi 
obtenue  et  de  ses  dérivées  partielles  de  tous  ordres  sont  essentielle- 
ment positives.  Il  en  est  de  même  de  la  fonction — ^^  ,    .  >  que  l'on 

^  I  —  3  £  0  {z)     ^ 

peut,  à  cause  de  £  <C  ->  développer  suivant  la  formule 

l4-3£e  +  32£2024__.^ 

par  suite,  enfin,  du  produit 

second  membre  commun  aux  équations  du  système  (20).  Les  valeurs 
initiales  des  dérivées  principales  de  nos  intégrales  jouissent  donc, 
elles   aussi,  de  la  propriété  énoncée  :  car  l'attribution  aux  quantités 

^,      w' ,     w'\     w'" 
des  cotes  respectives 

1,     -K',    —  K",    —  K" 

met  tout  d'abord  en  évidence  la  nature  orthonome  du  système  (20), 
et,  cela  étant,  on  aperçoit  sans  peine  que  le  calcul  des  valeurs  initiales 
des  dérivées  principales,  efl'ectué  de  proche  en  proche  pour  les  classes 
successives  à  l'aide  des  relations  du  système  (20)  prolongé,  conduit 
nécessairement  à  des  résultats  tous  positifs. 

Nous  désignerons  par  W(^),  W''(/),  W"'(^)  les  intégrales  considé- 
rées du  système  (20). 
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Nous  ferons,  en  outre,  observer  ce  qui  suit  : 
Si  l'on  nomme  e'^,  e'^,  . . .,  s", ,  s'o,  •  •  -,  £,',  s'o,  . 
tives  (en  nombre  limité)  vérifiant  les  relations 


des  quantités  posi- 


e    -T-  e  .1 


le  système  (20)  entraîne  évidemment  comme  conséquence 


(22) 


dt^' 


dt^ 


dt^ 


„      ,    ,  d^  w"  „      ,    ,  ^'^  w" 

^     ^    '    dt^"^  2     ^    '    d& 

„.,      d^'w'"  ,„^^       d^-w" 


d^" 


dt^' 


—  idem, 


d^' w"'       .  , 
— ,  ,.,„     =  idem. 
dt^ 


D'ailleurs,  le  système  (20)  entraînant  aussi  comme  conséquences  les 
relations 


e(z) 


d^' 


dt^" 


si,  dans  l'une  quelconque  des  équations  (22),  on  remplace  telle  ou 
telle  des  sommes 

,  ^  /    X  d^'  w'  ,  ^  ^    ^  d^'  w' 

d^"  iv"  d^"  w" 


dt'^" 


dt^' 


par  la  quantité     _  „    It  ^^■>  ^"^  tombe  encore  sur  une  conséquence 

de  (20). 

XIII.  Aux  variables  indépendantes  et  aux  fonctions  inconnues. 


X,    y, 


,     u,     0,     ...,     u,     t) 
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du  système  (5),  faisons  correspondre  autant  de  quantités  positives, 


-y,    <^'-Y', 


•y-Y',    Y-^\ 


que  nous  nommerons,  pour  abréger,  leurs /?o;V/5  respectifs;  considé- 
rant ensuite  une  dérivée  d'ordre  k  d'une  inconnue,  appelons /?ofâ^5  de 
cette  dérivée  le  quotient  obtenu  en  divisant  le  poids  de  la  fonction  à 
laquelle  elle  appartient  par  ceux  des  k  variables  de  différentiation  ; 
désignons  enfin  d'une  manière  générale  par  cp,  .  .  .  les  poids  respectifs 
des  quantités  t,  .... 

Cela  posé,  considérons  une  équation,  conséquence  de  (20),  subsis- 

et  remplaçons-y  la  somme  z  par  la 


tant  entre  z. 


somme 


d^' 


~dW 


d^'"  w" 


dt^'        dt^"    '     dt^'" 


JKo)-t-...^-?^ 


d^' 


dt^' 


qui  peut  figurer  dans 


substituons,   d'autre   part,   à  la  dérivée 

divers  termes  de  l'équation  considérée,  divers  produits  obtenus  chacun 
en  multipliant  l'une  quelconque  des  dérivées  dominantes  de  U',  U',  . . . 
par  son    poids;  efl'ectuons,   enfin,  des    substitutions  analogues  pour 

chacune  des  dérivées      ,  ,.„    et  pour  chacune  des  dérivées  — ,  ..,„     :  la 
dl*^  '  dt*^ 

relation   résultante    sera,    comme  il   est  bien  facile  de  s'en  rendre 

compte,  identiquement  vérifiée  pour 


(•23) 


u"  =  'yr  ^r'[^{x-x,)-^r^{y- 

D-'^^'T  W"[^(.r-.ro)-f-T](y- 

. .  1 

u"'  =  u'"ï'"  W" [  ^ (:r  —  :ro )  H-  T)  {y  - 

^"'^Y'rW"\\{x-x,)  +  r^{y- 

\    

-JKo)+. 

•]: 

il  suffit,  pour  le  voir,  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (28),  toute 
inconnue  ou  dérivée  de  première  catégorie,  multipliée  par  son  poids, 
s'obtient  en  remplaçant,  dans  la  fonction  W(^)  ou  dans  sa  dérivée 
d'ordre  égal,  la  variable  t  par  la  somme 


^(^7  — a?„)-^r,(JK— ro) 
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puis  de  faire  une  remarque  analogue  relativement  aux  inconnues  ou 
dérivées  de  deuxième  ou  de  troisième  catégorie. 

Prenons  maintenant,  dans  le  système  (S),  une  équation  quel- 
conque, (0);  et  désignons  par  p\  p\  p"  les  nombres  respectifs  (^o) 
des  dérivées  dominantes  de  première,  deuxième,  troisième  catégorie 
qui  figurent  dans  son  second  membre;  par 

d;,   1;,    ...,  3'p', 
w[,  w',,    ...,   1;.^ 

ces  dérivées  respectives;  par 


^2  1  •  •   •■)        ^/J"> 

m  '" 

^2;         ••'■>        ^l>"' 


leurs  poids  respectifs;  par  P  le  premier  membre  de  (ô),  et  par  w  le 
poids  de  P.  Si  l'entier/?'  n'est  pas  nul,  on  remplacera  l'ensemble  des 
termes  en  ï^', ,  P.,,  .  .  . ,  Pj,,  qui  figurent  dans  le  second  membre  de  (0) 
par 

si  p'  est  nul,  on  remplacera  cet  ensemble  absent  par  — — ; — ^,     »  On 

^  '  i  1        1  — 3£6(*) 

effectuera  des  substitutions  analogues  pour  les  termes  enP'(,  P'^,  .  .  . , 
Pp,  et  pour  les  termes  en  B'^',  Wl^  .  .  . ,  P^,'-  qui  figurent  dans  le  second 
membre  de  (6).  Quant  au  terme  indépendant  des  dérivées  dominantes, 
on  le  remplacera  par  jjl  0(^5).  On  remplacera  enfin  le  premier  membre  P 

par  ctP,  et  l'on  multipliera  les  deux  membres  par  -•  L'équation  fina- 
lement obtenue,  ((0)),  ne  différera  alors  de  (0)  que  par  les  coefficients, 
fonctions  de  x^  y^  .  .  . ,  t,  .  .  . ,  qui  figurent  dans  le  second  membre. 
A  chaque  équation  du  système  (53)  on  fera  correspondre  de  même  une 
équation  telle  que  ((0));  on  obtiendra  finalement  un  sys- 
tème, ((S)),  ne  différant  de  {^)  que  par  les  coefficients  des 
seconds  membres,  et  identiquement  vérifié  par  la  substitution  aux 
inconnues  des  seconds  membres  de  (28),  c'est-à-dire  de  fonctions 
qui,  elles  et  toutes  leurs  dérivées  secondaires ^  prennent  en  Xq^ 
yo,  ...  des  valeurs  initiales  nulles,  tandis  que  leurs  dérivées  res- 
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tantes  y  prennent  toutes  des  valeurs  initiales  positives  (XII).  Cha- 
cun des  nouveaux  coefficients  s'obtient  d'ailleurs  en  faisant  le  produit 
de  S(s)  par  quelque  constante  positive,  et  y  ajoutant  parfois  le  pro- 

02/' e") 

duit  de  .,  ^     —  par  quelque  autre  constante  positive.  La  première 

de  ces  deux  constantes,  qui  seule  est  importante  à  considérer,  et  que 
nous  nommerons,  pour  abréger,  caractéristique  du  coefficient, 
dépend  de  e  ou  de  ji.  suivant  que  le  coefficient  où  elle  figure  multiplie 
ou  non  quelque  dérivée  dominante.  Son  produit  par  0(5)  est  iden- 
tique au  coefficient  de  ((vi))  dont  il  s'agit,  ou  l'admet  pour  majo- 
rante relativement  aux  valeurs  Xq,  yo,  •  • .,  o,  ...  de  x,  y^  •  •  •?  f? 

Il  importe  de  remarquer  que,  dans  les  seconds  membres  du  sys- 
tème ((^))  que  nous  venons  de  former,  les  caractéristiques  dépen- 
dant de  £  sont  de  degré  zéro  par  rapport  à  l^ ensemble  des  quantités 

Effectivement,  le  poids  d'une  dérivée  quelconque  est,  d'après  notre 
définition,  un  produit  de  puissances,  positives  ou  négatives,  de  ces 
quantités,  et  le  degré  de  ce  produit  visiblement  égal  et  de  signe  con- 
traire à  la  cote  première  de  la  dérivée  considérée  ;  dès  lors,  les  dérivées 
dominantes  qui  figurent  dans  une  équation  quelconque  de  ((^))  ont 
pour  poids  respectifs  des  produits  qui  sont  tous  de  degré  —  (A  H-  i), 
en  sorte  que,  après  réduction  à  l'unité  du  coefficient  du  premier 
membre,  les  caractéristiques  dépendant  de  e  sont  de  degré  zéro  par 
rapport  à  l'ensemble  des  quantités  (24). 

Il  est  bon  de  remarquer  aussi  qu'en  augmentant,  s'il  le  faut,  d'un 
même  entier  négatif  convenablement  choisi  les  cotes  premières,  y', 
y,  y"^,  des  fonctions  inconnues  (augmentation  évidemment  permise, 
parce  que,  après  elle  comme  avant,  la  définition  de  l'orthonomie  reste 
applicable  au  système  proposé  S),  les  poids  cp,  .  .  .  des  diverses  quan- 
tités f ,  . . .  seront  tous  de  degré  supérieur  à  zéro  par  rapport  à 
r ensemble  des  quantités  (24).  Effectivement,  parmi  les  cotes  pre- 
mières des  diverses  quantités  f,  .  .  . ,  la  plus  grande  algébriquement 
est  A,  d'où  résulte  que,  parmi  les  cotps  premières  changées  de  signes, 
la  plus  petite  algébriquement  est  —  A  :  il  suffit  donc  que  l'on 
ait  —  A  >►  o,  ou  A  <<  o.  C'est  ce  que  nous  supposerons  désormais. 

XIV .  Si,  par  un  choix  convenable  de  la  constante  t  i  moindre 
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que     ]  et  des  constantes  (24),  on  peut  faire  en  sorte  que,  dans  les 

seconds  membres  de  ((S)),  les  caractéristiques  dépendant  de  z 
soient  respectivement  supérieures  aux  modules  des  valeurs  numé- 
riques initiales  que  prennent,  dans  les  seconds  membres  de  (î5), 
les  coefficients  des  dérivées  dominantes,  on  peut,  en  laissant  à  e 
sa  valeur,  multipliant  les  quantités  (24)  par  un  même  nombre 
convenablement  choisi,  et  prenant  pour  ^  une  valeur  convena- 
blement choisie,  faire  en  sorte  que  les  coefficients  des  seconds 
m,embres  de  ((S))  (nous  voulons  dire  les  coefficients  des  dérivées 
dominantes  et  les  termes  indépendants  de  ces  dérivées)  soient  res- 
pectivement majorants  pour  les  coefficients  correspondants  des 
seconds  membres  de  (^). 

Efï'ectivement,  supposons  que,  par  un  choix  convenable  de  s  et  des 
constantes  (24),  les  caractéristiques  dépendant  de  £  dans  les  seconds 
membres  de  ((^))  soient  respectivement  supérieures  aux  modules 
des  valeurs  numériques  initiales  que  prennent,  dans  les  seconds 
membres  de  (Ô),  les  coefficients  des  dérivées  dominantes,  et  dési- 
gnons par  M,  .  .  .  les  caractéristiques  dont  il  s'agit.  D'autre  part,  soit  r 
une  constante  positive  satisfaisant  à  la  double  condition  :  i"  d'être 
inférieure  à  des  rayons  de  convergence  simultanés  des  coefficients 
des  seconds  membres  de  (^),  quand  on  suppose  ces  coefficients 
développés  à  partir  des  valeurs  initiales  des  quantités  dont  ils  dé- 
pendent; 2^  d'être  assez  petite  pour  que,  en  remplaçant  dans  les 
développements  des  coefficients  des  dérivées  dominantes  les  coeffi- 
cients numériques  par  leurs  modules  et  les  accroissements  par  /-,  les 
sommes  ainsi  obtenues  soient  respectivement  inférieures  aux  carac- 
téristiques M,  ...  (la  chose  est  évidemment  possible,  puisque,  dans 
ces  développements,  les  termes  constants  ont  des  modules  respecti- 
vement inférieurs  aux  constantes  M,  .  .  .).  La  constante  r  étant  ainsi 
fixée,  multiplions  les  nombres  (24)  par  une  constante  positive  telle 
que  les  nouvelles  valeurs  de  ^,  t],  .  .  . ,  '^,  .  .  .  soient  toutes  supérieures 
à  -  [ce  qui  est  possible,  puisque  ^,  7^,  .  .  . ,  ce,  .  .  .  ont  des  degrés  posi- 
tifs par  rapport  à  l'ensemble  des  quantités  (24)],  et  remplaçons  désor- 
mais les  constantes  {2/\)  par  les  produits  ainsi  obtenus:  une  pareille 
multiplication  ne  change  pas  les  valeurs  des  caractéristiques  dépendant 
de  £,  parce  que  chacune  de  ces  caractéristiques  est  de  degré  zéro  par 
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rapport  à  l'ensemble  des  quantités  (24),  et,  en  conséquence,  la  double 
condition  à  laquelle  nous  avons  assujetti  r  ne  cesse  pas  d'être  véri- 
fiée. Soient  alors  w  le  poids  maximum  des  premiers  membres  du  sys- 
tème (Ô)  [ou  ((^))]j  et  N  une  constante  positive  supérieure  à  toutes 
celles  qu'on  obtient  lorsque,  après  avoir  développé  à  partir  des  valeurs 
initiales  des  quantités  qui  y  figurent  les  termes  indépendants  des 
dérivées  dominantes  dans  les  seconds  membres  de  (S),  on  remplace 
dans  ces  développements  les  coefficients  numériques  par  leurs  mo- 
dules et  les  accroissements  par  /-.  Cela  étant,  si  l'on  prend  \i  >>  Nw, 

toute  caractéristique  dépendant  de  pi.,  étant  au  moins  égale  à  —,  sera, 
par  suite,  supérieure  à  N. 

Dans  ces  conditions,  on  voit  sans  peine  que  les  coefficients  du  sys- 
tème (5)  admettent  comme  majorantes,  par  rapport  aux  valeurs  Xq, 
y-Q^  .  .  . ,  o,  . . .  de  ^,  j^,  .  .  .,  t,  . . .  ,  les  coefficients  correspondants  du 
système  ((6))- 


XV.  Si,  par  un  choix  convenable  de  la  constante  s  (moindre 
que  ô  )  ^^  d^^  constantes  (24),  on  peut  faire  en  sorte  que,  dans  les 
seconds  membres  de  ((S)),  les  caractéristiques  dépendant  de  s 
soient  respectivement  supérieures  aux  modules  des  valeurs  numé- 
riques initiales  que  prennent,  dans  les  seconds  membres  de  (S), 
les  coefficients  des  dérivées  dominantes,  les  développements  spé- 
cifiés à  V alinéa  X  sont  nécessairement  convergents. 

En  rapprochant  de  notre  hypothèse  actuelle  les  conclusions  de  l'ali- 
néa précédent,  on  voit  que  la  constante  e,  les  constantes  (24)  et  la 
constante  a  peuvent  être  déterminées  de  telle  façon  que  les  coeffi- 
cients des  seconds  membres  de  ((S))  soient  respectivement  majorants 
pour  ceux  de  (S).  Cela  fait,  rappelons-nous  que  les  valeurs  initiales 
imposées  dans  le  système  (15)  aux  inconnues  et  à  leurs  dérivées  para- 
métriques de  tous  ordres  sont  nulles,  tandis  que  les  valeurs  initiales 
prises  par  les  intégrales  efi'ectives  dont  nous  avons  constaté  l'exis- 
tence dans  le  système  ((^))  et  parleurs  dérivées  paramétriques  sont 
positives  ou  nulles. 

Observons  maintenant  que,  dans  les  deux  systèmes 

(S)  prolongé,         ((S))  prolongé, 
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les  relations  se  correspondent  chacune  à  chacune.  Considérons  alors 
deux  relations  correspondantes.  Dans  la  première  [celle  qui  provient 
de  (Ô)  prolongé],  le  premier  membre  est  une  certaine  dérivée  prin- 
cipale des  intégrales  hypothétiques  de  (6),  et  le  second  membre  une 
somme  de  produits  pouvant  contenir  comme  facteurs  quatre  sortes  de 
quantités,  savoir  :  certains  entiers  positifs;  certains  coefficients 
des  seconds  membres  de  (^);  certaines  dérivées  partielles  de  ces 
coefficients;  enfin,  certaines  dérivées,  principales  ou  paramétriques, 
des  intégrales  hypothétiques  de  (S).  Si  de  cette  relation  [provenant 
de  (S)  prolongé]  on  passe  à  la  relation  correspondante  [provenant 
de  ((S)j  prolongé],  cette  dernière  est  composée  exactement  de  la 
même  façon  avec  les  dérivées  principales  ou  paramétriques  des  inté- 
grales efî'ectives  de  ((6)),  les  entiers  positifs  dont  nous  venons  de 
parler,  les  majorantes  des  coefficients  de  (^),  et  les  dérivées  partielles 
de  ces  majorantes. 

Cela  étant,  considérons,  dans  (xi)  prolongé,  les  groupes  successifs 

(25)  (t)A-+-i,     (t)A+2,      ... 

dont  il  est  question  à  l'alinéa  X,  et,  dans  ((^))  prolongé,  les  groupes 
cori^espon  clan  Is, 

((t))A-Hi,     ((t))A+2,      .... 

En  partageant  chacun  de  ces  groupes  en  sous-groupes  successifs 
d'après  les  classes  croissantes  des  premiers  membi^es  (n"  106),  nous 
aurons  en  définitive,  dans  (6)  prolongé,  les  groupes 

(^6)  (6)',    (6)",     ... 

et,  dans  ((^))  prolongé,  les  groupes  correspondants 

((<6))',     {{^))\     .-.. 
Si,  dans  les  deux  groupes 

(<6)',     ((6))', 

on  remplace  par  les  valeurs  initiales  qui  leur  conviennent  respective- 
ment de  part  et  d'autre  les  variables,  les  inconnues,  et  leurs  dérivées 
paramétriques,  chacun  des  groupes  résultants,  à  l'aide  desquels  on 
cherche  à  déterminer  de  part  et  d'autre  les  valeurs  initiales  des  déri- 


SYSTÈMES    ORTHONOMES.  25 [ 

vées  principales  de  classe  minima,  a  pour  premiers  membres  (sans 
omission  ni  répétition)  les  dérivées  principales  de  cette  classe;  quant 
aux  seconds  membres,  ils  ont  pris  des  valeurs  numériques  connues, 
et  Ton  voit,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  que  ceux  du  deuxième 
groupe  sont  positifs  et  respectivement  supérieurs  aux  modules  de 
ceux  du  premier  groupe. 

Gela  étant,  considérons  les  groupes 

et,  dans  ces  deux  groupes,  remplaçons  les  variables,  les  inconnues, 
et  leurs  dérivées  paramétriques  par  les  valeurs  initiales  qui  leur  cor- 
respondent respectivement  de  part  et  d'autre,  puis  les  dérivées  prin- 
cipales de  classe  minima  par  les  valeurs  numériques  respectivement 
obtenues  comme  il  vient  d'être  dit.  Chacun  des  groupes  résultants,  à 
laide  desquels  on  cherche  à  déterminer  de  part  et  d'autre  les  valeurs 
numériques  initiales  des  dérivées  principales  de  la  classe  suivante,  a 
pour  premiers  membres  les  dérivées  principales  de  cette  classe  ;  quant 
aux  seconds  membres,  ils  ont  pris  des  valeurs  numériques  connues, 
et  l'on  voit,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  que  ceux  du  deuxième 
groupe  sont  positifs  et  respectivement  supérieurs  aux  modules  de 
«eux  du  premier  groupe. 

En  poursuivant  ce  raisonnement  de  proche  en  proche  pour  les  déri- 
vées principales  de  classe  indéfiniment  croissante,  et  nous  reportant  à 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  les  valeurs  initiales  des  inconnues  et  de 
leurs  dérivées  paramétriques,  on  voit  que  les  développements  (bien 
déterminés)  construits  à  l'aide  des  valeurs  initiales  données  et  de  celles 
que  fournit  la  résolution  successive  des  groupes  (26)  ou  (26),  ont  des 
coefficients  dont  les  modules  sont  respectivement  inférieurs  aux  coef- 
ficients correspondants  (positifs)  des  développements  des  intégrales 
effectives  de  ((S))  :  par  suite,  ils  sont,  comme  ces  derniers,  néces- 


sairement convergents. 


XVr.   On  peut,   par   un   choix  convenable    de    la  constante  t 

(  moindre  que  -  )  et  des  constantes  {1/^)^  faire. en  sorte  que,  dans  les 

seconds  membres  de  ((^)),  les  caractéristiques  dépendant  de  s 
soient  respectivement  supérieures  aux  modules  des  valeurs  numé- 
riques initiales  que  prennent,  dans  les  seconds  membres  de  (^), 
les  coefficients  des  dérivées  dominantes. 
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Soient,  en  effet  : 

P  le  plus  grand  des  modules  initiaux  que  prennent,  dans  les  seconds 
membres  de  (S),  les  coefficients  des  dérivées  dominantes; 

Q  un  entier  positif  supérieur  à  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
atteindre,  pour  une  équation  quelconque  du  système  (55),  le  nombre 
des  dérivées  dominantes  figurant  au  second  membre  ; 

735  j hi  '  '  ">  jp  l^s  plus  petites  valeurs  et  J3,  J/,,  .  .  .,  J^  les  plus 
grandes  valeurs  que  puissent  respectivement  atteindre  les  cotes 
troisième,  quatrième,  ...,  /?'^'"'' des  diverses  dérivées  dominantes. 

Désignant,  comme  au  début  de  l'alinéa  XIII,  par 

\,    Y),    ...,    u'-r,    4.'-r',    ...,    u"-T",    ^'-r\    ...,    u"'-r,    r'-r,    ... 

les  poids  des  variables  indépendantes  et  des  fonctions  inconnues,  et, 

en  outre,  par 

61,     6.2,     ...,     6p 

p  quantités  positives  dont  les  valeurs  vont  être  fixées  dans  un  instant, 
nous  déterminerons  les  quantités  (24)  en  fonctions  de  8^,  62,  . .  . ,  0^ 
par  les  conditions  :  1°  que  le  poids  d'une  variable  indépendante  soit 
un  produit  de  puissances  de  9,,  82,  . . .,  ^p  d'exposants  respectivement 
égaux  aux  cotes  première,  seconde,  ...,  y?'^"'^  (Je  cette  variable; 
2°  que  le  poids  d'une  fonction  inconnue  soit  le  quotient  de  i  par 
des  puissances  de  9|,  9o,  .  .  .,  9^;,  d'exposants  respectivement  égaux 
aux  cotes  première,  seconde,  .  .  . ,  yo'^"^*^  de  la  fonction  inconnue  con- 
sidérée. Le  poids  d'une  dérivée  de  fonction  inconnue  aura  alors  pour 
valeur  le  quotient  de  i  par  des  puissances  de  9,,  92,  .  . ,  9^  d'expo- 
sants respectivement  égaux  aux  cotes  première,  seconde,  .  .  .  ,/>"^^'"^de 
la  dérivée  dont  il  s'agit. 

Gela  étant,  et  la  constante  £  ayant  une  valeur  moindre  que  ^^  on 
donnera  à  9<  une  valeur  quelconque  (i  par  exemple),  et  l'on  déter- 
minera successivement  les  quantités  9^,,  9p_,,  . . .,  93,  9^  de  manière  à 
vérifier  les  inégalités 

fi       ^  PQ . 

1  e,,_i>^eW/'; 
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63       >  ^^{*-J^,,,Qh-h: 

f  £         *  P  ' 

(62         >I, 

Si  l'on  considère  maintenant  une  équation  quelconque  du  sys- 
tème ((^))î  chacune  des  dérivées  dominantes  figurant  au  second 
membre  a  nécessairement,  outre  une  cote  première  égale  à  celle  (  A  + 1) 
du  premier  membre  :  soit  une  cote  seconde  inférieure  à  celle  du  pre- 
mier membre  ;  soit  une  cote  seconde  égale  à  celle  du  premier  membre, 
avec  une  cote  troisième  inférieure  ;  etc.;  soit  des  cotes  seconde,  troi- 
sième, ...,  {p  —  2)'^'"^  respectivement  égales  à  celles  du  premier 
membre,  avec  une  cote  (/>  —  i)'^™^  inférieure;  soit,  enfin,  des  cotes 
seconde,  troisième,  .  .  .,  (/>  —  2)'^'"*',  (p —  i  )*''"'*' respectivement  égales 
à  celles  du  premier  membre,  avec  une  cote  p'^""^  inférieure.  Gomme 
les  quantités  9o,  63,  .  .  .,  8^  sont  toutes  supérieures  à  i ,  les  carac- 
téristiques dépendant  de  £  ont  donc,  suivant  le  cas,  une  valeur  supé- 
rieure à  l'une  ou  à  l'autre  des  quantités 


n'/'O/.-!, 


Q  ' 


^^p-, 


elles  sont  donc  toutes  supérieures  à  P. 

XVII.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  XV  et  XVI  suffit  à 
prouver  l'exactitude  de  notre  énoncé  général  (formulé  au  début  du 
f)résent  numéro  114). 
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115.  Théorème  d'existence.  —  Tout  système  orthonome  passif 
est  complètement  intégrable,  c'est-à-dire  admet  un  groupe  [unique) 
d intégrales  ordinaires  répondant  à  des  données  initiales  arbi- 
trairement choisies. 

C'est  ce  qui  résulte  du  simple  rapprochement  des  n°^  108  (in  fine) 
et  J14. 
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FONCTIONS  IMPLICITES. 


Propositions  fondamentales.  ' 

116.  On  appelle  système  adéquations  différentielles  totales  un 
système  du  premier  ordre  résolu  par  rapport  à  toutes  les  dérivées 
premières  des  fonctions  inconnues  ;  ces  dérivées  se  trouvent  ainsi 
exprimées  à  l'aide  des  variables  indépendantes,  ^,  jk,  .  .  . ,  et  des 
fonctions  inconnues,  w,  v^  ....  En  désignant  donc  par  U^;,  V^;,  .  -  . , 
Uj,  Vj,  . . .  des  composantes  données,  le  type  d'un  pareil  système 
sera 

(0        \  àu       ..    .  ,       dp        ^.    . 


la  détermination  initiale  de  chaque  inconnue  s'y  réduisant  à  une 
simple  constante  schématique,  les  conditions  initiales  (n"  90)  seront 
de  la  forme 

(a)  )   V  =Çq    \  pour  37  — a7o  =  jK— JKo  =  -.  .=  o, 


OÙ  Xq,  j'o7  •  •  •  ?  Uoi  ^0)  •  •  •  désignent  les  valeurs  numériques  initiales 
des  variables  et  des  inconnues. 

Le  système  est  d'ailleurs  visiblement  orthonome  (n"  104)  :  il  suffît, 
pour  s'en  convaincre,  d'attribuer  aux  variables  indépendantes  des 
cotes  respectives  toutes  égales  à  i,  et  aux  fonctions  inconnues  des 
cotes  respectives  toutes  nulles;  la  cote  (unique)  de  chaque  dérivée 
se  trouvera   ainsi  être  égale  à  son  ordre.   Dans  le  cas  d'une  seule 
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variable  indépendante,  le  système  est  forcément  passif  (n°  110).  S'il 
y  en  a  plus  d'une,  les  inconnues  y  ont  pour  dérivées  cardinales  celles 
d'entre  leurs  dérivées  secondes  qui  intéressent  deux  variables  indé- 
pendantes distinctes,  et  il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  la  passivité, 
que  l'élimination  des  dérivées  premières  et  secondes  de  w,  p,  .  .  . 
(toutes  principales)  entre  les  équations  (i)  et  celles  qu'on  en  déduit 
par  toutes  les  diflerentiations  premières  possibles  conduise  à  des 
identités,  c'est-à-dire  à  des  relations  qui  soient  vérifiées  pour  toutes 
valeurs  numériques  de  x^  y,  ...,  w,  r,  ...  (n°  112);  à  chaque 
dérivée  cardinale  correspond  ainsi    une  condition  de  passivité;  par 

exemple,  à  la  dérivée  cardinale  t — —  correspond,  comme  on  le  voit 

par  un  calcul  très  simple,  la  condition 

— T         -t-   — ; Uy-1-  — r —    V  y  -t-  .  .  .  —  — — t—  — - —  \J  X  ^r  — ^ —   V  x^^  .... 

dy  du      -^         dv      ^  dx  du  dv 

Cela  étant,  le  théorème  général  que  nous  avons  établi  sur  l'exis- 
tence des  intégrales  dans  les  systèmes  orthonomes  (n"  115)  nous 
fournit  la  conséquence  particulière  suivante  : 

En  désignant  par  ^o,  JKo,  •  •  -^  "o?  ^^'o?  •  •  •  d^-^  valeurs  numériques 
arbitrairement  choisies  dans  les  limites  d'olotropie  communes  à 
tous  les  seconds  membres,  le  système  (i),  supposé  passif ,  admet 
un  groupe  {unique)  d^ intégrales  répondant  aux  conditions 
initiales  (2). 

Nous  allons  appliquer  ce  principe  à  un  système  particulier  dont  la 
considération  nous  sera  plus  loin  fort  utile. 

117.  Nous  poserons  tout  d'abord  la  définition  suivante  : 
Considérant  un  système  de  fonctions, 

/   Fi  (X,  Y,  Z,  ...,T), 
(..  ^  F2  (X,  Y,  Z,  ...,  T), 

''  ]    ' 

[  F„,(X,  Y,  Z,  ...,T), 

en  nombre  au  plus  égal  à  celui  des  variables  X,  Y,  Z,  .  .  .,  T,  nous 
nommerons  déterminant  différentiel  de  ces  m  fonctions  par  rap- 
port à  m  variables  désignées  le  déterminant  (au  signe  près)  qui  a 
pour  éléments  les  dérivées  premières  des  m  fonctions  par  rapport 
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aux  m  variables  donl  il  s'agit;  ce  déterminant  ne  peut  manquer 
d*être  olotrope  dans  les  limites  où  les  fonctions  (3)  le  sont  elles- 
mêmes  (n"  61,  I). 

Pour  avoir  les  divers  déterminants  différentiels  du  système  de  ces 
fonctions,  il  suffit  donc  de  former  le  Tableau 


c^F, 

àF, 

dFi 

dF, 

()X  ' 

lY' 

~dZ'       " 

•'      âT' 

d¥. 

dF, 

dF, 

ÔF, 

dX' 

ÔY' 

-ÔZ'       " 

''      dT' 

àF„, 
ÔX' 

àF,n 

àF,n 
ÔZ'      " 

•  ,      .  •  •  , 

•'      dT 

(qui  contient  m  lignes  et  au  moins  m  colonnes),  et  d'en  extraire  de 
toutes  les  manières  possibles  m  colonnes. 

118.  Soient 

\ • 

m  fonctions  des  diverses  variables 

X,    y,     ..., 

dont  les  premières,  u^  c,  ...,  sont  en  nombre  m  comme  les  fonc- 
tions. Supposons  que  les  fonctions  (4)  soient  toutes  développables 
(n*'  76)  à  partir  des  valeurs  particulières 

(5)  Wo,     t^o,      ...,     ^0,    ro,      ••• 

de  w,  r,  .  .  . ,  .r,  y,  .  .  . ,  et  qu'en  outre  le  déterminant  différentiel, 
A  (  w,  i^,  .  .  . ,  ^,  y,  . . .  j,  de  ces  m  fonctions  par  rapport  aux  m  varia- 
bles «,  ç^,  ...  ne  s'évanouisse  pas  pour  les  valeurs  (5). 

Cela  étant,  considérons  le  système  diflerenliel  du  premier  ordre 

{  dj\    Ou  _^  ùfx_    ôv_  ^       ^Ë^^o 
du    ôx        Ov     Ox       '  '  '       dx  ' 


(6)  '    Ou    Ox         Ov     Ox       '*'       Ox 


àfm    àjl  ^  Ofm    0V_  _^         _^  àjjn   ^  ^  , 

t     Ou    Ox  Ov    Ox       '  '  '        Ox  ' 

R.  17 


■j:)S 


(7) 
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du 

du        dfi     ôv                   ôfi 

dy    '     ôv     dy         '  '        cl  y 

à/, 
du 

du  df,  dv  df._ 
dy         dv     dy       '  '  '        dy 

(^^ 


dfm  du        df,„   dv  ^  df,n 

du   dy         dv    dy       *  '  '        r)y 


dont  les  premiers  membres  se  déduisent  des  expressions  (4)  en  y 
considérant  u^  v,..,  comme  des  fonctions  indéterminées  de  :r,  y,  . . ., 
et  elTectiiant  sur  elles,  conformément  à  Ja  règle  des  fonctions  com- 
posées, toutes  les  diflerentiations  premières  possibles.  Le  détermi- 
nant A(w,  r,  ..  .,  x^y^  ...)  étant,  par  hypothèse,  difterent  de  zéro 
pour  les  valeurs  (5),  Test,  par  là  même,  pour  toutes  valeurs 
de  u^  <^  . .  •  7  ^1  y-  '  •  •  suffisamment  voisines  de  ces  dernières;  et,  dans 
ces  limites,  l'algorithme  de  Cramer  sera  applicable  aux  groupes  (6), 
(7),    etc.,    qui   seront   résolubles,    le    premier    par    rapport   aux    m 

dérivées 

du        dv 
dx'      dx 

le  second  par  rapport  aux  m  dérivées 

du        dv 
dy'      dy' 

et  ainsi  de  siiite.  En  effectuant  ces  résolutions,  on  est  conduit  à  un 
système  différentiel  total  du  premier  ordre  (n"  116), 

(8)  <^^-U  ^-V 


dont  les  seconds  membres  sont   des  fonctions  connues  de  «,  (^,  •  • . , 
^,  j-,  ....  Je  dis  que  ce  système,  (8),  est  passif . 

Pour  l'établir,  on  pourrait  se  borner  à  faire  voir,  conformément 
aux  indications  du  n*^  116,  que  l'élimination  des  dérivées  premières 
et  secondes,  effectuée  entre  les  équations  (8)  et  celles  qu'on  en 
déduit   par  toutes   les   différentiations    possibles   du  premier   ordre. 
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conduit  à  des  identités  :  mais  il  est  aussi  simple,  dans  le  cas  actuel, 
de  faire  voir,  plus  généralement,  que  l'élimination  des  dérivées  des 
ordres  i,  2,...,  »•,  effectuée  entre  les  équations  (8)  et  celles  qu'on 
en  déduit  par  toutes  les  difFérentiations  possibles  des  ordres  i,  2,  . . ., 
g —  I,  conduit,  quel  que  soit  ^^  à  des  identités.  C'est  ce  que  nous 
allons  établir. 

I.  Considérant  le  système  du  premier  ordre,  S^,  formé  par  les 
groupes  (6),  (7),  etc.,  nommons  S'^  le  système  du  second  ordre 
déduit  de  S'  par  toutes  les  difierentiations  possibles  du  premier  ordre  ; 
S"'  le  système  du  troisième  ordre  déduit  de  S'  par  toutes  les  diff"éj:'en- 
tiations  possibles  du  second  ordre;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
Considérant,  d'autre  part,  le  système  du  premier  ordre,  (8),  déduit 
de  S'  par  résolution,  écrivons-le  sous  la  forme 

du  dv 

(9)  \  au        _-  dv 


Ur  =  o,  —  —  Vy  =  O' 


et  nommons  T'  le  système  (9);  T'^  le  système  du  second  ordre  déduit 
de  T'  par  toutes  les  dilTérentiations  possibles  du  premier  ordre; 
"V"  le  système  du  troisième  ordre  déduit  de  T'  par  toutes  les  difieren- 
tiations possibles  du  second  ordre;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  11 
est  clair  qu'en  désignant  par  g  un  entier  positif  arbitraire,  les  pre- 
miers membres  de  S^^^  et  T^^^  sont  des  expressions  entières  par 
rapport  aux  dérivées  d'ordres  i ,  2,  . . . ,  ^  de  ;/,  ç^,  . . . ,  et  que  les  coef- 
ficients de  ces  expressions  entières  sont  développables,  comme  les 
fonctions  (4),  à  partir  des  valeurs  (5). 

Je  dis  que  V un  quelconque  des  deux  systèmes 

(£o)  (S',  S",  ...,s^^o, 

(II)  (T',  T",   ...,  T(^)) 

peut  se  déduire  de  l'autre  en  ajoutant  membre  à  membre  les 
équations  de  cet  autre  préalablement  multipliées  par  des  fac- 
teurs convenablement  choisis;  les  facteurs  dont  il  s'agit  sont  d'ail- 
leurs des  expressions  entières  par  rapport  aux  dérivées  d'ordres 
I,  2,  ...,  g —  I  de  w,  (^,  . . . ,  et  les  coefficients  de  ces  expressions 
certaines  fonctions  développables  à  partir  des  valeurs  (5). 
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Tout  d'abord,   le  point  que  nous  avons  en  vue  est  vrai  pour  les 
systèmes  S',  T^  En  efi'et,  puisque  les  fonctions 

U.,    V,,     ..., 

u,.,    v^,     ..., 


respectivement  substituées  à 

du  dv 

dx  dx 

du  dv 


transforment  en  identités  (quels  que  soient  w,  ^,  . . . ,  x^  y^  . . .  )  les 
équations  (6),  (7),  etc.,  on  aura,  en  considérant  par  exemple  la  pre- 
mière des  équations  (6),  l'identité 

du  dv  dx  ' 

ou 

dx  du      '^        dv     "^      '      ' 

si  donc,  dans  l'équation  dont  il  s'agit,  on  remplace  le  terme  y^  par 

cette  dernière  expression,  qui  lui  est  identiquement  égale  en  w,  i, ... , 
x^  >',  . . . ,  elle  prendra  la  forme 

du  \dx        ^"y  ^   Ov  \dx  -7  ^ ''• 

En  opérant  de  même  sur  chacune  des  équations  (6),  (7),  elc,  le 
système  S'  prendra  la  forme 


i     du   \dx        ^V  dv    \dx       ^•"'  ^ ''' 
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(|3)  -'  du 

[  à/,„  /du 


'^"'^|-V,v)-..  =  o; 


Cela  posé,  désignons  par  q  le  nombre  des  équations  contenues 
dans  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  S',  T'  (ce  nombre  est  égal 
au  produit  de  m  par  le  nombre  des  variables  du  groupe  oo^  y^  •  •  •)'  ^^ 
soient 

(i4)  Fi=o,        F2  =  o,         ...,        F^  =  o, 

(i5)  H,  =  o,        H2=o,         ...,        11^=0 

les  équations  de  ces  deux  systèmes  respectifs.   La  simple  inspection 
des   groupes    (12),   (i3),   etc.  nous   montre  qu'on  a  identiquement 

(en  u,  i',...,  ^,  jK,  ...) 


(16) 


;    F2  =  '^2,1  Hl  +  ^2,2  H2  +  •  •  •+  '^^2,(7  H^î 

1 

^<7,2  Ha-f-.  .  .-t-  kg^qWq, 


011  les  \  désignent  certaines  fonctions  de  m^  ^',  . . . ,  a?,  y,  . . .  ;  le  déter- 
minant formé  par  ces  dernières  est  d'ailleurs  identiquement  égal  à 
une  puissance  entière  et  positive  de  A(w,  (^, . . . ,  ^,  y, . . .),  et,  par 
suite,  difterent  de  zéro,  en  sorte  que  les  formules  (16)  sont  résolubles 
par  rapport  à  H, ,  H2,  . . . ,  H^.  Cela  étant,  il  résulte  tout  d'abord  des 
identités  (16),  sous  la  forme  où  elles  sont  écrites^  que  chaque  équa- 
tion du  système  S'  peut  se  déduire  du  système  T'  en  ajoutant  membre 
à  membre  les  équations  de  ce  dernier,  préalablement  multipliées  par 
certaines  fonctions  de  m,  v^  .  - . ,  x^  y^. . .  développables  à  partir  des 
valeurs  (5);  et  il  résulte  de  ces  mêmes  identités,  résolues  par  rapport 
à  H,,  H2,  .  . .,  Hy,  que  chaque  équation  de  T'  peut  se  déduire  sem- 
blablement  de  S'. 

Convenons  maintenant  d'une  notation  destinée  à  simplifier  l'écri- 
ture. 
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Étant  donnée  une  expression  /,  qui  contient  11^  r. . . . ,  x^  y^ . . .  , 
et  des  dérivées  d'ordres  quelconques  de  «,  r,  .  . . ,  nous  désignerons 
par  le  symbole  0^«y?.,.  f  le  résultat  obtenu  en  exécutant  sury,  confor- 
mément à.  la  règle  des  fonctions  composées,  une  dérivation  d'ordre« 
partiels  a,  p,  ...  par  rapport  k  œ,  y,  ...  respectivement  :  ce  résultat 
est,  comme  on  sait  (n"  68),  indépendant  de  l'ordre  des  dérivations. 

Gela  posé,  une  équation  quelconque  du  système  (11)  est  de  la 
forme 

(17)  Q.r-y?.-'^p=o         (o£a-4-p-i-...^^-i,   i^p^q), 

et  il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  démontré  sur  S^  et  T'  qu'en  dési- 
gnant par  |JL,,  JJI2,  . . . ,  [t-q  certaines  fonctions  de  u,  ç^  . . .  ^  x,  y,  . . . 
développables  à  partir  des  valeurs  (5),  l'équation  (17)  peut  s'écrire 

(18)  Q.^a^?...([JLiFi-|-  [JI2  F2 -+-... -^-  l^g^q)  =  O. 

Or,  en  développant,  conformément  aux  règles  de  différentiation 
d'une  somme  et  d'un  produit,  le  premier  membre  de  Ja  relation  (18), 
on  tombe  évidemment  sur  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  de 
la  forme 

Q.^a/^?/ .  .  .  |jL,.  X  Q^'y."yV> ...  F,,         (  r  ^  r  ^  ^,  a'  -+-  a"  =  a,  [3'  +  [3"  =  |3,  .  .    )  ; 
d'ailleurs,  la  relation 

Qx'^"y?"  .  .  .  F,.  =  O 

appartient  au  système  (10),  et  le  facteur  O^^y?'  U;.  est  une  expression 
entière  par  rapport  aux  dérivées  d'ordres  i,  2,  ...,  g-  —  i  de  u^  v,  ..., 
les  coefficients  de  l'expression  dont  il  s'agit  étant,  comme  ix^,  déve- 
loppables à  partir  des  valeurs  (5).  Chaque  relation  du  système  (11) 
peut  donc  se  déduire  du  système  (10)  de  la  manière  indiquée  au 
début  du  présent  alinéa  I;  et  la  réciproque  est  vraie,  en  vertu  d'un 
raisonnement  semblable. 

II.  Revenons  à  notre  énoncé  général. 

Pour  établir  la  passivité  du  système  (8),  il  suffît  de  prouver  que  le 
système  formé  par  les  groupes 

(19)  T',     r,     ...,     T(^) 

équivaut  numériquement  à  un  autre  système,  résolu  par  rapport  aux 
dérivées  des  ordres  i,  2,  ,..,  ^  de  w,  ç, Or,  il  résulte  de  l'alinéa  I 
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qu'en  considérant  «,  v,  ...,  ^,  jK,  ...  et  les  dérivées  dont  il  s'agit 
comme  autant  de  variables  indépendantes  distinctes  [et  assujettissant 
î/,  V,  ...,  ^,  J',  ...  à  rester  suffisamment  voisins  des  valeurs  (5)],  les 
svstèmes  (lo)  et  (i  i)  admettent  les  mêmes  solutions  numériques.  On 
peut  dès  lors,  dans  la  démonstration  qui  nous  reste  à  faire,  substi- 
tuer aux  groupes  (19)  les  groupes  respectifs 

(20)  S',     S",     ...,     S^ér). 

Cela  posé,  on  observera  que,  pour  avoir  le  groupe 
S(/^-)        (A^  =  i,  2,  ...,g), 
il  suffit  de  considérer  le  système 

(21)  û.c«j.S...  /l  =  O,  Q.c«j?...  /2  =  O,  .  .  .  ,  ^x^y?...  fm  =  O, 

et  d'y  attribuer  successivement  à  a,  p,  ...  les  divers  systèmes  de 
valeurs  entières,  positives  ou  nulles,  qui  vérifient  la  relation 

Comme  on  l'aperçoit  sans  peine,  le  système  (21),  composé  de 
m  équations,  est  linéaire  par  rapport  aux  m  dérivées  semblables 

(22)  .     .    ,    ,. ' 


celles-ci  y  ont  pour  coefficients  les  éléments  du  déterminant  différen- 
tiel 

qu'on  suppose  différent  de  zéro,  et  les  autres  termes  ne  contiennent, 
avec  «,  v^  ...,  x^y,  ...,  que  des  dérivées  de  ?/,  ^,  ...  d'ordre  inférieur 
à  a-|-[^+...;  la  résolution  du  système  (21)  par  rapport  aux  déri- 
vées (22)  fournit  donc  pour  ces  dernières  des  expressions  ne  conte- 
nant, avec  M,  v^  ...,  x^  j',   ...,  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à 

a-j-[j-|- Il  en  résulte   évidemment  que  les   groupes  (20)    sont 

successivement  résolubles  par  rapport   aux  dérivées   des   ordres    i, 

2,    .   ..,    fr. 

119.  Les  mêmes  choses  étant  posées  qu'au  début  du  numéro 
précédent,  le  système  différentiel  S',  formé  des  groupes  (6), 
(7),  etc. y  admet  un  groupe  dUntégrales,  et  un  seul,  vérifiant  les 
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conditions  initiales 

U=Uo    \ 

::::  i 

pour  X  —  xq  —  y 

ro 


De  la  relation  établie  plus  haut  entre  les  systèmes  S'  etT'  (n^  118, 1) 
il  résulte,  en  effet,  que  les  groupes  d'intégrales  vérifiant  les  condi- 
tions initiales  imposées  par  notre  énoncé  sont  les  mêmes  pour  ces 
deux  systèmes.  Or,  le  système  T'  ou  (8),  étant  passif,  admet  un  pareil 
groupe  d'intégrales,  et  un  seul  :  il  en  est  donc  de  même  du  système  S'. 


120.  Soient 


(    /l    (",   <^,    ---i  ^,7:    ...)  =  O, 

)  /s  (m,  P,  ...,  x,y,  ...)='o, 

(    fmiu,   V,    .     .,  ^,7,    ...)  =  0 


m  équations  simultanées  entre  les  diverses  variables 

u.      (',      . .    . 

^,  r,    .  •  • , 

dont  les  premières,  ;/,  c,  . . .,  sont  en  nombre  m  comme  les  équa- 
tions. Supposons  que  les  premiers  membres,  /, ,  /a?  •  -^  fm^  soient 
tous  développables  (n"  76)  à  partir  des  valeurs  particulières 

(ie  w,  r,  . . .,  :r,  j-,  . . .,  ^/  s^ annulent  pour  les  valeurs  en  question; 
supposons  en  outre  que  le  déterminant  différentiel, 

des  m  premiers  membres  par  rapport  aux  m  variables  w,  i',  ... 
ne  s^ annule  pas  pour  les  valeurs  (24). 
Cela  étant  : 

1°  Le  système  des  équations  proposées  (28)  est  identiquement 
vérifié  par  la  substitution  à  u^v^  ...  d'un  certain  groupe  de  fonc- 
tions de  œ^  y,  ..., 

u  =  u(x,y,  ...). 


FONCTIONS    IMPLICITES.  265 

développables  à  partir  des  valeurs  Xq^  y^^   ...,   et  ayant  pour 
valeurs  initiales  respectives  Uq,  Cq,  — 

2°   Si    l'on   considère,    en   même   temps   que   le  système  pro- 
posé (23),  le  système  des  formules 

(25)  j  ç  _cp(a7,  r,  ...).=  o. 


toute  équation  du  système  (aS)  peut  se  déduire  du  système  (26) 
en  ajoutant  membre  à  membre  les  diverses  équations  (aS),  préa- 
lablement multipliées  par  certaines  fonctions  de  u,  v,  ...,  x,  y,  ... 
développables  à  partir  des  valeurs  (24);  et  toute  équation  du 
système  (2^) peut  se  déduire  semblablement  du  système  (aS). 

I.  Supposons  pour  un  instant  que  le  système  (23)  soit,  comme  il 
est  dit  dans  la  première  partie  de  notre  énoncé,  identiquement  vérifié 
par  la  substitution  à  u,  v,  .  . .  d'un  groupe  de  fonctions  de  ^,  y,  ... 
développables  à  partir  de  Xq^  y^,  ...  et  s'y  réduisant  respectivement 

à  Uqj  ^'o,  Après  cette  substitution,  les  premiers  membres  de  (23) 

deviennent  des  fonctions  composées  de  x^  y,  ...,  développables  à 
partir  de  Xq,  j'^,  . . .,  et  auxquelles  s'appliquent  les  règles  de  dilTéren- 
tiation  exposées  aux  n"^  62  et  64  ;  ces  fonctions  sont  d'ailleurs  identi- 
quement nulles.  En  conséquence,  les  fonctions  substituées  à  u^  v,  ..., 
et  que,  pour  plus  de  simplicité,  nous  désignerons  aussi  par  u^  v,  ..., 
satisfont  non  seulement  aux  équations  (23),  mais  encore  à  toutes 
celles  qui  s'en  déduisent  par  différentiations,  et  notamment  au  sys- 
tème S' considéré  plus  haut  (n"M18  et  119). 

Réciproquement,  si,  dans  le  système  S',  on  considère,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  au  n"  119,  le  groupe  (unique)  d'intégrales 
répondant  aux  conditions  initiales 

ç  =  i^o  pour  ;r  —  a7o=  j  — 7o  =  .  •  .=  o, 


ces  intégrales  satisfont,  comme  nous  allons  le  voir,  au  système  pro- 
posé (23). 

RfFeclivement,  le  système  S'  se  composant  des  groupes  (6),  (7),  etc. 
du  n"  118,  on  voit  qu'après  la  substitution  à  Uj  ^,  . . .  des  intégrales 
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dont  il  s'agit,  les  fonctions  composées 

/i  (m,  V,  ....  x,y,  ...), 


/,„(m,  p,   ...,  :r,  jk,  ...) 


ont  leurs  diverses  dérivées  premières  toutes  identiquement  nulles  : 
ces  fonctions  se  réduisent  donc  à  des  constantes  (n"  94).  D'ailleurs, 
quand  ^,  JK?  •  •  •  prennent  à  la  fois  leurs  valeurs  initiales  Xq^  jKo?  •  •  -7 
les  intégrales  fi,  r,  . . .  prennent  respectivement  aussi  leurs  valeurs 
initiales  Uq,  {^q,  ...,  et,  par  suite,  les  fonctions  composées  prennent 
respectivement  les  valeurs 

/i  ("0,  ^0,  ..  .,  iï-o,  Jo,   •••). 


toutes  nulles  par  hypothèse  :  les  constantes  dont  nous  avons  parlé 
sont  donc  nulles,  c'est-à-dire  que  les  équations  (23)  sont  identique- 
ment vérifiées. 

Ainsi  se  trouve  établie  la  première  partie  de  notre  énoncé. 

II.   Si  la  fonction 

(26)  F(w,  ç,   ....  x,y,  ...) 

est  développable  à  partir  des  valeurs 

(27)  Mo,        Po,        ..-,  ^0,       JKO,        ..., 

considérées  comme  initiales,  et  si  les  fonctions 

développahles  à  partir  de  x^,  y^,  ...,  ont  pour  valeurs  initiales 
respectives 

Mo,       ('Oî        '  •  '1 


on  a  V identité 

F(M,  .',    ... 

,  ^,7,  • 

..)■==      \{u,  V.  . 

.  .,  ^,  JK,    . 

..;[m  — ■j(^,  jK,  . 

■  •)i 

(28) 

-+-  [-i(«,  <^  • 

..,^,  JK,    . 

. . )  \v  —  ^{^1  y-  ■ 

•■Il 

-4-w(^,  JK,   . 

..). 
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OÙ 

désignent    certaines    fonctions    développables,    les   premières   à 

partir  de  Wo?  ^m  •••?  "^05  JKo?  •••5  fci  dernière  à  partir  de  Xn,  y^ 

EfTectivement,  si  l'on  pose 

/  u  —  ^{x,y,  ...)  =  U, 
(29)  V  -.o(.r,  y,  .  .  .)  =  V, 


la  substitution  à  u,  r,  ...  de  leurs  valeurs  tirées  de  ces  formules 
transforme  F(«,  r,  . .  .,  x,  y,  . . .)  en  une  fonction 

I    ¥\'j(x,y,   ..   )  +  U,  ^(x,y,  ...)  +  V,  ...,x,y,  ...J 

(30)  ou 

(  G(U,  V,  ...,x,y,   ...), 

développable  (n°  59)  à  partir  des  valeurs 

(3i)  o,     o,     ...,     xo,    yo,     ... 

des  variables 

(32)  U,     V,     ...,     X,    y,     .... 

Si  l'on  ordonne  par  rapport  à  U,  V,  ...  le  développement  de  la 
fonction  (3o),  et  qu'on  désigne  par  iii{x^  jr,  .  .  .)  le  terme  indépen- 
dant de  ces  variables,  développable  à  partir  de  Xq,  yo?  •  •  -5  un  grou- 
pement convenable  des  termes  restants  nous  donnera,  pour  (3o), 
l'expression 

(33)  AV-\-MV  -h...-^oi(x,y,  ...), 

où  A,  M,  ...  désignent  certaines  fonctions  des  variables  (82)  déve- 
loppables  à  partir  des  valeurs  (3i).  Finalement,  si,  dans  l'expres- 
sion (33),  identiquement  égale  à  (3o),  on  remplace  U,  V,  ...  par  les 
premiers  membres  des  formules  respectives  (29),  on  régénère  évi- 
demment la  fonction  (26),  et  celle-ci  prend,  dès  lors,  la  forme  assi- 
gnée par  l'énoncé. 

III.  Si  Inéquation 

F(w,  V,  ...,  x,y,  ...)  =  o, 
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dont  on  suppose  le  premier  membre  développahle  à  partir  des 
valeurs  initiales  (27),  est  identiquement  vérifiée  par  la  substitu- 
tion à  u^  v^  ...  des  fonctions 

u(a7,j,  ...),  ?(^,rj  •••)^ 

développables  à  partir  de  Xq^  y^^  .  .  .  et  ayant  pour  valeurs  ini- 
tiales respectives  Wo?  ^'o?  •  •  1  ^H^  peut  se  déduire  du  système 

u  —  u(x,y,  ..   )  =  0, 


en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  de  ce  dernier,  préa- 
lablement multipliées  par  certaines  fonctions  de  w,  v^  ...,  x^y^  ... 
développables  à  partir  des  valeurs  (27). 

Car  la  fonction  to(;r,jK,  . . .),  qui  figure  dans  ridentité  (28),  doit 
alors  s'annuler  identiquement. 

IV.   Il  nous  est  facile  maintenant  d'établir  la  seconde  partie  de 
notre  énoncé  général. 
Soient,  en  effet, 

U  =  u(a7,  JK,    ..•), 


les  intégrales  du  système  S'  qui  satisfont  aux  conditions  initiales 


V  =n>o    >         pour  x  —  Xo  =  y—yo  = 


(n"  119).  Puisque  ces  intégrales  vérifient  identiquement,  en  vertu  de 
l'alinéa  I,  les  équations  (23),  il  résulte  de  l'alinéa  III  qu'on  a  identi- 
quement en  u,  V,  . . .,  x^  y^  . . . 

/i    =(w  — ■j)Xi   +((^  —  cp)f^i   +..., 


(34) 

//«  =(U  —  'J)  \,n  -^  (^  —  ?)  [^ 
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OU 


h, 

X2, 


'M' 


désignent  m-  fonctions  convenablement  choisies  de  11, 


^'^y-. 


développables  à  partir  des  valeurs  {9.4),  que  nous  considérons  comme 
initiales.  Je  dis  que  le  déterminant  formé  par  ces  m-  fonctions  prend, 
pour  les  valeurs  (24),  une  valeur  numérique  essentiellement  diffé- 
rente de  zéro. 

Calculons,  en  effet,  la  valeur  initiale  du  déterminant  différentiel 
de  /<,  /27  •  •  -7  /m  par  rapport  aux  m  variables  u,  (^,  ....  En  ajant 
recours  aux  notations  que  définissent  les  formules  (29),  les  for- 
mules (34)  peuvent  s'écrire 

f,  =1,  U  +  Ki  v+..., 

/2     =   X2     U  -h   |J.2    V  -f-  .  .  .  , 


fm=  X,„U  -h  [X,„V4-..  ., 

et  la  première,  différentiée  par  rapport  à  la  variable  w,  nous  donne 


du  Ou 


du 


du 


du 


or,  les  quantités  U,  V,  ...  ayant  des  valeurs  initiales  nulles,  on  peut, 
pour  calculer  la  valeur  initiale  de  'Jl,  faire  abstraction,  dans  le 
second  membre,  des  termes 


d\y 


u::^-x-v^4- 


d^, 


du 


du 


c'est-à-dire  opérer  comme  si  les  facteurs  X,,  jjl,,  ...  étaient  des  con- 
stantes; une  remarque  analogue  est  applicable  à  tous  les  éléments  du 
déterminant  A(;^,  i',  ...,  x^  y^  . . .),  et,  dès  lors,  la  valeur  initiale 
de  A  s'obtiendra  en  multipliant  la  valeur  initiale  du  déterminant 


n-3; 


Xi      !^i 
X2      i-to 


X. 


\i-m 


par  celle  du  déterminant 


cHApnni:  viii. 


I      o 
o      1 


du      du 
âi>      dv 


La  valeur  initiale  du  déterminant  (35)  est  donc  égale  à  celle  du  déter- 
minant A,  par  suite  essentiellement  ^o;  en  conséquence,  ce  même 
déterminant  (35)  ne  s'annule  pas  non  plus  pour  les  valeurs  de  «, 
v^  .  .  . ,  57,  y,  ...  suffisamment  voisines  des  valeurs  (5^4)?  et,  dans  ces 
limites,    les    relations    (34)   sont    résolubles   par    rapport   à   a  —  u. 

Cela  étant,  si  l'on  considère  les   identités  (34),   en   premier  lieu 
sous  la  forme  même  où  elles  sont  écrites,  et  en  second  lieu  après  leur 


résolution  par  rapport  aux  différences  u 
l'un  quelconque  des  deux  systèmes 

/i  =z  o,        /2  =  o, 


on  voit  que 


fn 


et 


peut  se  déduire  de  l'autre  comme  l'indique  notre  énoncé. 

121.  Lorsque  le  système  (23),  considéré  au  numéro  précédent, 
satisfait  à  toutes  les  conditions  qui  s'y  trouvent  énoncées,  nous  dirons 
qu'il  est  résoluble  par  rapport  aux  variables  u^  v^  ...  à  partir  des 
valeurs  numériques  (24). 

On  observera  que  les  dérivées  de  tous  ordres  des  fonctions  de  x^ 
j>',  ...  obtenues  à  l'aide  de  cette  résolution  peuvent,  par  la  considé- 
ration des  systèmes  successifs  S',  S",  S"^,  ...  (n*'  H8),  s'exprimer  à 
l'aide  de  ^,  jk,  ...  et  des  fonctions  elles-mêmes. 

122.  Considérons,  entre  des  variables  5,  t^  ...,  qu'on  regarde 
comme  indépendantes,  deux  systèmes  de  relations  dont  les  premiers 
membres  (après  réduction  des  seconds  à  zéro)  soient  tous  dévelop- 
pables  à  partir  de  certaines  valeurs  numériques  ^05  ^o?  •••?  qu'on 
regarde  comme  initiales  :  cela  posé,  nous  dirons  que  le  second  sys- 
tème est  une  combinaison  multiplicatoire  du  premier,  si  chacune 
de  ses  équations  peut  s'obtenir  en  ajoutant  membre  à  membre  celles 
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du  premier,  préalablement  multipliées  par  certaines  fonctions  de  5, 
/,  . . .  développables  à  partir  de  ^o,  ^o, Si  chacun  des  deux  sys- 
tèmes proposés  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  l'autre,  les 
systèmes  seront  dits  être  en  corrélation  multiplicatoire. 

Etant  donnés,  entre  les  variables  5,  ^,  ...,  trois  systèmes  de  rela- 
tions, si  le  dernier  est  une  combinaison  multiplicatoire  du  second,  et 
le  second  une  combinaison  multiplicatoire  du  premier  (dans  le  voisi- 
nage des  mêmes  valeurs  initiales),  le  dernier  est  aussi,  comme  on  le 
voit  sans  peine,  une  combinaison  multiplicatoire  du  premier.  Par 
suite,  si  deux  systèmes,  successivement  comparés  à  un  même  troi- 
sième, sont  avec  lui  en  corrélation  multiplicatoire,  ils  jouissent  L'un 
par  rapport  à  l'autre  de  cette  même  propriété. 

Lorsque  deux  systèmes  sont  en  corrélation  multiplicatoire,  ils 
admettent  évidemment,  dans  un  voisinage  suffisamment  rapproché 
des  valeurs  initiales,  les  mêmes  solutions  numériques  par  rapport  aux 
variables  qui  s'y  trouvent  engagées. 

Les  définitions  posées  ci-dessus  permettent  d'exprimer  comme  il 
suit  la  dernière  partie  de  l'énoncé  du  n"  120  : 

Lorsqu^ un  système  est  résoluble,  conformément  au  principe 
i:énéral  des  fonctions  implicites,  à  partir  de  certaines  valeurs 
numériques  des  indéterminées  qui  s'y  trouvent  engagées  (n"  121), 
//  est  en  corrélation  multiplicatoire  avec  le  système  des  formules 
de  résolution.  Il  en  résulte,  notamment,  que,  dans  un  voisinage 
suffisamment  rapproché  des  valeurs  initiales,  les  deux  systèmes 
admettent  les  mêmes  solutions  numériques  (^). 

(')  La  dernière  partie  de  notre  énoncé  du  n°  120  est  susceptible  d'une  générali- 
sation parfois  utile.  Désignons  toujours  par 

w,     p,     ...         et        X,    y,     ... 

deux  groupes  de   variables,  dont  les  premières,  w,   v,   ...,  soîit  en  nombre  m,  et 
considérons  un  système  d'équations 

(,')  )  /2      {u,v,  ...,x,y,  ...)  =0, 

\  fm    {u,v,  ....X,  y,  ...)  =  o, 

dont  les  premiers  membres  soient  tous  développables  à  partir  de  certaines  valeurs 
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123.   Soient 

(36)  ti,      ^2,       •••,      tn 

n  variables  indépendantes,  jji  un  entier  moindre  que  «,  et 

/l  (^l5  ^25    •  •  ••  tn)-, 


(^7) 


|jL  fonctions  des  variables  dont  il  s'agit  :  si,  avec  les  fonctions  (S^), 

initiales  de  w,  v^  ...,  a;,  y,  ...;  supposons,  en  outre,  que  les  m  premières  d'entre 
elles,  celles  du  groupe  (i'),  soient,  à  partir  des  valeurs  initiales  dont  il  s'agit,  réso- 
lubles, conformément  au  principe  général  des  fonctions  implicites,  par  rapport  aux 
m  variables  u,  v,  ....  Si  Ton  considère  maintenant  les  m  formules  de  résolution 

(3')  M  — u(a;,.r,  ...)  =  o,        v  —  ^{x,  y,  . . .)  =  o, 

la  substitution  à  m,  v,  ...  des  fonctions  u(a7,  y,  ...),  ©(a?,  y,  ...).  ...  dans  les 
équations  restantes,  celles  du  groupe  (2'),  en  transforme  les  premiers  membres, 
/m+iJ  •••>  ^^  certaines  fonctions  de  x,  y,  ...,  développables,  en  vertu  du  principe 
général  des  fonctions  composées,  à  partir  des  valeurs  initiales  de  ces  dernières 
variables  :  soient 

.^,s  \  Fm+.(^. r»  ...)  =  o, 


les  équations  ainsi  obtenues. 

Je  dis  que  les  systèmes  [(i'),  (2')]  et  [(3'),  (4')]  sont  en  corrélation  multipli- 
catoire. 

Si  l'on  se  reporte,  en  effet,  à  l'alinéa  IV  du  n°  120,  on  a  les  identités 


(5') 

/   • ' 

'     /„.  =   C"  —  'J  )  >^,n+  (  ^  —  ?  )  P-,n-+--  •  •  ' 

OÙ  les  ra^  multiplicateurs  des  m  différences  u  —  u,  (>  —  9,  ...  forment  un  détermi- 
nant à  valeur  initiale  non  nulle;  et,  si  l'on  se  reporte  à  l'alinéa  II  du  même  numéro, 
on  a  les  identités 

En  vertu  de  la  remarque  faite  sur  les  multiplicateurs  qui  figurent  dans  (5),  les 
relations  (5)  et  (6')  sont  résolubles,  conformément  à  l'algorithme  de  Cramer,  par 
rapport  à 

M  — u,     t'  — cp,     ...,     F,„^„     .... 

Cela    étant,   si    l'on    considère    les    identités    (5')   et  (6'),   en  premier   lieu  sous   la 
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on  construit  une  fonction  composée, 

(38)  F(/i,/2,    ...,/;x)=/(^l,   h,    ...,  tn), 

de  telle  façon  que  les  règles  générales  relatives  à  la  composition 
des  fonctions  olotropes  soient  applicables,  les  déterminants  diffé- 
rentiels des  \K  H-  I  fonctions  (3r)  et  (38),  pris  par  rapport  à  |jl  -f-  i 
quelconques  des  variables  (36),  sont  tous  identiquement  nuls. 

Considérons,  par  exemple,  le  déterminant  différentiel  relatif  aux 
|jL+i  variables  ;,,  ^o,  ...,  ^jx+t-  L'algorithme  des  fonctions  compo- 
sées, appliqué  au  calcul  des  dérivées  premières  de  la  fonction  (38), 
donne 


àf 
dt, 

dt. 

^F     dfy 

àf  du 
d¥   df 
àf   àt. 

_^  à^    àf       _^ 
à/-2  àt,       ^^' 

,    àF   df 

àF    àf^ 
"^  àf^   du' 

,^àF   df 
àf^   àh 

àf 

d¥      df, 

,    àF     àf      ^ 

àF      àf^ 
àf^  àt^^i 

^^[X^l 

àf   àt^^y 

àf  àt^+i 

Il  résulte  de  ces  relations  que,  dans  le  déterminant  considéré,  les 
éléments  d'une  certaine  file  sont  exprimables  par  une  même  fonction 
linéaire  et  homogène  des  éléments  de  même  rang  des  files  parallèles  : 
ce  déterminant  est  donc  identiquement  nul. 


forme  même  où  elles  sont  écrites,  et  en  second  lieu  après  la  résolution  indiquée,  on 
voit  que  l'un  quelconque  des  deux  systèmes 

[(!'),  (2')]    et     [(3'),  (/,')] 

est  une  combinaison  multiplicatoire  de  l'autre. 
On  peut  remarquer  que  les  deux  systèmes 

[(!'),    (2')],       [(!'),    (4')] 

sont,  eux  aussi,  en  corrélation  multiplicatoire.  Car,  les  systèmes  (i)  et  (3)  jouis- 
sant de  cette  propriété,  les  relations  (6)  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

fn,  +  l=  L„  +  i,i/i+  L^^,  2/2  +  ...+  L^^,^^/^+  F„,^,, 


or,  si  on  les  considère,  en  premier  lieu  sous  cette  forme  même,  et  en  second  lieu 

après  leur  résolution  par  rapport  à  K^,^,,  ...,  on  voit  que  (2')  est  une  combinaison 

multiplicatoire  de  [(i'),  (4')]  et  (4')  une  combinaisoa  multiplicStaire  de  [(1'),  (  2')]. 

R.  18 


274  CHAPITRE    VIII. 

124.   La  réciproque  est  vraie. 

Désignant  par  ^  un  entier  moindre  que  /2,  supposons  : 
1°   Que  les  \k  +  i  fonctions 

if,  {tu   t.2,    ...,    tn), 
(39)  \f,{tut,,    ...,tn), 

\  f^xihi  t-i-)  •  •  '1  tti) 

et 

(4o)  f{tu  t,,  ...,  tn) 

soient  toutes  développât  les  à  partir  de  certaines  valeurs  numé- 
riques, considérées  comme  initiales,  des  variables  t^^  t^^  .  .  .^  t,i\ 

2°  Que  r un  au  moins  des  déterminants  différentiels  des 
[JL  fonctions  (Sq)  ait  une  valeur  initiale  différente  de  zéro; 

3°  Que  les  déterminants  différentiels  des  [ji -h  i  fonctions  (39) 
et  (4o)  soient  tous  identiquement  nuls. 

Cela  étant,  je  dis  que  la  fonction  {/\o)  est  composée  des  ^  fonc- 
tions (39). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 

t\i     tii       •  '  1    t[}. 

soit  un  des  groupes  de  [i.  vïiriables  par  rapport  auxquels  les  a  fonc- 
tions (39)  possèdent  un  déterminant  différentiel  à  valeur  initiale  non 
nulle.  Si  l'on  désigne  par  cp,,  Oo?  •••5  ^[x  les  valeurs  variables  des 
fonctions  (39),  il  existera,  entre  les  quantités 

(40  ?1,       T2,       ••.,       ?tX5  fu       h,       •••,       tn, 

les  a  équations  finies 


(42) 


lesquelles,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  combinée  avec  le  théorème 
fondamental  du  n"  120,  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  ^,, 
^2,  ...,  ^u,  [à  partir  des  valeurs  initiales  des  quantités  (4')]-  Substi- 
tuant à  ^,,  ^27  '  '  ",  i[n  dans  la  fonction  (4o)?  les  seconds  membres  des 


fi(tu  t.,  . 

f-l{tu    ^2,    . 

•  •  ■)  t[ii  ^t;.+ii   • 

-.,   tn)  =  92, 

Uitu  t-i,  . 

•  '  ■!    i\).l    ^[X4-ll     •  ■ 

••,    ^//)   =   ?[JL, 
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formules  de  résolution,   on  tombe  sur  une  certaine  fonction   com- 
posée, 


*(?!,    9i 


?[X,   fi 


...,  tn)', 


et  il  s'agit  de   prouver  que  la  composante  <I>   est   indépendante    de 

^jjL^i t,i,  c'est-à-dire  que  sa  dérivée  première,  prise  par  rapport  à 

l'une  quelconque  de  ces  dernières  variables,   t^_^,i   par  exemple,   est 
identiquement  nulle  (n°  94). 

Or,  la  règle  de  différentiation  du  n"  62  est  applicable  au  calcul  des 
dérivées  de  la  composante  O,  et  donne 


as) 


d^ 


àf      dti 


àtu.-hi        àti  dt^^i 


àf 

àt^  àt^+x  "^  àt^+^ 


A  leur   tour,   les    dérivées 


dtx 


àtu. 


dt 


[X+l 


dt 


se  déduisent  des   for- 


IJ.+1 


mules  (42)  par  la  règle  des  fonctions  implicites,  et  l'on  a 

àf,      dtx  àfx      àt^  dfx 


àtx   dt^-^x 

àf\L     àtx 
àtx   àt^^x 


àt^  ât^^i 


dt 


[X+l 


4/[x     àt^ 


àfv 


dt.,   dt 


iX4-l 


dt 


{J.-I-1 


En  résolvant  ces  u.  dernières   équations   par   rapport   à 


dt^ 


dt, 


dh 


p.+i 


dt 


(X-+-1 


et  portant  dans  (43)  les  valeurs  ainsi  obtenues,  il  vient 


ou 


4/1 

àfi         àfx 

dtx 

dt^     dt^^x 

àfv. 
àtx 

àf^       àf^. 
dt^     dt^+x 

=  0, 

àf 
àtx 

àf        àf 
àt^,     àt^+x 

àt^^x 

4/1                 àfx 

àfi 
àtx 

àfi         àfx 
àt^      àt^+x 

dt,                 dt^ 

àfv.                àf^ 
àtx                àt^ 

àt^-i-x 

àf,. 

dtx 

EL 

àtx 

àf^       àf^ 
àt^     àt^^x 
àf          àf 
àt^      àt^+i 

j 

s  laq 

uelle  les  \ 

ariables  / 

^,^2, 

...,^{x 

doivent  t 

ître  rempla- 
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cées  par  leurs  valeurs  tirées  de  (42).  Or,  le  second  membre,  qui^ 
avant  cette  substitution,  était  une  fonction  identiquement  nulle  de 
ti^  t2,  ...,  t,i^  devient,  après  elle,  une  fonction  identiquement  nulle 
de  ©4,  ...,  Ojj^,  h'+^f  •••'  ^"  '  ^^^s  1^  premier  membre,  le  coefficient 
de a,  après  comme  avant,  une  valeur  initiale  non  nulle,  et,  par 

suite,  reste  différent  de  zéro  dans  le  voisinage  des  valeurs  initiales 
de  C5i,  ...,  cpjj,,  iy.^i,  ...,  tfi  •  il  en  résulte  bien,  comme  nous  voulions 

l'établir,  que  -r est  identiquement  nul. 

125.  L'énoncé  précédent  suppose  jjl  <;  /i  ;  dans  le  cas  où  jj.  =  /?,  il 
doit  être  remplacé  par  le  suivant  : 

Si  n  fonctions  de  n  variables  sont  développahles  à  partir  de 
certaines  valeurs  numériques,  considérées  comme  initiales,  des 
variables  dont  il  s^ agit,  et  que  leur  déterminant  différentiel  ait 
une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  toute  autre  fonction  déçe- 
loppable  à  partir  des  mêmes  valeurs  initiales  est  composée  des 
n  premières. 

La  démonstration  est  la  même,  à  cela  près  qu'alors  la  composante  ^ 
ne  peut  manifestement  contenir  que  cp,,  cpg,  ...,  cp„  :  elle  s'allège  donc 
de  toute  la  partie  du  raisonnement  servant  à  prouver  qu'elle  ne  con- 
tient pas  autre  chose. 

126.  Dans  les  théorèmes  qui  précèdent  interviennent  les  détermi- 
nants différentiels  de  a  ou  [ji -|-  i  fonctions  par  rapport  aux  divers 
groupes  de  a  ou  [J. -f-  i  d'entre  les  variables,  sans  aucune  distinction 
faite  entre  ces  dernières.  Or,  on  peut  supposer  que  les  fonctions 
considérées  dépendent,  non  seulement  des  variables  ^<,  ^25  ••••>  tny 
mais  encore  d'autres  variables,  s^^  s^^  ...,  en  nombre  quelconque,  et 
ne  faire  intervenir  dans  les  énoncés  que  les  déterminants  différentiels 
intéressant  les  premières  variables  à  l'exclusion  des  dernières.  On 
arrive  alors,  par  des  raisonnements  tout  semblables,  aux  propositions 
suivantes,  qui  contiennent  comme  cas  particuliers  celles  que  nous 
venons  d'établir. 

A.  En  désignant  par  ^  un  entier  moindre  que  n,  si,  a^>ec  les 
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jjL  fonctions 

1'  f\  {ti,  ^2,    .••,  tn^  -Si,  *2,    .  •  Oi 
X  f^{t\t  h-,  — 1  tiii  S\^  s^^  . . .) 
et  les  variables  5,,  ^o,  .  .  . ,  on  construit  une  fonction  composée, 

<45)  F(/i,    ...,/jx,   5i,    52,    ...), 

de  telle  façon  que  les  règles  générales  relatives  à  la  composition 
des  fonctions  olotropes  soient  applicables,  les  déterminants  diffé- 
rentiels des  a  4- I  fonctions  (44)  ^^  (4^)7  P^^^s  par  rapport  à 
rjL  +  I  quelconques  des  variables  ^<,  /o,  .  .  .,  ^m  sont  tous  identi- 
quément  nuls. 

B.   Désignant  par   a   un  entier  moindre  que  n,    supposons  : 

i'^  que  les  |jl  -(-  i  fonctions 

Îfi(tii  t.2^  ...,  tm  *i,  ^2,   .«Oï 
f]x{ti-,   tïi    •  '  ",  tn-,  -^l,  •^2,    •  •  •) 

et 

<47)  f(tu  h,    ...,  tn,  Si,   ^2,    ...) 

soient  toutes  développables  à  partir  de  certaines  valeurs  numé- 
riques, considérées  comme  initiales,  des  variables 

ti,      t=i,       .  .  .,      tn,      5i,      «2,       ...  ; 

2°  que  Vun  au  moins  des  déterminants  différentiels  des  [x  fonc- 
tions {^Q) par  rapport  aux  seules  variables  t^^  t^-,  .  .  .,  tu  ait  une 
valeur  initiale  différente  de  zéro;  3^  que  les  déterminants  diffé- 
rentiels des  jJL-hi  fonctions  (46)  et  (47)  par  rapport  aux  seules 
variables  dont  il  s'agit  soient  tous  identiquement  nuls* 

Cela  étant,  la  fonction  (47)  est  composée  des  ul  fonctions  (46) 
et  des  variables  5< ,  52,  .  .  . . 

C.   Si  n  fonctions  des  variables 

sont  développables  à  partir  de  certaines  valeurs  numériques,  con^ 
sidérées  comme  initiales,  de  ces  variables,  et  que  leur  détermi- 
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nant  différentiel  relatif  à  ^,,  t.^,  ...,  tn  ait  une  valeur  initiale 
difjérente  de  zéro,  toute  autre  fonction  développahle  à  partir  des 
mêmes  valeurs  initiales  est  composée  des  n  premières  et  des 
variables  s^^  s.>^  .... 


Systèmes  d'équations  olotropes  considérés  au  point  de  vue 
de  leurs  solutions  numériques. 


127.  -5'^  le  système 

(0 


/i  (^^,  V,  ...)  =  0, 
f.2  (a,  f,  ...)  =  o, 
1 

/■>!(«,    t',    .  .  .)  =  O, 


oii  u,  r,  . .  .  désignent  des  indéterminées  en  nombre  quelconque, 
admet  quelque  solution  numérique, 

à  partir  de  laquelle  ses  premiers  membres  soient  tous  dé^elop- 
pables,  on  peut,  sous  le  bénéfice  d' une  certaine  restriction  qui 
sera  formulée  plus  loin,  lui  substituer  un  système  jouissant  de  la 
double  propriété  :  i"  d^être,  à  V intérieur  d'un  domaine  suffisam- 
ment petit  de  centre  (uq,  Tq,  . . .),  numériquement  équivalent  à  (i); 
2"  d'être  résoluble  à  partir  des  valeurs  Uq,  Tq,  .  .  . ,  conformément 
au  principe  général  du  n^  120,  par  rapport  à  un  groupe  d'indé- 
terminées convenablement  choisi. 

Soil  n  le  nombre  des  variables  «,  v^  ....  En  supposant,  comme  de 
raison,  que  les  équations  (i)  ne  se  réduisent  pas  toutes  à  o  =  o, 
c'est-à-dire  (n"  94)  que  les  dérivées  premières  de  /, ,  /o,  •  •  -7  /m  par 
rapport  à  ?/,  v^  ...  ne  soient  pas  toutes  identiquement  nulles,  il 
arrive  nécessairement  de  deux  choses  l'une  : 

Ou  bien  il  existe  n  des  fonctions 

(2)  /i,       ./2,         •..,      /m 

dont  le  déterminant  différentiel  n'est  pas  identiquement  nul; 

Ou  bien,  |jl  désignant  un  certain  entier  moindre  que  /?,  il  existe  |a 
des  fonctions  (2)  dont  les  déterminants  différentiels  ne  sont  pas  tous 
identiquement  nuls,  tandis  qu'au  contraire  l'adjonction  aux  jjl  fonc- 
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lions  dont  il  s'agit  de  l'une  quelconque  des  fonctions  restantes  (s'il  y 
en  a)  fournit  un  système  dont  les  déterminants  différentiels  sont  tous 
identiquement  nuls. 

En  désignant  donc  par  a  un  entier,  soit  inférieur,  soit  égal  à  n^ 
on  peut  répartir  les  équations  du  système  (i)  en  deux  groupes, 

/i      {u,  V,  ...)  =  o, 

'^  ]  ' 

\f^     (u,  V,  ...)  =  o 
et 

(4)  , 

f  /m     (u,  i>,  ...)  =  0, 

jouissant  respectivement  des  propriétés  suivantes  : 

i'^  Dans  le  système  (3),  les  déterminants  différentiels  (d'ordre  [x) 
ne  sont  pas  tous  identiquement  nuls;  nous  supposerons  en  outre, 
ce  qui  n'arrive  pas  nécessairement,  que  V un  au  moins  de  ces  déter- 
minants différentiels  a  une  valeur  initiale  différente  de  zéro. 

2"*  Dans  le  système  (4),  les  premiers  membres  satisfont,  en  vertu 
de  124  ou  de  125,  à  des  identités  de  la  forme 

[  fv.-hl=  ^li.-hl(fl,  fil    •••î/îx): 
^^>  ' 

d'où  l'on  déduit,  par  la  simple  attribution  aux  variables  u^  ^,  ...  de 
leurs  valeurs  initiales  Uq,  Vq,  . . .,  les  relations  numériques 

(  F{x+i(o,  o,  ...,  o)  =  o, 

(6)  , 

'  Fm     (o,  o,  . ...  o)  =  o. 

Cela  étant,  le  groupe  (3),  composé  d'équations  en  nombre  au  plus 
égal  à  celui  des  variables  ([jl</i),  est  résoluble,  conformément  au 
principe  général  du  n°  120,  par  rapport  à  [jl  variables  convenablement 
choisies.  Quant  au  groupe  (4),  il  est  évidemment  vérifié,  en  vertu 
des  identités  (5)  et  des  relations  (6),  par  toute  solution  de  (3).  En 
conséquence,  à  l'intérieur  d'un  domaine  suffisamment  petit  de  centre 
(«oj  ^oj  •••))  1^  système  proposé  (i)  admet  une  solution  générale  dans 
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laquelle  n  —  ul  variables  convenablement  choisies  sont  arbitraires, 
tandis  que  les  a  autres  sont  exprimées  en  fonctions  olotropes  des 
précédentes.  (En  particulier,  si  [Ji  =  /^,  il  n'admet  qu'une  seule  solu- 
tion numérique  à  l'intérieur  du  domaine.)  C'est  ce  qu'il  s'agissait  de 
faire  voir. 

Dans  ce  qui  précède,  comme  dans  le  tliéorème  du  n*^  120,  on  com- 
mence par  admettre  l'existence  d'une  solution  numérique  à  partir  de 
laquelle  les  premiers  membres  du  système  étudié  soient  dévelop- 
pables,  et  les  conclusions  de  l'énoncé  ne  se  trouvent  établies  que 
pour  un  voisinage  suffisamment  rapproché  de  la  solution  numérique 
initiale.  Une  pareille  observation  sera,  dans  ce  qui  suit,  constamment 
applicable  :  toutes  les  fois,  par  exemple,  qu'il  s'agira  d'équivalence 
numérique  entre  deux  systèmes,  il  faudra  entendre  que  cette  pro- 
priété (supposée  ou  démontrée)  a  lieu  dans  le  voisinage  d'une  solu- 
tion numérique  commune,  à  partir  de  laquelle  les  premiers  membres 
des  équations  considérées  sont  tous  développables. 

128.  Etant  donné  un  système  d'équations,  aux  indéterminées  w, 
v^  ...,  et  dont  les  premiers  membres  sont  supposés  développables  à 
partir  de  Mq,  ^05  •••7  nous  dirons  que  ce  système  (considéré  dans  le 
voisinage  des  valeurs  en  question)  est  réduit,  si  l'on  peut,  confor- 
mément au  principe  général  du  n°  120,  le  résoudre  à  partir  de  u^^ 
Vq^  ...  par  rapport  à  un  groupe  d'indéterminées  en  nombre  égal  à 
celui  des  équations  du  système.  [Cette  définition  implique  d'elle- 
même  :  I**  que  (wq?  ^05  •  •  •)  est  une  solution  numérique  du  système; 
2°  que  le  nombre  total  des  indéterminées  est  au  moins  égal  à  celui 
des  équations  du  système;  3*^  que  l'un  au  moins  des  déterminants 
différentiels  du  système  a  une  valeur  initiale  différente  de  zéro.] 

Les  systèmes  réduits  jouissent  de  propriétés  importantes  que  nous 
allonîs  exposer. 

129.  Tout  système  réduit,  S',  conséquence  numérique  d^ un 
système  réduit,  S,  se  compose  d'équations  en  nombre  inférieur  ou 
au  plus  égal. 

I.  Si  Von  désigne  par  S  un  système  réduit,  et  par  S  un  système 
quelconque  dont  les  premiers  membres  soient  tous  développables 
à  partir  de  la  solution  numérique  initiale  de  S,  il  faut  et  il  suffit, 
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pouî'  que  s  soit  une  conséquence  numérique  de  S,  qu'il  en  soit  une 
combinaison  multiplicatoire  (n"  122). 

Cette  condition,  évidemment  suffisante,  est,  de  plus,  nécessaire. 
EfTectivement,  soient  m  le  nombre  des  équations  du  système   ré- 
duit S  ; 

les  variables,   en  nombre  au  moins  égal  à  m,  qui  s'y  trouvent  en- 
gagées ; 

Ml,       W2,        .-.,       W//I 

l'un  des  groupes  de  m  variables  par  rapport  auxquels  le  système  S 
est  résoluble  (n°  128);  enfin 


Ml    —  Ui    (m,„+i,   ..  .)  =  g, 

!.. 


1     M, 

j    M.2    —  U2    {U,n^u   ...)  =  O, 


t— U,„(m,„4.i,    ...)  =  g 

les  formules  de  résolution. 

Si  l'on  considère  une  équation  quelconque,  K  =  o,  du  système  S, 
elle  ne  peut  manquer,  puisqu'elle  est  une  conséquence  numérique  de 
S,  d'être  identiquement  vérifiée  par  la  substitution  à  Wi,  W2,  . . .,  Um 
des  fonctions  u,,  U2,  ...,  \imi  et  elle  est  dès  lors  (n"  120,  III)  une 
combinaison  multiplicatoire  du  système  (7).  Il  résulte  d'ailleurs  du 
principe  général  des  fonctions  implicites  (n°  120)  que  le  système  (7) 
est  une  combinaison  multiplicatoire  de  S  (n"  122).  Donc  l'équation 
K  =  o  est  elle-même  une  combinaison  multiplicatoire  de  S. 

II.  Revenant  à  notre  énoncé  général,  désignons  par  ni  le  nombre 
des  équations  du  système  réduit  S,  et  admettons  pour  un  instant  que 
le  système  réduit  S',  conséquence  numérique  de  S,  comprenne  plus 
de  m  équations  (il  en  résulte,  à  plus  forte  raison,  que  le  nombre  des 
variables  engagées  dans  les  deux  systèmes  est  lui-même  supérieur  à 
m).  Cela  étant,  soient 


F,=  G, 


et 


Kt  =  o,         K2  =  G,  ...,         K„i  =  o,         K„jH_i  =  o,  ... 

les  équations  des  systèmes  respectifs  S  et  S'.  On  a,  en  vertu  de  I,  les 
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(8) 


'1,1 
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I+Ll,2 

F^H-. 

.+  ï^i,/« 

F,„, 

1  +  L2,2 

F2-i-. 

.-^  1-2,  m 

A  /M, 

K,„      =  L,;j,i      Fi-1-L,;i,2     F2 -i- . . . -f- L, 


où  les  L  désignent  certaines  fonctions  développables  à  partir  de  la 
solution  numérique  initiale  commune.  Je  dis  que  celles  d'entre  ces 
fonctions  qui  figurent  dans  les  m  premières  identités  (8)  forment  un 
déterminant  dont  la  valeur  initiale  est  différente  de  zéro. 

Considérons  en  effet  les  dérivées  premières  des  m  fonctions  K,, 
Ko,  ...,  K„j,  et  calculons,  à  l'aide  des  m  premières  identités  (8), 
leurs  valeurs  initiales.  La  première  identité,  différentiée  par  rapport 
à  une  variable  quelconque,  ;/,,  nous  donne 


dui  ^^'^  dui    '     ^*'^  diii 


Li, 


"  dur 
dux 


Or,  F,,  Fo,  ...,  F,;,  ayant  des  valeurs  initiales  nulles,  on  peut,  pour 
calculer  la  valeur  initiale  du  premier  membre,  --^  )  de  la  formule  pré- 
cédente, faire  abstraction  des  m  derniers  termes  du  second  membre, 
c'est-à-dire  opérer  comme  si  les  fonctions  L  se  réduisaient  à  des 
constantes.  Si  donc  on  se  propose  de  calculer  la  valeur  initiale  du 
déterminant  différentiel  de 

Kl,     K2,     . . . ,     K,« 
par  rapport  à  m  variables  quelconques, 

Ml,       W2,        •  .  •  ,       Wm, 

il  suffira  de  combiner,  par  la  règle  de  multiplication,  les  deux  déter- 
minants 

Li,i      Li,2       • .  •     Lj.w 


(9) 


2,1      ^2,2 


/M,l        ^//l,2 


J-'2,m 
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et 


dF, 

dF^ 

dF,n 

dui 

dui 

dui 

dFi 

âF, 

àF,n 

àll2 

àU2 

dii2 

àF, 

dF, 

dF,n 

ait  m 

ÔU,n 

àu,n 

Cela  étant,  si  le  déterminant  (9)  avait  une  valeur  initiale  nulle, 
tous  les  déterminants  différentiels  du  système 


Kl 


Ko=  o, 


K, 


auraient  aussi  des  valeurs  initiales  nulles;  et,  comme  tous  les  déter- 
minants différentiels  de  S'  sont  (en  vertu  d'une  propriété  connue  des 
déterminants)  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  précédents,  ils 
auraient  tous  eux-mêmes  des  valeurs  initiales  nulles,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Le  déterminant  (9)  ayant  une  valeur  initiale  différente  de  zéro, 
les  m  premières  identités  (8)  sont  résolubles  par  rapport  à  F<, 
Fo,  . . .,  F,;i,  et,  en  portant  dans  les  identités  suivantes  les  expressions 
ainsi  obtenues,  il  vient 


(10) 


K/«-(-l  =    Y*  „i-lr-\,\  Kj  +    l*  „i-\-\^1  K2 


r //j  i-i,/«  r^mi 


où  les  fonctions  P  sont  développables  à  partir  des  valeurs  initiales 
des  variables.  Si  l'on  calcule  maintenant,  en  tenant  compte  des  iden- 
tités (10),  les  valeurs  initiales  des  déterminants  différentiels  du  sys- 
tème S',  ce  calcul  peut,  à  cause  de  la  nullité  des  valeurs  initiales  de 
Kj,  K2,  . . .,  K,7i,  s'opérer  en  assimilant  à  des  constantes  les  diverses 
fonctions  P  :  donc,  dans  chacun  des  déterminants  considérés,  toute 
ligne  de  rang  supérieur  à  m  a  ses  divers  éléments  exprimables  par  une 
même  fonction  linéaire  et  homogène  des  éléments  correspondants  des 
m  premières  lignes;  ilen  résulte,  contrairement  à  l'hypothèse,  que 
les  déterminants  différentiels  de  S'  ont  tous  des  valeurs  initiales 
nulles. 


180.  Deux  systèmes  réduils  iiuméiicjuement  équivalents  com- 
prennent le  même  nombre  d'équations. 
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Soient  m  et  m' les  nombres  respectifs  d'équations  des  deux  systèmes. 
En  vertu  de  l'équivalence  supposée,  chaque  système  est  une  consé- 
quence numérique  de  l'autre;  on  ne  peut  donc  avoir  (n*'  129)  ni 
m  >  /?i',  ni  ni!  >>  m  :  il  en  résulte  nécessairement  m  =  m'. 

131.  Si  deux  systèmes  réduits  comprennent  le  même  nombre 
d^ équations,  et  que  le  second  soit  conséquence  numérique  du  pre- 
mier, imersement  le  premier  est  conséquence  numérique  du  second, 
et  les  deux  systèmes  sont  numériquement  équivalents. 

Soient  en  effet 

Fi  =  o,        F2=o,         ...,        F,„=o 
et 

K,  =  o,         K2  =  o,         ...,         K,,j  =  o 

les  équations  de  ces  deux  systèmes  respectifs.  Le  premier  étant  réduit, 

et  le  second  conséquence  numérique  du  premier,  on  a  (n°  129,  I)  les 

identités 

Kl   =Li,,  F,-f-Li,2  Fa-h. .  .-h  Li,,„  F„,, 

/     X  I  Ka  =  Ls,!  FiH-L2,2  F2-I-. .  .-h  L2,^  F,„, 

1 


'/n,2  A^2  -+" 


•m, m  ^  rtf 


Le  second  système  étant,  de  plus,  réduit,  le  déterminant  formé  par 
les  fonctions  L  a,  en  vertu  d'un  raisonnement  antérieur  (n"  129,  II), 
une  valeur  initiale  différente  de  zéro  :  les  identités  (11)  peuvent  donc 
être  résolues  par  rapport  à  F<,  Fo,  . . .,  ¥m^  d'où  résulte  que  le  pre- 
mier système  est  une  conséquence  numérique  du  second. 

132.   Etant  donné  un  système  réduit,  S,  composé  des  m  équa- 
tions 

F,  =  0,         F2  =  o,         ...,         F,„=o, 

V expression  générale  des  systèmes  réduits  équivalents  est 

Li,i  FiH-L,,2  F2-t-...H-Li,,„  F,„=o, 
La.i  Fi-hL2,2  F24-. .  .-h  L2,,„  F,/,  =  o, 


L/«,i  FjH-  L,„^2F2  4-.  .  .-+-  ï^m,rn  F/n  =  O, 

où  les  fonctions  L,  développables  à  partir  des  valeurs  initiales  des 
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variables,  sont  arbitrairement  choisies  sous  la  seule  condition  de 
former  un  déterminant  à  valeur  initiale  non  nulle. 

Effectivement,  tout  système  réduit  équivalent  à  S  se  compose, 
comme  lui,  de  m  équations  (n"  130),  et  en  est  une  combinaison mul- 
tiplicatoire  (n°  129,  1);  on  voit  d'ailleurs,  en  raisonnant  comme  on 
l'a  déjà  fait  (n°  129,  II),  que  le  déterminant  des  multiplicateurs  a  une 
valeur  initiale  différente  de  zéro. 

Réciproquement,  si  un  système  S',  composé  des  m  équations 

Kl  =  o,         Ka  =  o,         . . . ,         K,„  =  o, 

est  une  combinaison  multiplicatoire  du  système  réduit  S,  et  que  le 
déterminant  des  multiplicateurs  ait  une  valeur  initiale  différente  de 
zéro,  les  identités  (i  i),  sur  lesquelles  on  raisonnera  comme  plus  haut 
(n*'  129,  II),  montrent  que  le  système  S'  est  forcément  réduit  :  comme 
il  est  évidemment  une  conséquence  numérique  de  S,  il  lui  est,  en 
vertu  du  n°  131,  numériquement  équivalent. 

133.  Si  deux  systèmes  sont  réduits  et  numériquement  équiva- 
lents, d^oii  résulte  (n°  130)  quUls  sont  composés  d^ un  même  nombre 
m  d' équations,  ils  sont,  en  outre,  nécessairement  résolubles  par 
rapport  aux  mêmes  groupes  de  m  variables . 

Si  l'on  désigne  en  effet  par 

Fi  =  o,        F2=o,         ...,        F,„=o 
et  par 

Ki  =  o,        K2=o,         ...,        K,„=o 

les  équations  de  ces  deux  systèmes  respectifs,  on  a,  entre  leurs  pre- 
miers membres,  les  identités  (i  i),  où  le  déterminant  des  fonctions  L 
a  une  valeur  initiale  différente  de  zéro  (n^  132)  :  cela  étant,  si  l'on 
considère,  par  rapport  à  un  même  groupe  quelconque  de  m  variables, 
leurs  déterminants  différentiels  respectifs,  la  valeur  initiale  du  second 
s'obtient  en  multipliant  celle  du  premier  par  la  valeur  initiale  du 
déterminant  des  fonctions  L. 

134.  Etant  donné  un  système  réduit^  S,  composé  des  m  équa- 
tions 

Fi  =  o,        F2=o,        ..,,        F^=o, 
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les  systèmes  réduits  de  m — p  équations  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété d^être  conséquences  numériques  de  S  ont  pour  expression 
générale 

Ls,t       FiH-L2,2       F2-4-. . .+ Lj,,^       F,„=o, 

Lm-p,l  Fi  -f-  L;„_/^,jF2-f-.  .  .-I-  h,n-p^rn^ m  =  O, 

oii  les  fonctions  L,  développables  à  partir  des  valeurs  initiales  des 
variables,  sont  arbitrairement  choisies  sous  la  seule  condition  que 
les  déterminants  d'ordre  m  — p  extraits  de  leur  Tableau  n'aient 
pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles. 

I.  Pour  qu'un  système  de  m — p  équations  (dont  les  seconds 
membres  sont  nuls,  et  les  premiers  développables  à  partir  des  valeurs 
initiales  des  variables)  soit  une  conséquence  numérique  du  système 
réduit  S,  il  faut  et  il  suffît  (n°  129,  I)  qu'il  en  soit  une  combinaison 
multiplicatoire,  et  qu'il  ait,  par  suite,  la  forme  (12). 

II.  Pour  que  le  système  (12)  soit  réduit,  il  faut  et  il  suffit,  comme 
on  va  le  voir,  que  les  déterminants  d'ordre  m  — p  extraits  du  Tableau 
des  fonctions  L  n'aient  pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles. 

Désignons  en  effet  par 


Kl,     Ko,     ...,     K 


m—p 


les  premiers  membres  du  système  (12).  En  calculant,  par  la  règle  des 
fonctions  composées,  un  élément  quelconque  du  Tableau  différentiel 
de  (12),  et  observant  que  Fi,  F2,  ...,  F/„  ont  des  valeurs  initiales 
nulles,  on  verra,  comme  à  l'alinéa  II  du  n°  129,  que,  pour  obtenir 
la  valeur  initiale  du  déterminant  différentiel  de  (12)  par  rapport  à 
m — p  variables  quelconques,  par  exemple  «,,  Wo,  ...,  u,n-p^  il 
suffît  de  combiner  par  la  règle  de  multiplication  des  déterminants 
généralisée  le  Tableau  (rectangulaire) 


(i3) 


La,!  5  L2,9  .  .  .  ,       ^2,/;»? 


*-'ni—pT\i      ^m—p,ii       •••}       ^/n—p,ni 


avec  celui  des   dérivées  premières  de  F<,  F^,  ...,   F,„  par  rapport 
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Ut,  u- 


m -pi 


dUy 

dF, 

dF,n 

i 

ÔU2 

dF, 

dU2 

àF,n 

àF, 

ÔF, 

dF,n 

àUn- 


dU,n-i 


Le  résultat  de  cette  opération  est  égal,  comme  on  sait,  à  la  somme 
des  produits  obtenus  en  multipliant  les  déterminants  d'ordre  m  —  /; 
du  premier  Tableau  par  les  déterminants  homologues  du  second  (^). 

Cela  posé,  il  est  nécessaire,  pour  que  le  système  (12)  soit  réduit, 
que  les  déterminants  d'ordre  m  — /?  du  Tableau  (i3)  n'aient  pas  tous 
des  valeurs  initiales  nulles  :  car  autrement,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  les  déterminants  différentiels  de  (12)  auraient  tous  des  valeurs 
initiales  nulles. 

Réciproquement,  supposons  que  l'un  au  moins  des  déterminants 


(^)  Considérons  les  deux  Tableaux  rectangulaires 


et 


«,, 

b,,      .. 

.,     /,. 

«,, 

b,,      .. 

..     ^,, 

Cl,. 

b,,     .• 

'     ^ 

«1. 

Pp      •• 

,     \, 

a^, 

P„      .. 

,     >^., 

^r 

P,,      ... 

'     \ 

qui  contiennent  chacun  q  lignes  et  q -\- r  colonnes  (q '>  o,  1^=0).  Si  l'on  pose 
R.  •=!  <2,a.+  6,p-  +  ...+  li'Ki        (i  =  1,  2,  ...,  7  et  y  =  I,  2,  ...,  ^), 

le  déterminant  d'ordre  q 

R,„ 


R. 


"2,1     "2,2 


*^'/,>    ^1,^ 


H. 
R-, . 


est  égal  à  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  les  déterminants 
d'ordre  q  extraits  du  premier  Tableau  par  les  déterminants  homologues  extraits  du 
second. 
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d'ordre  jn  — p  du  Tableau  (i3)  ait  une  valeur  initiale  différente  de 
zéro,  et  soit 

(l4)  Ml,       Mj,        ...,       U,n 

l'un  des  groupes  de  m  variables  par  rapport  auxquels  le  système  S 
est  résoluble  :  je  dis  que  le  système  (12)  l'est  nécessairement  par 
rapport  à  quelque  groupe  de  m  — p  variables  extrait  de  (14)7  ou 5  en 
d'autres  termes,  que  les  CJJJ_  déterminants  différentiels  de  (12)  rela- 
tifs aux  divers  groupes  de  m — p  variables  extraits  de  (i4)  n'ont  pas 
tous  des  valeurs  initiales  nulles.  Admettons  en  effet  pour  un  instant 
que  les  valeurs  initiales  dont  il  s'agit  soient  toutes  nulles.  Si  on  les 
calcule  conformément  aux  indications  ci-dessus,  on  obtient  C^J_„ 
expressions  possédant  la  double  propriété  :  i  "  d'être  linéaires  et  homo- 
gènes par  rapport  aux  G^_  ^  déterminants  d'ordre  m  — p  extraits  du 
Tableau  (i3);  2"  d'avoir  pour  coefficients  les  divers  déterminants 
d'ordre  m — p  extraits  du  déterminant  différentiel  de  F,,  Fo,  ..., 
F^  relatif  à  m,,  U21  . . . ,  Um-  Gomme  les  déterminants  d'ordre  m  — p 
extraits  du  Tableau  (i3)  n'ont  pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles,  il 
résulte  de  la  théorie  des  équations  linéaires  et  homogènes  que  le 
déterminant  des  coefficients  a  une  valeur  initiale  nulle,  et  par  suite 
aussi  le  déterminant  différentiel  de  Fi,  F2,  . . . ,  F;;^  par  rapport  à  w,, 
^^25  •  •  •  5  Um{^)-,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

ITI.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  1  et  II  suffit  à  établir 
l'exactitude  de  notre  énoncé. 

135.  Etant  donnés  deux  systèmes  réduits,  S  et  S'^  composés 
respectivement  de  m  et  de  m  — p  équations,  et  dont  le  second  soit 
conséquence  numérique  du  premier,  si  le  système  S  est  résoluble 
par  rapport  à  un  groupe  déterminé  de  m  variables,  le  système  S' 
l'est  nécessairement  par  rapport  à  quelque  groupe  de  m  — p 
variables  extrait  du  précédent. 

Si  l'on  désigne  en  effet  par 

Fi  =  o,         F2=o,         ,..,        F,„  =  o 


(*)  On  sait,  en  effet,  que  la  nullité  du  déterminant  formé  avec  les  mineurs  d'un 
même  ordre  d'un  déterminant  donné  entraine  la  nullité  de  ce  dernier. 
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les  m  équations  du  système  S,  le  système  S'  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (12),  où  les  multiplicateurs  L  satisfont  à  la  condition  que  les 
déterminants  d'ordre  m  — p  extraits  de  leur  Tableau  n'aient  pas  tous 
des  valeurs  initiales  nulles  (n''  134-)  :  cela  étant,  la  possibilité,  pour 
le  système  S,  d'être  résolu  par  rapport  à  un  groupe  déterminé  de  m 
variables,  entraîne,  pour  le  système  (12),  ainsi  que  nous  l'avons 
prouvé  (n"  134,  II),  la  possibilité  d'être  résolu  par  rapport  à  quelque 
groupe  de  m  — p  variables  extrait  du  précédent. 

136.  Etant  donné  un  système  réduit,  S,  composé  de  m—-p 
équations,  et  où  se  trouvent  engagées  m  variables  au  moins,  con- 
sidérons, d  une  part,  les  systèmes  réduits  de  m  équations  qui  ont 
pour  conséquence  numérique  le  proposé,  d'autre  part,  les  systèmes 
obtenus  en  adjoignant  aux  équations^ 

(i5)  Fi  =  o,         F2  =  o,         ...,         ¥,n-p=o, 

du  système  S,  p  équations, 

Fm— p+l  =  O1  •  •  •  1  F;,i  =  O, 

arbitrairement  choisies  sous  les  seules  conditions  :  i**  que  leurs 
premiers  membres,  F,„_^^,,  ...,  F„i,  développables  à  partir  des 
valeurs  initiales  des  variables,  aient  des  valeurs  initiales  nulles  ; 
1"  que  les  divers  déterminants  différentiels  des  m  fonctions 

Fj,     Fj,     ...,    ¥  „i-pt     F,;j_^-,_i,     ....     F„j 

n'aient  pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles. 

Cela  étant,  tout  système  du  second  groupe  figure  aussi  dans  le 
premier;  inversement,  tout  système  du  premier  groupe  possède 
dans  le  second  quelque  équivalent  numérique. 

La  première  partie  de  notre  conclusion  est  évidente  :  reste  à  établir 
la  seconde. 

Supposons  donc  que  le  système  réduit 

(lO)  G,  =  G,         0-2=  0,         ...,        G,„  =  G 

ait  pour  conséquence    numérique  le  proposé   S,   formé   des   m — p 
R.  ,9 


(•7) 
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équations  (i5).  En  vertu  du  n"  134,  on  a  alors  des  identités  de 
forme 


Fi 


U,i 


L'l,m— p  G„i- p-i- Ln^„i—p-^-i  ^m—p-hi 


L, 


m         vj  ,„ 


>,iGi- 


^■'rn—p,m—p^/>i—p~^  ^ni—p.ni—p-hl  ^//j— />+!"+■  •••-+-  ^-'m~p,m^mi 


les  déterminants  d'ordre  m  — p  du  Tableau  formé  par  les  L  n'ayant 
pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  sup- 
pose que  le  déterminant 


Li, 


...     Li, 


'm—p,i 


•fn  —  p,m—p 


ait  une  valeur  initiale  différente  de   zéro    et  qu'on   adjoigne    alors 
aux  m — p  identités  (17)  les  /?  identités 


(18) 


'm-  p-hl 


=  G 


m—p-hli 


la  seule  inspection  du  groupe  résultant, 

[(17),  (18)], 
montre  que  le  passage  du  système  (16)  au  système 


(19)    F, 


G,/i_ 


7^+1 


peut  s'effectuer  à  l'aide  de  multiplicateurs  formant  un  déterminant  à 
valeur  initiale  non  nulle  :  le  système  (19)  est  donc  réduit,  comme  (16), 
lui  équivaut  numériquement  (n°  132),  et  peut  d'ailleurs  se  déduire 
de  S  par  le  mécanisme  décrit  dans  notre  énoncé. 

137.  Etant  donnés  deux  systèmes  réduits^  S  et  S' ,  composés 
respectivement  de  m  — p  et  de  m  équations,  et  dont  le  second  ait 
pour  conséquence  numérique  le  premier,  si  le  premier ,  S,  est  réso- 
luble par  rapport  à  un  groupe  déterminé  de  m  — p  variables,  il 
existe  dans  le  second,  S',  quelcjue  groupe  de  m — p  équations 
résoluble  par  rapport  à  ces  m  —  p  variables,  et  l'on  peut,  par 
U adjonction  à  ces  m  — p  variables  de  p  autres  convenablement 
choisies,  former  un  groupe  par  rapport  auquel  le  système  S'  soit 
résoluble. 
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I.  Désignons  par 

Fj  =  o,         F2=o,         ...,         F,„=o 

les  m  équations  du  système  réduit  S'  :  il  résulte  alors  du  n°  "tSi  que 
le  système  réduit  S  est  de  la  forme  (12),  où  les  déterminants  d'ordre 
m  — p  extraits  du  Tableau  des  fonctions  L  n'ont  pas  tous  des  valeurs 
initiales  nulles.  Cela  étant,  si  le  système  S  est  résoluble  par  rapport 
aux  m — p  variables 

(20)  Mi,       M2,        ...  5       U,,n-p, 

i 

il  existe,  dans  le  système  S',  quelque  groupe  de  m — p  équations  ré- 
soluble par  rapport  à  ces  mêmes  variables  (20)  ;  en  d'autres  termes, 
si  l'on  désigne  par  0,  ...  les  C"J_„  déterminants  d'ordre  m — p 
extraits  du  Tableau  différentiel  de  S' relatif  aux  seules  variables  (20), 
les  déterminants  0,  ...  n'ont  pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles  : 
car,  en  calculant,  conformément  aux  indications  du  n°  134,  la  valeur 
initiale,  différente  de  zéro,  du  déterminant  différentiel  de  S  relatif 
aux  variables  (20),  l'expression  résultante  est  linéaire  et  homogène 
par  rapport  aux  déterminants  0,  . . . . 

II.  On  peut  d'ailleurs,  par  l'adjonction  aux  m  — p  variables  (20) 
de  yo  autres  convenablement  choisies,  former  un  groupe  par  rapport 
auquel  le  système  S'  soit  résoluble  ;  en  d'autres  termes,  si  l'on  adjoint 
au  groupe  (20)  p  variables  qui  lui  soient  étrangères,  et  qu'on  répète 
l'opération  de  toutes  les  manières  possibles,  les  déterminants  différen- 
tiels de  S'  par  rapport  aux  divers  groupes  résultants  n'ont  pas  tous 
des  valeurs  initiales  nulles. 

Effectivement,  supposons  pour  un  instant  que  les  valeurs  initiales 
dont  il  s'agit  soient  toutes  nulles.  Si  l'on  considère,  comme  tout  à 
l'heure  (I),  le  Tableau  différentiel  des  m  équations  de  S'  par  rapport 
aux  m  — p  variables  (20)  ;  si,  de  plus,  désignant  par 

(21) 

un  groupe  arbiliairement  choisi  âe  m  variables,  on  forme  successi- 
vement les  C"'_^  Tableaux  différentiels  de  ces  mêmes  équations  par 
rapport  aux  divers  groupes  de  p  variables  extraits  de  (21),  ces 
Tableaux,  en  nombre  total  i  +  G;;;_^,  comprennent,  le  premier 
m  —  p  lignes,  les  suivants/?  lignes,  et  tous  comprennent  d'ailleurs  ni 
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colonnes,  de  telle  façon  qu'en  écrivant  au-dessous  du  premier  l'un 
quelconque  des  suivants,  on  forme  un  déterminant  d'ordre  m.  On 
peut  dès  lors  former  ainsi  G"J_^  déterminants  d'ordre  m,  et  tous  ont 
des  valeurs  initiales  nulles,  les  uns  en  vertu  de  ce  que  nous  supposons, 
les  autres  comme  ayant  plusieurs  lignes  identiques.  En  leur  appliquant 
un  développement  connu,  on  obtient  pour  eux  CJJJ_  expressions  pos- 
sédant la  double  propriété  :  i"  d'être  linéaires  et  homogènes  par  rap- 
port aux  GJ"_  déterminants  d'ordre  m  — p  que  nous  avons  nommés 
plus  haut  ô,  . . .  (I);  2"  d'avoir  pour  coefficients  les  divers  détermi- 
nants d'ordre  p  extraits  du  déterminant  différentiel  des  m  équations  S' 
relatif  aux  în  variables  (21).  Comme  les  déterminants  8,  .  . .,  en  vertu 
de  I,  n'ont  pas  tous  des  valeurs  initiales  nulles,  il  résulte  de  la  théorie 
des  équations  linéaires  et  homogènes  que  le  déterminant  des  coeffi- 
cients a  une  valeur  initiale  nulle,  par  suite  aussi  le  déterminant  diffé- 
rentiel des  m  équations  S'  relatif  aux  m  variables  (21).  Le  détermi- 
nant différentiel  de  S'  relatif  à  un  groupe  quelconque  de  m  variables 
a  donc  une  valeur  initiale  nulle,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

138.  Dans  un  système  réduit  de  m  équations, 
{'11)  Fi  =  o,         F2=o,         ...,         F,„  =  o, 

aux  m-\-  q  variables 

la  solution  générale  peut  s^ obtenir  à  V aide  d^ un  système  de  m  -\-  q 
formules  exprimant  les  variables  dont  il  s'agit  en  fonctions  olo- 
tropes  de  q  arbitraires,  et  telles  que  q  de  ces  formules  [convena- 
blement choisies)  soient  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

De  plus,  si,  le  système  réduit  (22)  étant  donné,  on  en  suppose 
la  solution  générale  exprimée  à  V aide  d'un  système  de  m-\-  q 
formules  satisfaisant  à  cette  condition, 

"1           =fx           (iu    -"^tq). 
1 

Uni        ^^  J  m        \i\t   -  '  '  1  t^qjt 
(23)  ^ 

1    U„i^i  — f„i^i(ti^    ...,tq), 

[     '^ ' 
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//  faut  et  il  suffit,  pour  que  le  système  (22)  soit  résoluble  par 
rapport  à  m  variables  déterminées,  les  m  premières  par  exemple, 
que  les  q  dernières  formules  (28)  soient  résolubles  par  rapport 
aux  q  arbitraires. 

I.  Considérant  le  système  réduit  (22),  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  qu'il  soit  résoluble  par  rapport  aux  m  premières  variables,  w,, 
U21  '  '  1  f^hn  '  la  solution  générale  en  sera  alors  fournie  par  m  for- 
mules, 

(M) 

exprimant  les  m  variables  dont  il  s'agit  à  l'aide  des  q  variables  res- 
tantes dont  les  valeurs  sont  arbitraires.  Si  donc  on  égale  les  q  der- 
nières variables  à  des  arbitraires  ;,,  ..  .,  tg^  la  solution  générale  sera 
tout  aussi  bien  fournie  par  les  m  -\-  q  formules 


Um        =  '^m(tu   •  .  .,tg), 


dont  les  seconds  membres  ne  contiennent  que  les  arbitraires,  et  dont 
les  q  dernières  sont  évidemment  résolubles  par  rapport  à  ces  arbi- 
traires. 

Plus  généralement,  posons 

/    Um+\  =/m-hl(ti',   '  '  '  ,  tq), 

(25) , 

l    Um-hq'=Jm  +  q{ti,   ...,tq)y 

les  seconds  membres  de  ces  q  formules  étant  arbitrairement  choisis 
sous  les  seules  conditions  d'être  développables  à  partir  de  certaines 
valeurs  initiales  des  arbitraires  ^< .  . . . ,  Z^,  d'avoir  pour  valeurs  initiales 
celles  que  possèdent,  dans  le  système  (22),  les  variables  Ufn^i,  .  .., 
Unut-q^  et  enfin  d'avoir  un  déterminant  difierentiel  dont  la  valeur  ini- 
tiale ne  soit  pas  nulle,  de  telle  façon  que  le  système  (26)  soit  résoluble 
par  rapport  à  /(,...,  t,^.  En  remplaçant,  dans  (24),  Um^\^ 


u 


rn  +  q 
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par  leurs  valeurs  tirées  de  (aS),  il  vient 

(26) , 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  l'ensemble  des  formules  (ao)  et  (26) 
fournit  la  solution  générale  du  système  (a^).  Effectivement,  si  l'on 
résout  le  système  (aS)  par  rapport  à  ^, ,  . .  .,  ^y,  ce  qui  donne 



t(f  =  1if(  U,„-^x  ,    .  .  .  ,    ll„ij^q  ), 


l'équivalence  numérique  des  systèmes  (aS)  el['i-j)  montre  qu'en  fai- 
sant varier  les  arbitraires  ^,,  .  . .,  ^^  du  système  (20)  dans  le  voisinage 
de  leurs  valeurs  initiales,  les  premiers  membres  u,u^\.  ..  .,  Um^q 
prennent,  dans  un  voisinage  suffisamment  rapproché  de  leurs  propres 
valeurs  initiales,  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs  :  il  est  clair, 
dès  lors,  qu'en  faisant  varier  arbitrairement  ^,,  ...,  t^  autour  de 
leurs  valeurs  initiales  dans  le  système  [(2Ô),  (26)],  on  obtiendra, 
pour  les  m  -{-  q  variables  w,  les  mêmes  systèmes  de  valeurs  numéri- 
ques qu'en  faisant  varier  arbitrairement  iim  +  Ki  ••.,  Um^q  autour  de 
leurs  valeurs  initiales  dans  le  système  (24). 

Ainsi  se  trouve  établie  la  première  partie  de  notre  énoncé. 

II.  Supposons  maintenant,  pour  établir  la  seconde,  que  la  solution 
générale  du  système  (22)  soit  fournie  parles  m  -f- ^  formules  (28), 
dont  q  convenablement  choisies  sont  résolubles  par  rapport  aux  arbi- 
traires ^,,  . . .,  tq. 

Cela  étant,  si  les  q  dernières  formules  (23)  sont  résolubles  comme 
il  vient  d'être  dit,  il  est  clair  qu'en  effectuant  la  résolution  dont  il 
s'agit,  et  remplaçant  dans  les  m  premières  formules  (  28  )  les  arbitraires 
/,,  ....  tq  par  les  valeurs  ainsi  obtenues,  le  groupe  résultant, 

^1      =  ~1  (  ^</«-+-Ii    •  •  ••)  W/«  f  7), 
iq      =  '^qi^Jll-^li    '  •  ■  1   l^i/n  +  q  )^ 

('^8)  I 


^m  —  Jm  ( '^  1 5    '  '  '  ■)  ~q)t 
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est  numériquement  équivalent  à  (28)  :  le  groupe  réduit  formé  parles 
m  dernières  équations  (28),  où  ne  figurent  que  les  m  -\-  q  variables  w, 
est,  dès  lors,  une  conséquence  numérique  du  système  réduit  formé 
par  les  m  équations  (22),  et,  par  suite,  lui  équivaut  numériquement 
(n°  131)  ;  le  système  (22)  est  donc,  comme  le  groupe  réduit  en  ques- 
tion, résoluble  par  rapport  aux  m  premières  variables  u  (n*^  133). 

Réciproquement,  supposons  les  /7i  équations  (22)  résolubles  par 
rapport  aux  m  premières  variables  u.  En  adjoignant  à  ces  m  équations 
les  g  dernières  formules  (28),  le  système  résultant.  S,  composé 
de  m  -^  q  équations,  est  évidemment  résoluble  par  rapport  aux 
m  -\-  q  variables 

et,  par  suite,  est  réduit  ;  il  est,  d'autre  part,  identiquement  vérifié 
par  la  substitution  à  ces  variables  de  leurs  valeurs  tirées  des  m -\-  q 
formules  (28),  et,  par  suite,  est  une  conséquence  numérique  de  (28)  : 
ces  deux  systèmes  réduits,  composés  l'un  et  l'autre  àe,  m  -^  q  équa- 
tions, sont  donc  numériquement  équivalents  (n"  131),  et,  dès  lors, 
résolubles  par  rapport  aux  mêmes  groupes  de  ni-\-  q  variables 
(n"  133).  Or,  puisque  le  système  (28)  contient,  en  vertu  de  notre 
hypothèse,  q  équations  résolubles  par  rapport  aux  q  arbitraires,  il 
est  lui-même  évidemment  résoluble  par  rapport  à  ces  q  arbitraires  et 
aux  m  variables  u  figurant  dans  les  m  équations  restantes  :  le  sys- 
tème 2,  composé  des  jn  équations  (  22  )  et  des  q  dernières  formules  (28), 
est  donc  résoluble  par  rapport  aux  mêmes  quantités,  et,  comme  les  m 
équations  (22)  sont  indépendantes  des  q  arbitraires,  il  faut  bien  que 
les  q  dernières  formules  (28)  soient  résolubles  par  rapport  à 
elles. 

139.  Dans  ce  qui  précède,  on  se  donne  un  système  réduit  de  m 
équations  k  m -\- q  variables  m,,  u^-  .•-,  Um+q^  et  l'on  montre  qu'il 
existe,  pour  en  exprimer  la  solution  générale,  quelque  système 
de  ni-\-  q  formules  égalant  les  m-\-  q  variables  dont  il  s'agit  à  autant 
de  fonctions  olotropes  de  q  arbitraires,  de  telle  façon  que  q  d'entre 
ces  formules  soient  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

Réciproquement,  étant  donné  un  pareil  système  de  m  -f-  q  for- 
mules, on  en  tire,  par  U  élimination  des  q  arbitraires,  un  système 
réduit  de  m  équations,  aux  m  -\-  q  variables  w<,    Wa,    •••5   itm  +  qy 


296  CHAPITRE   VIII. 

dont  la  solution  générale  se  trouve  exprimée  par  les  m  +  q  for- 
mules données. 

Supposons,  en  effet,  que  le  système  (  28  )  soit  donné,  et  que  les  q  der- 
nières équations  de  ce  système  soient  résolubles  par  rapport  à  ^, ,  ...,  tq. 
En  effectuant  cette  résolution,  ce  qui  donne  les  formules 

(29)  \ ' 

\    tq-=-  IqyUjn-^-Xi   '  •  '  1  U,„^q)^ 

et  portant  les  valeurs  ainsi  obtenues  dans  les  m  premières  équa- 
tions (28),  il  vient 

Ce  système  (3o)  est  évidemment  un  système  réduit,  aux  m  +  cj  va- 
riables u^^  U2,  .  . .,  Um+q,  résoluble  par  rapport  aux  771  premières  :  si 
donc  on  pose 

(3i)  , 

'     Urn-\-q'=  Jin^q\t\i   '••ifqh 

et  qu'on  remplace,  dans  (3o),  z/^  +  i,  •..,  W/zi  +  y  par  les  seconds  mem- 
bres de  (3i  ),  il  résulte  du  raisonnement  fait  à  l'alinéa  I  du  numéro 
précédent  que  le  groupe  des  m-\-q  formules  résultantes  fournit  la 
solution  générale  du  système  (3o).  Or,  en  vertu  de  l'équivalence  nu- 
mérique qui  existe  entre  (29)  et  (3i),  la  substitution  dont  il  s'agit, 
effectuée  dans  les  fonctions  t<  ,  . . .,  t^,  les  rend  identiquement  égales 
à  ^,,  . . .,  tq^  et,  par  suite,  rend  le  système  (3o)  identique  au  groupe 
des  m  premières  formules  (23).  La  solution  générale  du  système  (3o) 
se  trouve  donc  exprimée  par  les  m -f- ^  formules  (23). 

140.  Enfin,  si  les  m -\- q  formules  olotropes  (28),  do7it  q  sont 
supposées  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires  ^,,  . . .,  tq^  véri- 
fient constamment  le  système  réduit  des  m  équations  (22), 
aux  m  -{-  q  variables  Ui,  U2^  • . .,  Um  +  q^  elles  71e  peuvent  manquer 
d'en  fournir  la  solution  générale. 

Effectivement,  les  m-{-q  formules  (28)  fournissent  (n"  139)  la 
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solution  générale  du  système  réduit  de  m  équations  (aux  seules 
variables  u)  auquel  conduit  l'élimination  des  q  arbitraires  ;  toute 
solution  numérique  de  ce  dernier  figure  donc  dans  quelque  solution 
numérique  de  (aS),  et  par  suite,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  est  une 
solution  numérique  de  (22).  Le  système  réduit  (22)  se  trouve  ainsi 
être  conséquence  numérique  d'un  système,  également  réduit,  com- 
posé d'équations  en  même  nombre  ;  il  lui  est,  dès  lors,  numérique- 
ment équivalent  (  n"  131),  et  la  solution  générale  en  est  fournie  par 
les  mêmes  formules. 


Systèmes  d'équations  olotropes  où  certaines  indéterminées 
sont  assujetties  à  être  fonctions  des  autres. 


141.   Si  le  système 


(0 


OU 


désignent  deux  groupes  d'indéterminées,  admet  quelque  solution 
numérique, 

(2)  !  "«'   "«'    •••' 

/   ^0,     JKo,      .  .  . , 

à  partir  de  laquelle  ses  premiers  membres  soient  tous  dévelop- 
pables,  on  peut,  sous  le  bénéfice  d'une  certaine  restriction  qui  sera 
formulée  plus  loin,  lui  substituer  un  système  de  même  forme 
jouissant  de  la  double  propriété  :  \°  d'admettre,  à  V intérieur 
d'un  domaine  suffisamment  petit  de  centre  (wo,  t^o?  •••,  «^0?  JKo,  •••)' 
les  mêmes  solutions  numériques  que  (i);  2°  de  comprendre  deux 
groupes  d'équations,  dont  le  premier  soit  résoluble,  à  partir  des 
valeurs  (2),  par  rapport  à  certaines  variables  convenablement 
choisies  du  groupe  «,  v^  . .  .,  tandis  que  les  équations  restantes  ne 
contiennent  que  les  seules  variables  du  groupe  x^  y^ 
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Soit  n  le  nombre  des  variables  du  groupe  a,  v^ 

Si  les  dérivées  premières  de/,,  y*o,  . .  .,  /,i  par  rapport  à  «,  v^  ... 
sont  toutes  identiquement  nulles,  les  équations  (i)  ne  contiennent 
que  les  seules  variables  x^  J%  •  •  •  (n"  9i),  et  la  proposition  est  vraie 
d'elle-même,  avec  cette  circonstance  particulière  que  le  premier  des 
deux  groupes  d'équations  spécifiés  par  notre  énoncé  n'existe  pas. 

Abstraction  faite  de  ce  cas  singulier,  il  arrive  nécessairement  de 
deux  choses  l'une  : 

Ou  bien  il  existe  n  des  fonctions 

(3)  fu    /2,     ...,    /m 

dont  le  déterminant  différentiel  relatif  à  «,  v^  ...  n'est  pas  identique- 
ment nul  ; 

Ou  bien,  ]x  désignant  un  certain  entier  moindre  que  az,  il  existe  jji 
des  fonctions  (3)  dont  les  déterminants  différentiels  relatifs  à  w,  i^,  ... 
ne  sont  pas  tous  identiquement  nuls,  tandis  qu'au  contraire  l'adjonc- 
tion aux  ui  fonctions  dont  il  s'agit  de  l'une  quelconque  des  fonctions 
restantes  (s'il  j  en  a)  fournit  un  système  dont  les  déterminants  diffé- 
rentiels relatifs  à  «,  (',  ...  sont  tous  identiquement  nuls. 

En  désignant  donc  par  ix  un  entier,  soit  inférieur,  soit  égal  à  n^  on 
peut  répartir  les  équations  du  système  (  i  )  en  deux  groupes, 

\  f\x{u,  V,   ...,^,JK,  ...)  =  O 

et 

(/[x-+-i(w,  t^,  ..    ,^,7,  ...)  =  o, 
(5)  , 

(  /m      {u,v,  .  ..,^,JK,  ...)  =0, 

jouissant  respectivement  des  propriétés  suivantes  : 

I"  Dans  le  système  (4),  les  déterminants  différentiels  (d'ordre  a) 
relatifs  à  w,  p,  ...  ne  sont  pas  tous  identiquement  nuls;  nous  suppo- 
serons en  outre,  ce  qui  n'arrive  pas  nécessairement,  que  V un  au 
moins  de  ces  déterminants  différentiels  a  une  valeur  initiale  dif- 
férente de  zéro. 

2"  Dans  le  système  (5),  les  premiers  membres  satisfont,  en  vertu 
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de  126  (Z?  OU  C),  à  des  Identités  de  la  forme 

(/[l.+  l  =   F(jL+,(/,,/2,    ...,/[X,  ^,JK,    •..). 


(  /m       =  Fm       (/1./2,  .  .  .  ,/|x,  ^,  JK,  .  .  .)• 

Finalement  donc,  le  système  proposé  (i)  peut  être  remplacé  par  le 
système  numériquement  équivalent 


•) 


/o  (  M,  p,  .  .  . ,  a-,  JK,  .  .  .  )  =  o,  ) 

Fm     <^o,  g,  ...,o,  a7,jK,  •-.) 


)' • ) 


qui  jouit  bien  des  propriétés  spécifiées  par  l'énoncé. 

142.  Désignons  par  w,  c^",  ...  diverses  fonctions  inconnues,  en 
nombre  az,  des  variables  indépendantes  .r,  y,  ...,  et  proposons-nous 
d'intégrer  le  système  difTérentiel  d'ordre  zéro 

fu{u,v,  ...,a7,j,  ...)  =  o, 

dont  les  premiers  membres,  développables  à  partir  de  certaines  va- 
leurs initiales  de  w,  v^  .  ..,  x^y^  ...,  s'annulent  numériquement  pour 
ces  valeurs. 

Au  système  proposé  (6)  nous  substituerons,  comme  au  numéro 
précédent,  et  sous  le  bénéfice  des  mêmes  restrictions,  un  système 
numériquement  équivalent, 

S  =  (H,T), 

tel  :   i"  que  le   groupe  R  soit  résoluble  par  rapport  à  certaines  va- 
riables, convenablement  choisies,  du  groupe   «,   ^,    ...  ;    2"  que  le 
groupe  T  contienne  exclusivement  les  variables  ^,  y,  .... 
Gela  étant,  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

1.  Les  écjualions  du  groupe  T  ne  se  réduisent  pas  toutes  à  des 
identités. 

Le  système  proposé  (6)  n'admet  alors  aucun  groupe  d'intégrales  : 
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caria  substitution  de  pareilles  intégrales  à  u^  v^  ...  clans  le  système  S, 
numériquement  équivalent  à  (6),  doit  transformer  chaque  relation 
de  S  en  une  identité  ayant  lieu  quels  que  soient  x^  y,  .... 

IL  Les  équations  du  groupe  T  se  réduisent  toutes  à  des  iden- 
tités. 

En  désignant  par  [ji(^/i)  le  nombre  des  équations  du  groupe  R,  on 
peut  à  ce  dernier  substituer  un  système  numériquement  équivalent, 
résolu  par  rapport  à  ^  fonctions  inconnues  convenablement  choi- 
sies, u' .  v'j  ...,  qui  se  trouveront  exprimées  à  l'aide  de  ^,  JK.  ...  et 
des  n  —  [i.  inconnues  restantes  w'',  ç"^  ....  Si  l'on  convient  alors  de 
restreindre  le  champ  de  variation  de  ^,7,  •  . .,  u',  p',  .  . .,  u"^  v" ^  ...  à 
un  certain  domaine  autour  des  valeurs  numériques  initiales  de  ces 
quantités,  on  pourra,  dans  ces  limites,  disposer  arbitrairement  des 
fonctions  inconnues  u!' ^  v" ^  ...  ;  on  aura  ainsi,  pour  le  système  pro- 
posé, une  infinité  de  groupes  d'intégrales  si  |jl  est  <^  n,  et  un  seul 
groupe  si  |ji  =  n. 
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CHAPITRE  IX. 


SIMPLIFICATION   ET  EXTENSION  DES  RESULTATS  OBTENUS 
SUR  LES  SYSTÈMES  ORTHONOMES  :  PROPOSITIONS  PRÉLIMINAIRES. 


Corrélation  multiplicatoire  entre  les  systèmes  différentiels. 

143.  Considérons  deux  systèmes  différentiels,  S,  T,  impliquant  les 
mêmes  fonctions  inconnues  w,  t^,  . . .  des  mêmes  variables  oC,  y,  ...  ; 
sur  chacune  des  équations  de  S  exécutons,  suivant  la  règle  des  fonc- 
tions composées,  toutes  les  différent! ations  possibles  des  ordres  o,  i , 
2,  ...,  m,  puis  opérons  de  même  sur  T;  assimilons  enfin,  dans  toutes 
ces  relations,  les  variables  cc^  y,  .  . .,  les  inconnues  u,  ç^  . . .  et  leurs 
dérivées  à  autant  de  variables  indépendantes  distinctes.  Gela  étant, 
si  les  deux  systèmes  S,  T  sont  en  corrélation  multiplicatoire 
(n°  122),  les  deux  systèmes  cjui  s'en  déduisent  respectivement  par 
toutes  les  différentiations  possibles  des  ordres  o,  i,  2,  ...,  m 
jouissent  de  la  même  propriété. 

Notre  proposition  étant  vraie  d'elle-même  pour  m^  o  (puisque  la 
conclusion  est  alors  identique  à  l'hypothèse),  il  suffît  de  faire  voir 
qu'en  la  supposant  vraie  pour  une  valeur  quelconque  de  m,  elle  l'est 
encore  pour  la  valeur  suivante  m.  -]-  i . 

A  cet  effet,  nommons  S'  et  T'  les  groupes  respectivement  déduits 
de  S  et  T  par  toutes  les  différentiations  possibles  du  premier  ordre  ; 
S'^  et  T"  les  groupes  respectivement  déduits  de  S  et  T  par  toutes  les 
différentiations  possibles  du  second  ordre;  et  ainsi  de  suite.  On  sup- 
pose que  chacun  des  deux  systèmes 

(i)  (S,  S',  ...,  S('«0, 

(2)  (T,T',  ...,T(rri)) 

est  une  combinaison  multiplicatoire  de  l'autre,  et  il  s'agit  de  prouver 
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que  la  même  chose  a  lieu  pour  les  deux  systèmes 

(3)  (S,  S',  ...,S(-^S(-+lO, 

(4)  (T,  T',  ...,T("",  T('«+'0; 

que  le  système  (4),  par  exemple,  est  une  combinaison  multiplicatoire 
du  système  (3). 

Effectivement,  le  système  (4)  se  compose  du  système  (2)  et  du 
groupe  T^'^'^'^  Or,  toute  équation  du  système  (2),  étant,  d'après  l'hy- 
pothèse, une  combinaison  multiplicatoire  de  (1),  est,  par  là  même, 
une  combinaison  multiplicatoire  de  (3). 

Considérons  maintenant  une  équation  quelconque  du  groupe  T^'""^'^, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  équation  quelconque  déduite 
de  T^'"^  par  différentiation  première.  En  désignant  par 

Li  =  o,         L2=o,         ...,         L/.  =  o 

les  équations  du  système  (i),  et  par 

Al,    A2,     ...,    Aa- 

des  multiplicateurs  convenablement  choisis,  toute  équation  du 
groupe  T^'"^  est  de  la  forme 

AiLi-h  A2L2-+--  •  •+  A^L/,=  o. 

En  la  différentiant  par  rapport  à  une  variable  quelconque,  x  par 
exemple,  l'équation  résultante  peut  s'écrire  sous  la  forme 

Q^(Ai).L,4-i2.c(A2).L2  +  ...+  Ûx(AA-).L/, 

-+-Ai.Q.^(Li)-+-A2.0^(L2)+...-r-A/,.0,,(U)  =  o, 

OÙ  le  symbole  0^  désigne  une  différentiation  première  relative  à  x 
exécutée  suivant  la  règle  des  fonctions  composées.  Cela  étant,  il  suffit 
d'observer  que  les  équations 

Li  =  o,  L2  =  o,         ...,  L/,=  o, 

appartiennent  toutes  au  système  (3). 

144.  Dans  un  système  différentiel  quelconque,  attribuons  à  cha- 
cune des  variables  indépendantes  et  des  fonctions  inconnues  une  cote 
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unique  (n°  102),  les  cotes  des  diverses  variables  indépendantes 
étant  toutes  égales  à  i ,  et  celles  des  diverses  fonctions  inconnues 
étant  quelconques  (positives,  nulles  ou  négatives).  Relativement  à  un 
pareil  système,  nous  adopterons,  une  fois  pour  toutes,  les  conven- 
tions d'écriture  suivantes.  Le  système  différentiel  étant  désigné  par 
une  lettre  majuscule,  S  : 

i*"  La  notation  5^  (lettre  minuscule  affectée  de  l'indice  G)  dési- 
gnera V ensemble  des  équations  qui,  dans  le  système  S  {^îion  pro- 
longé)^ possèdent  une  cote  égale  à  l^ entier  {algébrique)  G. 

2"  La  notation  S^  (lettre  majuscule  affectée  de  l'indice  G,  qui  y 
figure,  comme  dans  i",  en  bas  et  à  droite)  désignera  l'ensemble  des 
équations  qui,  dans  le  système  S  prolongé  (n°  99),  possèdent  une 
cote  égale  à  G. 

3"  La  notation  '*^'S  (lettre  majuscule  affectée  de  l'indice  G,  qui  y 
figure  entre  parenthèses  en  haut  et  à  gauche)  désignera  V ensemble 
des  équations  qui,  dans  le  système  S  prolongé,  possèdent  une 
cote  inférieure  ou  égale  à  G. 

i4o.  Soient  S  et  T  deux  systèmes  différentiels  impliquant  les 
mêmes  fonctions  inconnues  des  mêmes  variables  indépendantes. 
Attribuant  aux  variables  indépendantes  des  cotes  respectives 
toutes  égales  à  i,  et  aux  fonctions  inconnues  des  cotes  respectives 
quelconques,  désignons  par  S  et  A  les  cotes  respectivement  minima 
et  maxima  des  relations  figurant  dans  les  deux  systèmes,  puis  par  G 
un  entier  algébrique  quelconque  (au  moins  égal  à  ô). 

Gela  étant,  pour  que  les  systèmes 

(OS,     (C)T 

(n'*  144)  soient  en  corrélation  multiplicatoire  quel  que  soit  G,  il 
suffit  que  cela  ait  lieu  pour 

G  =  o,     o  +  i,      ...,     A. 

Désignons,  en  effet,  par  X  la  différence  (positive  ou  nulle)  A  —  0, 
et  par 

C'     C„        (/'  =  o,.,2,...,X) 

les  ensembles  de  relations  respectivement  déduits  de 

Si       ,      tv. 


ô' 

4' 

A) 

si-'\ 

JA+A-l) 

*6+A' 

*S+A'           • 
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(n"  144)  à  l'aide  de  toutes  les  différentiations  possibles  de  l'ordre  n  ; 
désignons  en  outre  par  k  un  entier  positif  quelconque,  et,  donnant 
à  C  la  valeur  A  -(-  A*  ou  8  +  X  -[-  A",  considérons  le  Tableau 


(5) 


Pour  former,  à  l'aide  du  Tableau  ci-dessus,  les  systèmes  respectifs 

(ô)S      (5-1-1)  s  (S+X)S      (ô+X+DQ  (6+X+A-)S 

il  suffit  d'en  extraire  les  portions  respectivement  obtenues  en  prenant 
sur  sa  gauche  les 

I,     -2,      ...,     X-hl,     X  -i-  2,      ...,     X  +  A+i 

premières  colonnes  verticales.  On  voit  en  outre  qu'en  effectuant  sur 
les  équations  (5+X)5  toutes  les  différentiations  possibles  des  ordres  o, 
i,  2,  . . .,  A,  on  obtient  (S+X+A)S. 

Les  mêmes  remarques  sont  applicables  au  Tableau 

,  f,  ,(X)  /X-i-l)  jl+k) 

fg,    «g,       . . . ,    îg  ,       îg     ,     . . . ,    îg     , 


(6) 


(X+A-— 1! 


*û+X'       '^o+X'        •  •  •  '      ^Ô-hX 


et  aux  systèmes 

(û)T,     (û-i-i)T,     ...,     (S+X)T,     (S+X+i)T,      ...,     (û-i-X-i-A:)T. 

Cela  étant,  puisque  les  systèmes 

(8+X)S,     (8+X)T 

sont,  par  hypothèse,  en  corrélation  multiplicatoire,  les  systèmes 

(Ô4-X-+-A-)s      (ô-F-X-i-A-)x 

jouissent  de  la  même  propriété  (n°  143). 
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146.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées  qu' au  numéro  précé- 
dent, si  f  on  suppose  que,  pour 

G  =  8,     0  -f- 1,     . . .,     A, 
les  deux  systèmes 


et 

soient  en  corrélation  multiplicatoire,  la  même  chose  a  lieu,  quel 
que  soit  G,  pour  les  deux  systèmes 

Il  suffît,  en  vertu  du  numéro  précédent,  de  vérifier  l'exactitude  de 
notre  conclusion  pour  C=o,  û  +  i,  ...,  A. 

Pour  G=o,  elle  résulte  immédiatement  de  l'hypothèse,  puisque 
les  deux  systèmes  ^^^S,  ^^^T  se  déduisent  respectivement  des  Ta- 
bleaux (5)  et  (6)  en  prenant  sur  leur  gauche  la  première  colonne. 

Pour  G  =  0  -j-  I ,  on  remarquera,  d'une  part,  qu'en  vertu  de  notre 
hypothèse,  combinée  avec  la  proposition  du  n*"  143,  les  deux  sys- 
tèmes 

{s.,  4)  ^t  (^0'  4) 

sont  en  corrélation  multiplicatoire  ;  d'autre  part,  qu'en  vertu  de  notre 
hypothèse,  les  deux  systèmes 

jouissent  de  la  même  propriété.  Les  systèmes  ^^+^^S,  (5+i)X,  respec- 
tivement déduits  des  Tableaux  (5)  et  (6)  en  prenant  sur  leur  gauche 
les  deux  premières  colonnes,  ont  donc  entre  eux  la  corrélation 
voulue. 

Pour  G  =  0  -h  2,  on  observera  de  même  que  les  trois  systèmes 

(^g'  4'  4)' 

sont  respectivement  en  corrélation  multiplicatoire  avec  les  trois  sys- 
R  20 
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lèmes 

Cû'  'û+r  '0+2)' 
Les  systèmes 

(8+2)5^      (g+2)T, 

respectivement  déduits  des  Tableaux  (5)  et  (6)  en  prenant  sur  leur 
gauche  les  trois  premières  colonnes,  ont  donc  entre  eux  la  corrélation 
voulue. 

Pour  G  =  0  +  3,  on  observera  que  les  quatre  systèmes 

(*s'  4'  4'  4')' 

V^S'  ^04-1'   *0+2'   "^Û'   ^0+1'   ^Ù^i)' 
(^5'    *S-+-1'    •^04-2'    ^S+3) 

sont  respectivement  en  corrélation  multiplicatoire  avec  les  quatre 
systèmes 

(h^'o^  4'4> 

(^6'  ^Ô+i'  'û+2'  ^Ô'  ^ô+i'  ^c+2)' 
(^8'  ^8+1'  ^8+2'  ^8+3)- 

Et  ainsi  de  suite  jusques  et  y  compris  G  =  0  +  ).  =  A. 

147.  Gonsidérons  actuellement  un  système  différentiel,  S,  satisfai- 
sant aux  trois  conditions  A,  B,  C  formulées  ci-après  : 

A.  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  seconds 
membres  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale. 

B.  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  indépendantes  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i^  et 
aux  inconnues  des  cotes  respectives  convenablement  choisies, 
chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  des  quantités  [inconnues  ou  dérivées)  dont  la  cote  ne 
surpasse  pas  celle  du  premier  membre  correspondant. 
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Désignons  maintenant  par  5  la  cote  minima  des  équations  de  S, 
par  A  leur  cote  maxima,  par  S  un  entier  (algébrique)  déterminé,  au 
moins  égal  à  A,  et,  des  groupes 

(n"  144),  extrayons  respectivement  des  groupes, 
(7)  ^g'    h-hi'    •••'    ^0' 

possédant  la  double  propriété  de  se  composer  d'équations  en  nombres 
respectivement  égaux  à  ceux  des  dérivées  principales  de  cotes 

8,    ô-f-i,    ...,    e, 
et  de  contenir  les  groupes 

(8)  5g,       5g^j,        ...,       5^ 

(n'^  144)  (la  chose  est  possible,  dans  tous  les  cas,  d'une  manière  au 
moins,  et,  dans  l'immense  majorité  des  cas,  de  plusieurs  manières). 
Cela  étant,  nous  adjoindrons  aux  hypothèses  A  et  B,  déjà  énoncées, 
l'hypothèse  suivante  : 

C.  Il  existe  quelque  suite,  (7),  remplissant  les  conditions  ci- 
dessus  indiquées,  et  telle  que  les  groupes  t^,  ^6+1,  ••.,  ^0  soient 
successivement  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  principales  de 
cotes  û,  ô  +  I,  . . .,  0. 

En  d'autres  termes,  nous  supposons  que  le  déterminant  différentiel 
de  l'ensemble  de  ces  groupes  par  rapport  aux  dérivées  dont  il  s'agit 
n'est  pas  identiquement  nul,  et  nous  nous  astreignons  à  ne  considérer 
les  diverses  quantités  dont  il  dépend  que  dans  les  limites  où  sa  valeur 
numérique  reste  différente  de  zéro. 

Toutes  ces  conditions  étant  supposées  satisfaites,  il  est  clair  que 
la  résolution  successive  des  groupes  (7),  effectuée  par  rapport  aux 
dérivées  principales  de  cotes  S,  o  -j-  i,  . . .,  0,  fournira  pour  chacune 
d'elles  une  expression  à  la  fois  indépendante  et  de  toute  dérivée  prin- 
cipale quelle  qu'elle  soit,  et  de  toute  dérivée  paramétrique  ou  fonc- 
tion inconnue  dont  la  cote  surpasserait  celle  du  premier  membre 
correspondant.  En  outre,  les  divers  groupes  (8),  qui,  par  hypothèse, 
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figurent  dans  (7),  ne  contenant  dans  leurs  seconds  membres  aucune 
dérivée  principale,  ne  peuvent  manquer  de  figurer  tels  quHls  sont 
dans  les  formules  de  résolution,  en  sorte  que  ces  dernières  com- 
prennent nécessairement  toutes  les  équations  du  système  S.  Nous 
désignerons  alors  par 

(9)  4^g,    i^s+i'    •••'    ^0 

les  formules  de  résolution  dont  il  s'agit,  par  W  un  système  extrait 
de  (9)  sous  la  seule  condition  de  contenir  les  groupes  (8),  et  par  G 
un  entier  algébrique  quelconque  (au  moins  égal  à  û). 
Cela  étant,  les  deux  systèmes 

(OS,     (C)w 
(n°  144)  sont  en  corrélation  muUiplicatoire  quel  que  soit  G. 
T.  Soient 

(10)  ¥{z,s,  ...,  ^...) 

une  fonction  développable  à  partir  des  valeurs 

-3o,       5o,        .  .  .  ,        ^o>        •  •  •  1 

considérées  comme  initiales  ; 

(lO  -  C(^-..),    <t,...),    ... 

des  fonctions  développables  à  partir  de  tQ,  ...  et  ayant  pour  valeurs 
initiales  respectives  Zq,  Sq^  . . .  ;  li(t,  . . .)  la  fonction  composée 

F[^(^,  ...),  a(^,  ...),  ,..,t,...] 

obtenue  par  la  combinaison  des  fonctions  (10)  et  (11),  et  dévelop- 
pable, comme  les  fonctions  (11),  à  partir  de  to,  ...,  en  vertu  du 
n"  59. 

Gela  étant,  si  l'on  considère  les  deux  équations 

V{z,s,     ..,  t.  ...)=o, 
V une  quelconque  d^ entre  elles  est  une  combinaison  multiplica- 
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toire  de  V autre  et  des  relations 

5   —  <s{t,   .  .  ,)  =  G, 
V     

Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  se  reporter  à  l'alinéa  II  du 
n"  120. 

II.  Désignant  par  G  un  entier  algébrique  inférieur  à  0  (et  au 
moins  égal  à  8),  remplaçons  dans  le  groupe  ^c+,  (entier  par  rapport 
aux  dérivées  principales)  les  dérivées  principales  de  cote  inférieure  à 
C  4-  I  par  leurs  valeurs  tirées  de 

et  nommons  0^+1  le  groupe  résultant.  Gela  étant,  V un  quelconque 
des  deux  groupes 

t  o 

est  une  combinaison  multiplie atoire  de  Vautre  et  du  système  (12). 
Car  si,  dans  ces  deux  groupes,  on  considère  deux  relations  corres- 
pondantes, il  résulte  immédiatement  de  l'alinéa  I  que  l'une  quel- 
conque d'entre  elles  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  l'autre  et 
du  système  (12). 


III.  Pour 


C  =  ô,     8  +  1 


les  deux  systèmes 

(i3)  (^5,  ^S+i,  ...,^c) 

et 

sont  en  corrélation  multiplicatoire . 

La  chose  est  évidente  pour  G=:o,  puisque  t^  et  'i/g  sont  l'un  et 
l'autre  identiques  à  55.  Il  suffit  donc  de  faire  voir  qu'en  supposant 
C  moindre  que0,  la  corrélation  spécifiée,  si  elle  a  lieu  entre  les  sys- 
tèmes (i3)  et(i4),  a  nécessairement  lieu  entre  les  systèmes 

C'5)  (^8,  ^8+1,  ...,^c,  ^c+i) 
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et 

i"  Le  système  (i6)  est  une  combinaison  miiltiplicatoire  de  (i5). 

Effectivement,  le  système  (i6)  se  compose  du  système  (i4)  et  du 
groupe  'Ic+x. 

Or,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis  pour  la  valeur  C,  le  système  (i4) 
est  une  combinaison  multiplicatoire  de  (i3),  et,  par  là  même, 
de  (i  5). 

Quant  au  groupe  ^c+n  ^^i  provient  du  groupe  cpc+n  défini  à  Falinéa 
précédent,  par  la  simple  application  de  l'algorithme  de  Cramer,  il  en 
est,  comme  cela  résulte  d'un  calcul  élémentaire  ('),  une  combinaison 
multiplicatoire;  à  son  tour,  le  groupe  o^^_^_^  est,  en  vertu  de  l'alinéa  II, 
une  combinaison  multiplicatoire  de 

(17)  (<];g,  6s+i,  ...,  4;c,  ^c+i); 

finalement,  le  système 

est,  comme  nous  l'avons  dit,  une  combinaison  multiplicatoire  de 

(^05  ^û-f-lj  •  .  -j  ^c)i 

d'où  il  résulte  que  (17)  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  (la). 
On  voit  donc,  de  proche  en  proche,  que  le  groupe  '-!>c^,  est,  lui  aussi, 
une  combinaison  multiplicatoire  de  (i5). 

2*^  Le  système  (i5)  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  (16). 

Efl'ectivement,  le  système  (i5)  se  compose  du  système  (i3)  et  du 

groupe  ^c+i- 

Or,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis  pour  la  valeur  C,  le  système  (i3) 
est  une  combinaison  multiplicatoire  de  (14)7  et,  par  là  même, 
de  (16). 


(')  Lorsqu'un  système  de  m  équations.,  linéaire  par  rapport  à  m  des  variables  qui 
s'y  trouvent  engagées,  est  résoluble  par  rapport  à  ces  ni  variables  conformément  à 
l'algorithme  de  Cramer,  il  est  en  corrélation  multiplicatoire  avec  le  système  con- 
stitué par  les  ni  formules  de  résolution  :  il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  se  reporter 
au  calcul  élémentaire  à  l'aide  duquel  on  passe  du  système  donné  aux  formules  de 
résolution  et  inversement. 
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Quant  au  groupe  ^c^,,  il  est,  en  vertu  de  l'alinéa  précédent,  une 
combinaison  multiplicatoire  de 

(i8)  (i^g,  t|>g+,,  ...,  <|;c,  Tc+i); 

à  son  tour,  le  groupe  cp^^^  en  est  une  de  ^c-i-n  à  où  il  résulte  que  (i8) 
est  une  combinaison  multiplicatoire  de  (i6).  On  voit  donc,  de  proche 
en  proche,  que  tç.^^  est,  lui  aussi,  une  combinaison  multiplicatoire 

de(i6). 

IV.   Revenons  à  notre  énoncé  général. 

Le  système  S  faisant  partie  de  W,  le  système  '^'S  fait  partie  de  '*'*W, 
et,  par  suite,  en  est  une  combinaison  multiplicatoire. 

Réciproquement,  désignons  par  ^  et  T  les  systèmes  respectifs  (9) 
et  (7).  Le  système  W  faisant  partie  de  W,  le  système  <^*W  fait  partie 
de  '^'W,  et,  par  suite,  en  est  une  combinaison  multiplicatoire.  D'ail- 
leurs, les  systèmes  ^  et  T  satisfaisant,  en  vertu  de  l'alinéa  III,  à 
toutes  les  conditions  requises  par  notre  énoncé  du  n°  146,  l'un  quel- 
conque des  deux  systèmes  ^^'W,  '^T,  le  premier,  par  exemple,  *^*^,  est 
une  combinaison  multiplicatoire  de  l'autre,  '*^*T.  Enfin,  *^'T  comprend 
manifestement  les  mêmes  équations  que  ^^^S.  On  voit  donc,  de 
proche  en  proche,  que  '^'VV  est  une  combinaison  multiplicatoire 
de  (^'S. 

148.  Il  nous  faut,  avant  de  poursuivre,  dire  quelques  mots  du 
changement  des  variables  indépendantes  :  nous  nous  bornerons  au  cas 
où  le  changement  est  linéaire. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  trois  variables  indépen- 
dantes, a.',  jK,  z-)  et  soient  x' ^  y',  z'  trois  nouvelles  variables  liées  aux 
anciennes  par  un  groupe  de  trois  relations,  linéaires  par  rapport  aux 
six  quantités  :  ces  trois  relations,  supposées  indifféremment  réso- 
lubles par  rapport  à  x,  y,  z  et  par  rapport  à  x\  y',  z' ^  établissent, 
entre  l'espace  [[jc,  y,  z]l  et  l'espace  r[^',  jk',  2']],  une  correspon- 
dance point  par  point.  Soient 

et 

deux  points  correspondants  de  ces  deux  espaces  :  si,  dans  une  fonc- 
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lion  de  x^  y,  z  développable  à  partir  de  ^05  JKo,  ^o,  on  remplace  les 
trois  variables  par  leurs  valeurs  en  x' ^  y  ^  z'  tirées  des  formules  de 
transformation,  il  résulte  du  principe  général  des  fonctions  compo- 
sées qu'on  obtient  une  fonction  de  x\  y\  z'  développable  à  partir  de 
•^05  y'ai  ^0*  Réciproquement.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  si,  après  avoir 
ainsi  transformé  une  fonction,  on  exécute  sur  le  résultat  la  transfor- 
mation inverse,  on  retombe  sur  la  fonction  d'où  l'on  était  parti,  et 
que  les  deux  fonctions  déduites  l'une  de  l'autre  par  ce  mécanisme 
prennent,  en  deux  points  correspondants,  la  même  valeur  numé- 
rique. Gela  étant,  proposons-nous  de  rechercher  par  quelles  rela- 
tions se  trouvent  liées,  en  ces  deux  mêmes  points,  les  valeurs  des 
dérivées  de  tous  ordres  des  deux  fonctions. 

I.  Expressions  des  dérivées  anciennes  à  l'aide  des  dérivées  nou- 
velles. 

Pour  former  de  semblables  expressions,  supposons  les  formules  de 
transformation  résolues  par  rapport  aux  variables  nouvelles,  et 
soient 

!a7'=  aia7  H-  p,jK-+-  Yi-s  -hXi, 
z'  =  y.^x  -+-  ^zy  -^  Y3-  ^  ^3 
les  formules  de  résolution.  En  désignant  par 

u{x,y,z) 
et 

deux  fonctions  déduites  l'une  de  l'autre,  la  relation 

u{oc,y,z)  =  u'(x',y,z') 

est  une  identité  en  x,  jk,  z  quand  on  remplace  dans  son  second 
membre  ^',  y',  2' par  les  valeurs  tirées  des  formules  (19).  On  peut 
donc,  pour  calculer  les  dérivées  successives  de  u{x^y^  z)^  opérer 
sur  u' {x',  y',  5'),  à  condition  d'j  considérer  x' ^  y',  z'  comme  des 
fonctions  de  .r,  y,  z  définies  par  (19);  l'algorithme  des  fonctions 
composées  suffit,  dès  lors,  à  nous  fournir  les  relations  cherchées,  et 
l'on  voit  immédiatement  que  les  anciennes  dérivées  de  l'ordre  k  sont 
des   fonctions   linéaires    et    homogènes    des    dérivées   nouvelles   du 
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même  ordre,  les  coefficients  de  ces  fonctions  linéaires  étant  eux- 
mêmes  des  fonctions  entières  et  homogènes  de  degré  k  des  éléments 
du  déterminant 

ai     !3i     Yi 
(20)  as     ^2     T2 

3^3       ^3      T3 

Enfin,  si  l'on  considère  les  éléments  du  déterminant  (20)  et  les  dé- 
rivées nouvelles  de  l'ordre  k  comme  autant  de  variables  indépen- 
dantes distinctes,  toute  dérivée  ancienne  de  l'ordre  A",  considérée 
comme  une  fonction  de  ces  variables,  n'est  susceptible  que  d'une 
seule  expression.  Choisissons,  en  efi'et,  pour  les  éléments  du  déter- 
minant (20),  des  valeurs  numériques  quelconques  (sous  la  seule  res- 
triction qu'elles  n'annulent  pas  ce  déterminant),  puis,  pour  les  déri- 
vées nouvelles  de  l'ordre  /r,  des  valeurs  numériques  entièrement 
arbitraires  :  il  existe  une  infinité  de  fonctions  de  x' ^  y',  z'  dont  les 
dérivées  de  l'ordre  k  prennent,  pour  quelque  système  de  valeurs  nu- 
mériques, x[^,  y^^  z'q,  des  variables,  les  valeurs  assignées  d'avance. 
Considérons  alors  une  fonction  déterminée  satisfaisant  à  cette  con- 
dition, et  effectuons  sur  elle  la  transformation  (19)  :  nous  obtiendrons 
ainsi  une  fonction  déterminée  de  ^,  y^  s,  dont  les  dérivées  de 
l'ordre  k  prendront  dès  lors,  pour  les  valeurs  Xq,  y-Q^  Zq  de  x^  y,  z 
qui  correspondent  à  x'^,  y'^,  s^,  des  valeurs  numériques  déterminées. 
Deux  expressions  d'une  même  dérivée  ancienne  de  l'ordre  k  seront 
donc  numériquement  égales  entre  elles  pour  les  valeurs  particulières 
assignées  d'avance  aux  quantités  qui  y  figurent,  d'où  résulte,  à  cause 
de  l'arbitraire  qui  préside  au  choix  de  ces  valeurs,  qu'elles  sont  iden- 
tiquement égales  entre  elles. 

II.  Expression  des  dérivées  nouvelles  à  l'aide  des  dérivées  an- 
ciennes. 

On  raisonnera  de  même,  mais  en  sens  inverse.  On  supposera  les 
formules  de  transformation  résolues  par  rapport  aux  variables  an- 
ciennes, 

/  :r  =  a',ar'^-|3;y-+-Y'lV-^X',, 

(  z  =a'3a7'+P'3jK'-4-Y'3^'+X'3, 


cnAlMTUE    l\. 


I 


et  l'on  verra  que  chaque  dérivée  nouvelle  de  l'ordre  k  admet  une 
expression  (unique)  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérivées 
anciennes  du  même  ordre,  et  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  en- 
tières et  homogènes  de  degré  k  des  éléments  du  déterminant 

2  1^2        T2 

3  ^3        Ï3 

III.  Si  Von  considère,  d^ une  part,  les  formules,  G^,  qui 
expriment  les  dérivées  anciennes  de  l'ordre  k  à  l'aide  des  déri- 
K'ées  nouvelles  du  même  ordre  (I),  d'autre  part,  les  formules,  G'^^, 
qui  expriment  les  dérivées  nouvelles  de  Vordre  k  à  V aide  des 
dérivées  anciennes  du  même  ordre  (II),  V un  quelconque  de  ces 
deux  groupes  de  formules  se  déduit  de  Vautre  par  une  simple 
résolution. 

Considérons,  en  effet,  une  transformation  linéaire  déterminée.  Nos 
deux  groupes  d'équations  sont  évidemment  réduits  (  n"  128),  puis- 
qu'ils sont  résolus.  L'un  quelconque  d'entre  eux  est  d'ailleurs  une 
conséquence  numérique  de  l'autre  :  le  second,  par  exemple,  est  une 
conséquence  numérique  du  premier.  Effectivement,  une  solution  nu- 
mérique quelconque  du  groupe  G/t  s'ohtient  en  choisissant  arbitrai- 
rement les  valeurs  numériques  des  dérivées  nouvelles  de  l'ordre  /f,  et 
calculant  les  valeurs  numériques  correspondantes  que  ce  groupe 
assigne  aux  dérivées  anciennes.  Or,  considérons  une  fonction  de  x' ^ 
y' ^  z'  dont  les  dérivées  de  l'ordre  k  prennent,  pour  quelque  système 
de  valeurs  numériques,  x'^.,  jkJ,,  ^J,,  des  variables,  les  valeurs  choisies 
d'avance,  et  effectuons  sur  elle  la  transformation  (19)  :  nous  obtien- 
drons ainsi  une  fonction  de  x^  y,  z  dont  les  dérivées  de  l'ordre  k 
prendront,  pour  les  valeurs  numériques,  ^0?  y 01  ^0-1  ^l^i  correspondent 
à  ^'0,  Jk'û,  z'^^  les  valeurs  numériques  correspondantes  fournies  parG^. 
Les  valeurs  numériques  associées  des  dérivées  de  l'ordre  A',  tant 
anciennes  que  nouvelles,  ne  peuvent  d'ailleurs  manquer  de  vérifier 
aussi  le  groupe  GJ^ ,  puisque,  nonobstant  l'arbitraire  qui  a  présidé  au 
choix  des  dernières,  elles  se  rapportent  respectivement  à  deux  fonc- 
tions transformées  l'une  de  l'autre.  Ainsi,  GJ^  est  une  conséquence 
numérique  de  G^,  et  l'on  établirait  de  même  la  réciproque. 
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Enfin,  ces  deux  groupes  réduits,  étant  numériquement  équiva- 
lents, sont  résolubles  par  rapport  aux  mêmes  groupes  de  variables 
(n"  133).  Le  groupe  G^  est  donc,  comme  GJ^,  résoluble  par  rapport 
aux  dérivées  nouvelles  de  l'ordre  A",  et  cette  résolution  fait  retomber 
sur  GJ.  ;  réciproquement. 

IV.  Si  l'on  considère  deux  fonctions,  V une  de  x,  y,  z,  Vautre 
de  x' ,  y' ,  z' ,  se  déduisant  V une  de  Vautre  par  transformation 
linéaire,  et  si,  dans  les  formules  Gk  {ou  GJ^),  on  remplace  les  dé- 
rivées d'ordre  k  respectivement  anciennes  et  nouvelles  par  celles 
de  ces  deux  fonctions  respectives,  les  formules  résultante^,  eu 
égard  aux  relations  (19)  ou  (21),  qui  lient  les  anciennes  variables 
aux  nouvelles,  sont  des  identités,  soit  en  x,y,  z,  soit  en  x' ^  y' ^  z' . 

Car,  avant  qu'on  tienne  compte  des  relations  (19)  ou  (21),  les  deux 
membres  d'une  même  relation  G^  (ou  Gy^  )  prennent  la  même  valeur 
numérique   en  deux   points  correspondants  des  espaces  M^,  y,  z^ 
et    [^2/,^^'',  ^']    ;  ils  deviennent  donc,   ensuite,  identiquement  égaux 
entre  eux. 

V.  Dans  un  système  différentiel  quelconque.  S,  effectuons  un  chan- 
gement linéaire  des  variables  indépendantes,  c'est-à-dire  remplaçons 
les  anciennes,  x^  y^  . . . ,  par  leurs  expressions  linéaires  à  l'aide  des 
nouvelles,  x\  y',  . . .,  puis  les  dérivées  anciennes  d'ordres  1,2,...  des 
inconnues  par  leurs  expressions  à  l'aide  des  dérivées  nouvelles  des 
mêmes  ordres  ;  et  soit  S' le  système  différentiel  résultant  de  cette  trans- 
formation. 

Cela  étant,  à  tout  groupe  d'intégrales  de  S  correspond  un 
groupe  d'intégrales  de  S',  et  réciproquement. 

Effectivement,  les  relations  de  S  deviennent,  par  la  substitution 
aux  inconnues  d'un  groupe  quelconque  d'intégrales,  autant  d'iden- 
tités en  :r,  jK,  .  • . ,  et  ensuite,  si  l'on  remplace  <r,  jk,  •  •  •  par  leurs  va- 
leurs en  fonctions  de  :r',  jk',  . . .,  autant  d'identités  en  x\  y\  . . .,  ce 
qui  revient  à  dire,  en  vertu  de  IV,  que  le  système  S'  est  identique- 
ment vérifié  par  les  fonctions  transformées  des  intégrales  de  S. 

Réciproquement. 

Il  est  d'ailleurs  manifeste  que  les  groupes  correspondants  d'inté- 
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gralcs  sont  en  même  temps   ordinaires  ou  non  (n"  98)  dajis  les 
deux  systèmes. 

149.  Aux  conventions  d'écritures  posées  plus  haut  (n°  144)  nous 
adjoindrons  désormais  la  suivante  : 

Si  sur  un  système  différentiel  (ou  sur  une  fonction  composée  dif- 
férentielle) on  effectue  un  changement  linéaire  et  homogène  des 
variables  indépendantes,  le  nouveau  système  (ou  la  nouvelle  fonc- 
tion) obtenu  par  Vapplication  pure  et  simple  des  formules  de  la 
transformation  sera  désigné  par  la  même  notation,  mise  deux  fois 
entre  crochets  (  '). 

Supposons,  notamment,  qu'il  s'agisse  d'un  système,  S,  où  les 
variables  indépendantes  aient  été  affectées  de  cotes  respectives  toutes 
égales  à  i  et  les  fonctions  inconnues  de  cotes  respectives  quel- 
conques; puis  que,  sur  le  système  S,  on  effectue  le  changement  de 
variables  dont  il  s'agit,  en  attribuant  de  même  aux  nouvelles  varia- 
bles des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i,  et  en  conservant  aux 
fonctions  inconnues  les  cotes  respectives  qu'elles  avaient  avant  la 
transformation.  Cela  étant,  la  notation  MS]],  par  exemple,  dési- 
gnera, parmi  les  relations  appartenant  au  système  transformé 
nS]  I  ou  s'en  déduisant  par  de  simples  différentiations  d'ordres 
quelconques  (relatives  aux  nouvelles  variables),  l'ensemble  de  celles 
dont  la  cote  ne  surpasse  pas  G;  la  notation  r[*^'S]|  désignera  le 
groupe  obtenu  en  considérant,  parmi  les  relations  qui  appartiennent 
au  système  primitif  S  ou  qui  s'en  déduisent  par  de  simples  différen- 
tiations d'ordres  quelconques  (relatives  aux  anciennes  variables), 
l'ensemble  de  celles  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  C,  et  en  effectuant 
sur  elles  le  changement  de  variables  ;  etc. 

150.  Si  deux  systèmes  différentiels,  S,T,  impliquant  les  mêmes 
fonctions  inconnues  des  mêmes  variables  indépendantes,  sont  en 


(*)  Nous  nous  sommes  déjà  servi  de  doubles  crochets  pour  désigner  l'espace  à  la 
considération  duquel  on  est  conduit  par  celle  de  variables  réelles  ou  imaginaires  en 
nombre  quelconque  :  mais  il  n'y  a  pas  de  confusion  possible  entre  les  deux  choses. 
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corrélation  multiplicatoire,  les  deux  systèmes  qui  s'en  déduisent 
respectiven\ent  par  un  même  changement  de  variables  linéaire 
et  homogène  jouissent  aussi  de  cette  propriété. 

Effectivement,  si  l'on  désigne  par 

Li  =  G,         L2  =  0,         . . . ,         L^  =  o 

les  équations  de  S,  il  résulte  de  la  corrélation  supposée  entre  S  et  T 
que  toute  équation  de  T  est  de  la  forme 

i 

Al  Li -I- Aj  L2 -H . .  • -+- A^ L^  =  o, 

où  A|,  Ao,  .  .  .,  Ao-  sont  des  multiplicateurs  convenablement  choisis. 
Après  le  changement  de  variables,  cette  équation  prendra  donc  la 
forme 

[[Al]]  [[Li]]  +  [[A2]]  [[L2]]  +. .  .+  [[A^]]  [[L^]]  =  G. 

Ainsi,  toute  équation  de  [T]  est  une  combinaison  multiplicatoire 
de  MS]  |,  et  l'on  prouverait  de  même  la  réciproque. 

loi.  SoientS  et  T  deux  systèmes  différentiels  impliquant  les  mêmes 
fonctions  inconnues  des  mêmes  variables  indépendantes. 

Considérant  les  équations  du  système  S,  effectuons  sur  elles 
toutes  les  différentiations  des  ordres  o,  i,  2,  . . .,  m,  puis,  sur  le 
système  résultant,  un  changement  de  variables  linéaire  et  homo- 
gène. 

Considérant  à  leur  tour  les  équations  du  système  T,  opérons 
dans  l'ordre  inverse,  c'est-à-dire  effectuons  d abord  sur  elles  le 
changement  de  variables  dont  il  s'agit,  puis,  sur  les  équations 
résultantes,  toutes  les  différentiations  des  ordres  o^  i,  2,  ...,  jn 
(relativement  aux  nouvelles  variables). 

Cela  étant,  si  les  deux  systèmes  S,  T  sont  en  corrélation  multi- 
plicatoire, les  deux  systèmes  qui  s'en  déduisent  respecti^^ement 
par  les  deux  suites  d'opérations  ci- dessus  définies  jouissent  aussi 
de  cette  propriété. 
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1.  Etant  donnée  une  relation  différentielle,  effectuons  sur  elle 
toutes  les  différentiations  premières,  puis  sur  les  équations  résultantes 
un  changement  de  variables  linéaire  et  homogène.  Renversons  main- 
tenant l'ordre  des  deux  opérations,  c'est-à-dire  effectuons  d'abord 
sur  la  relation  proposée  le  changement  de  variables  dont  il  s'agit, 
puis  sur  l'équation  transformée  toutes  les  différentiations  premières 
(relativement  aux  variables  nouvelles).  Je  dis  que  les  deux  systèmes 
ainsi  obtenus  (dans  lesquels  il  est  inutile  de  comprendre  l'équa- 
tion transformée  elle-même)  sont  en  corrélation  multipUcatoire 
(le  passage  de  l'un  à  l'autre  s'effectuant  à  l'aide  de  multiplicateurs 
constants). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  j  ait  trois  variables  indépen- 
dantes, et  que  les  anciennes,  x^  y,  -s,  soient  liées  aux  nouvelles,  x'^ 
y' ^  z\  par  les  relations 

(•22)  j  y=  ^2^+ Psr  +  T^^' 

Soit,  d'autre  part, 

la  relation  différentielle  proposée  entre  les  inconnues  «,  ....   Soit, 
enfin, 


I 


^"^^^  ôx(f  dv''  dzi'  ~ 2j 


dxé'  dy'^  dz''  ~  2u    ^'''^'''■'  dx'P'  ôy''i'  dz'' 


la  formule  qui  exprime  la  dérivée  ancienne  -t ,    .  ,  .  à  l'aide  des  dé- 

rivées  nouvelles  du  même  ordre  :  dans  le  second  membre  de  cette 
formule,  la  sommation  doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  des 
entiers  /?',  q\  ;-'  pour  lesquelles  on  a 

p' -^  q'-\-r' =  g -\- h-\- k, 

et  Kp'^q'^r'  désigne  une  fonction  entière  et  homogène,  de  degré 
g  -\-  h  -\-  A",  des  coefficients  de  la  transformation. 

Effectuons  d'abord  sur  l'équation  proposée  (28)  les  différentia- 
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lions  premières  relatives  à  x^  y,  z^  puis  sur  les  trois  équations  résul- 
tantes la  transformation  (22).  En  posant,  pour  abréger, 


^ff+h-^k  II 


UffJi,h, 


dxs  dyi^  dzi^  ^ 

vient,  par  les  difFérentiations, 

t^F        d^  du  d¥        à^ff+^^+h+fcu 


dx        du  dx  dugji^k  dxéf-^^  dy'^  dz 


^   dF        dF  du  ^        dF        ^^^(a+d+a,^  ^ 

■      '^  '  dy  ^  dû  d^^"'~^  dugj,^/,  dxif  dyi^-^^  dz^  "^  °' 

dF_        dF_  du  dF        ds^h+[k+\)  u  ^ 

dz         du  dz        '  "       dug^h^ii  dxS  dy'^  dz^'-^^       •  •  -  — 

D  autre  part,  la  lormule  qui  exprime  la  dérivée  ancienne ,  ,   .  ,  , 

à  l'aide  des  dérivées  nouvelles  du  même  ordre  peut  s'écrire 

c^iff-hD-i-h-hk  n         dUff^h.k  àugji^k-  àugjij,  àug^h,k 

=  «1  —7-7 H  «2  — 3-^ ^  «3  — -ri—  -> 


ôxs-^'^  dyi^  dzi^  dx  dx'  dy' 

ou,  si  l'on  a  égard  à  la  formule  (24), 


dxff^^  dyf^  dz''^  ~  Zd  '  '''''^'''''  y^  dx'i>'-^^  dy'9'  dz''''  "^  ^^  dx'p'  dy'v'^^  dz''^ 

dp'-hq'-i-ir'-hl)  Il      \ 

"^  ^^  dx'p'  dy'9'  dz''-'-^^)  ' 
et  l'on  aura,  par  un  calcul  semblable, 

dxFôyà^T^  —  2L    /^''•S''''"'  [J'^  dx'P'-^^  dy'i'  dz'»"'  ~^  ^^  dx' p'  dy'^'^^  dz'f' 

■^  ^^  dx'Pdy'i'dz''-'^'^)  ' 


(ig->t-hMk-{-\)  Il  -^-^  /  d^P'-^^''-^^'^'''  U  ^p'-^Ui  +\)-\-r' 


',7','-'     Ti 


u 


dx(f  ôyi'  dz'^^^       ^     '  '  '  '     \  '    dx'P'^^  dy'<l'  dz'f'        '  '  dx' p'  dy''l'^^  dz'''' 


T3 


dx'p'  dy'l'  dz' 


les  sommations  des  seconds  membres  étant  étendues  aux  mêmes  va- 
leurs de/?',  q' ,  /'que  précédemment.  Celaétant,  la  transformation (2 2), 


I 
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appliquée  aux  formules  (26),  donnera 


(16) 


dF 

ÔF  (      du             du            du\ 

-+- 

(^F      ^  ^            (        d^p'-^'^^-^i'+i''  u 
du^^h,k^    ''  '''  '''  \'  dx'p'-^^  dy'i'  dz'r 

d/>'-^('ï'-^i^-^r"  n 

^  dx'P'  dy'v'-^^  âz'r' 

dF  _^ 
dy-^ 

dF  /„    du        ^    du        „    du\ 
duK^^dx'-^^^ôy'^^^dz')^'" 

^p'-hq'-hir'+l)  Il 

■^  ^'  dx'P'  dy'9'  dz'r'+i 

+ 

àF      ^  ^             ( ^      d^p'^^^-^i'-^r'  ^ 
du^,n,/c  2d  '^"'^"'^'"  Y'  dx'p'^^  dyV  dz'r' 

^        dl>'-^^9'-^^)+r'  n 
~^  '  ^  dx'P'  dy'l'^^  ôz'f 

dF  [      du            du            du  \ 

dP'-^l'-^^r'+\)  Il 

dF 

dl-^ 

^'  dx'P'  dyi'  dz'r'+\ 

()F        ^   ^                  f           dip'+i)-i-q'-hf  a 

du^.,n,icZL^  ''^''''"  V'  dx'p'-^^  dy'i'  dz'r' 

()p'-^{q'-hl)-hr'  Il 

-+- 

^'''  dx'p'  dy'1'-^^  dz'r' 

~^  '^  dx'P'  dy'i'  dz'r'^'^ 

formules  dans  lesquelles^,  jk,  z^  Ug^h.k^  ...  doivent  être  remplacés 
par  leurs  valeurs  provenant  de  la  transformation. 

Opérons  maintenant  dans  l'ordre  inverse,  c'est-à-dire  etï'ectuons 
sur  l'équation  proposée  (28)  la  transformation  (22),  puis  sur  l'équa- 
tion transformée  les  différenliations  premières  relatives  à  x' ^  y' ^  z' .  Il 
vient  ainsi 

j    dF   dx        dF   dy        dF    dz        dF   du 
dx  dx'        dy  dx'    '     dz  dx'        du  Ox' 

dF      -^^  ,  d^P'-^^^^'l'^f"  Il 

2à^p 


(^7) 


dF   dx 

/   Ox   dy 


dF_  dx 
dx  dz' 


dF_  dy  ^  dF   dz 
dy  dy'    '     dz  dy' 


dx'p'^^  dy'v'  dz'' 

dF   du 
du   dy 
dP'+W-^^'>-^r'  Il 

dx' P'  dy'i'-^^  dz'' 


-h.  .  .  =  o, 


dF   dz 
dz   dz' 


dF  dy 
dy  dz' 

^F_yA, 

/,,/,  ^     ''  '''  ''   dx'P'  dy'l'  dz''"-^^ 


dF  du 
du  dz 
dP'-^<l^^r'-^\)ll 


du 


formules  dans  lesquelles  x^y^  z^  ^^s.h.k-,  •  -  •  doivent  encore  être  rem- 
placés par  leurs  valeurs  provenant  de  la  transformation. 


SYSTÈMES    PLUS    GÉNÉRAUX    :    PROPOSITIONS    PRÉLIMINAIRES.  32  1 

Cela  étant,  il  suffît,  pour  obtenir  la  première  formule  (2^),  de  mul- 
tiplier les  équations  (26)  respectivement  par  les  constantes  ^,,  ^> 

àz_ 
ôx' 


dx'    dx' 


et  d'ajouter  membre  à  membre  en  tenant  compte  des  relations 


a 

àx 
â^' 

H- 

h 

dy 
dx' 

+ 

Ti 

dz 
dx'' 

«ï 

dx 
dx' 

-f- 

h 

dy 
dx' 

H- 

T2 

dz 

3t. 

dx 
'dx' 

+ 

h 

+ 

Ta 

dz 
dF 

(') 

Un  calcul  semblable  ferait  retomber  sur  la  deuxième  formule  (2^), 
,puis  sur  la  troisième. 

Inversement,  il  suffît,  pour  obtenir  la  première  formule  (26),  de 
multiplier  les  équations  (27)  respectivement  par  a, ,  a^,  as,  et  d'ajouter 
membre  à  membre  en  tenant  compte  des  relations 


(28) 


a 

dx 

+  ar 

dx 

d^' 

+ 

dx 

I, 

a 

dy 

-h  a 

ày 

-h 

dy 

0 

dz 

dz 

dz 

dx 


«2 


dy' 


^z 


dz' 


o     C^). 


[On  obtiendra  semblablement  la  deuxième  et  la  troisième  formule  (26). 

(')    Il   suffit,   pour  obtenir  ces   relations,   de  considérer,  dans   les  formules  (22), 
^x,  y,  z  comme  fonctions  de  x'^  y',  z',  et  de  difl'érentier  par  rapport  à  x'. 
(-)  Comme  on  a,  en  vertu  de  (22), 


où  A  désigne  le  déterminant 


et 


X  = 

-^1 

A 

x' 

■     A 

r'  + 

A3„, 

A  ^ 

y  = 

B, 

r'  + 

B3     , 

A   ^'' 

z  = 

T-' 

-^^ 

y+ 

X-' 

a. 

Pt 

Ti 

^2 

?. 

Tî 

> 

«3 

0 
fii 

T:. 

A„ 

Rp 

r„ 

A„ 

B,, 

r, 

B31    r.i 
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II.  La  proposition  formulée  au  début  du  présent  numéro  loi 
est  vraie  pour  m  =  o. 

C'est  ce  qui  a  été  démontré  au  n"  loO. 

III.  Si  la  proposition  formulée  au  début  du  présent  n°  151  est 
vraie  pour  une  valeur  de  m,  elle  l 'est  pour  lavaleur  suivante  m-\-i. 

Considérons  successivement  les  cinq  suites  d'opérations  définies 
ci-après  : 

Première  suite.  —  Effectuer  sur  S  toutes  les  différentiations  des 
ordres  o,  i ,  2,  . . .,  m,  /?2  +  i ,  puis  sur  le  système  résultant  un  chan- 
gement de  variables  linéaire  et  homogène. 

Deuxième  suite.  —  Effectuer  sur  S  toutes  les  différentiations  des 
ordres  o,  i,  2,  .  .  .,  m,  sur  le  système  résultant  toutes  les  différentia- 
tions des  ordres  o,  i,  et  sur  le  système  obtenu  en  dernier  lieu  le 
changement  de  variables. 

Troisième  suite.  —  Effectuer  sur  S  toutes  les  différentiations  des 
ordres  o,  i,  2,  . . .,  m,  sur  le  système  résultant  le  changement  de  va- 
riables, et  sur  le  système  obtenu  en  dernier  lieu  toutes  les  différen- 
tiations des  ordres  o,  i . 

Quatrième  suite.  —  Effectuer  sur  T  le  changement  de  variables, 
sur  le  système  résultant  toutes  les  différentiations  des  ordres  o,  i, 
2,  ..  .,  m,  et  sur  le  système  obtenu  en  dernier  lieu  toutes  les  diffé- 
rentiations des  ordres  o,    i . 

Cinquième  suite.  —  Effectuer  sur  T  le  changement  de  variables, 
et  sur  le  système  résultant  toutes  les  différentiations  des  ordres  o,  i, 
2,  . . .,  m,  m  4-  i . 

les  coefficients  respectifs  de  ses  éléments,  on  a  aussi 


ôx   _  A, 

Ox'  ~    A  ' 

dx        A2 
'dy'  ~  1' 

dx    _    A3 

dz'  ~    A 

dy   _  B, 
dx'  ~    A  ' 

ày  __  B, 

dy'         A  ' 

ày       B3 

dz'          A 

dz  _  r, 

dx'  "'    A  ' 

dz  _  r2 

dy'  ~    A  ' 

dz  Tj 
dz'  ~    A 

d'où  l'on  déduit  les  relations  (28). 
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Des  cinq  systèmes  différentiels  respectivement  obtenus  par  ces 
cinq  suites  d'opérations,  le  premier  est  visiblement  identique  au 
deuxième. 

Si,  au  système 

(S,S',S",  ...,s(-o, 

déduit  de  S  par  toutes  les  différentiations  des  ordres 

o,     I,     2,     ...,     m, 

on  applique  les  conclusions  de  l'alinéa  I,  on  voit  que  le  deuxième  de 
nos  cinq  systèmes  est  en  corrélation  multiplicatoire  avec  le  troi- 
sième. 

Considérons  maintenant  la  troisième  et  la  quatrième  des  cinq 
suites  d'opérations  décrites  ci-dessus,  et,  pour  les  comparer  entre 
elles,  faisons  d'abord  abstraction,  dans  chacune,  de  la  dernière  partie, 
qui  consiste  à  effectuer  sur  le  système  qu'on  vient  d'obtenir  toutes 
les  différentiations  des  ordres  o,  i.  Il  résulte  alors  de  ce  qui  est 
admis  pour  la  valeur  m  que  les  deux  systèmes,  Q,  R,  respectivement 
obtenus  avant  cette  dernière  partie  de  l'opération,  sont  en  corréla- 
tion multiplicatoire,  puis,  du  n''  143,  que  les  deux  systèmes  respec- 
tivement déduits  de  Q  et  R  par  toutes  les  différentiations  des  ordres  o,  i 
jouissent  de  la  même  propriété. 

Enfin,  le  quatrième  de  nos  cinq  systèmes  différentiels  est  visible- 
ment identique  au  cinquième. 

De  ces  comparaisons,  faites  de  proche  en  proche,  il  résulte,  en 
définitive,  que  le  premier  et  le  cinquième  système  sont  en  corrélation 
multiplicatoire  :  c'est  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

IV.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  11  et  111  suffit  à  établir 
l'exactitude  de  notre  énoncé. 

152.  Supposons  actuellement  que,  dans  deux  systèmes  différentiels, 
S  et  T,  on  ait  attribué  aux  variables  indépendantes  des  cotes  res- 
pectives toutes  égales  à  i,  et  aux  fonctions  inconnues  des  cotes  res- 
pectives quelconques  ;  désignons  alors  par  8  la  cote  minima  des 
relations  figurant  dans  les  deux  systèmes,  par  A  leur  cote  maxima,  et 
par  G  un  entier  algébrique  quelconque  (au  moins  égal  à  8);  repor- 
tons-nous enfin  aux  conventions  des  n"'  141  et  149. 
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Cela  étant,  pour  que  les  systèmes 

[[(CiS]],     '^'[[T]] 

soient  en  corrélation  multiplicatoire  quel  que  soit  C,  il  suffit  que 
cela  ait  lieu  pour 

G=^ô,         0-4-1,         ...,         A. 

Désignons,  en  effet,  par  \  la  différence  (positive  ou  nulle)  A —  o, 
par 

4'",,      [[^6*;-]]""         (/'  =  o,  ,,2,  ...,X) 

les  ensembles  de  relations  respectivement  déduits  de 

à  l'aide  de  toutes  les  différentiations  possibles  de  l'ordre  ai,  et  par  k  un 
entier  positif  quelconque;  puis,  donnant  à  G  la  valeur  o  H- ).  4- A*, 
considérons  le  Tableau 

[[^a]],    m\       •■■,    [[41],       W%    -,    [[4-1], 

(29)     '  , 

!       \  [[^6.).]],    [[4.),]],   •■■,  [[4'lx]]- 

Pour  former,  à  l'aide  du  Tableau  ci-dessus,  les  systèmes 

[[(8)S]],     [[8(+i)S]],      ....     [[^S-f/)S]],     [[(6+X+i)S]],     ...,     [[(ô+X+/r)S]] 

il  suffît  d'en  extraire  les  portions  respectives  obtenues  en  prenant  sur 
sa  gauche  les 

I,       2,       ...,       À-hl,       Xh-2,       ...,       XH-/fH-I 

premières  colonnes  verticales.  On  voit  en  outre  que,  pour  obtenir 
r|-(6+X+Ar)5]1  il  suffit  d'effectuer  sur  (S+>)S  toutes  les  différentiations 
des  ordres  o,  i,  2,  ...,  /r  (relatives  aux  anciennes  variables),  puis 
sur  le  système  résultant  le  changement  de  variables  linéaire  et 
homogène. 
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Les  systèmes 
se  formeronl  de  la  même  manière  à  l'aide  du  Tableau 

I  [Ml  [[n]]\     •...  [Mf\        [[n]f^'\  ...,  [Mf^'\ 

(3o) 


On  voit  en  outre  que,  pour  obtenir    "^'"^   ([T]],  il  suffît  d'effectuer 
sur ''^"^T[T]]    toutes  les  différentiations  des  ordres  o,   i,   2,    ...,   k 
(relatives  aux  nouvelles  variables). 
Gela  étant,  puisque  les  systèmes 

[[(6^X.S]],     '5-X'[[T]] 

sont,  par  hypothèse,  en  corrélation  multiplicatoire,  les  systèmes  qui 
s'en  déduisent  respectivement  par  toutes  les  différentiations  des 
ordres  o,  i,  2,  ...,  k  sont  eux-mêmes  en  corrélation  multiplica- 
toire (n''  143).  Or,  en  effectuant  ces  différentiations  sur  *  '^  1  [T] l,  on 
obtient,  comme  nous  venons  de  le  dire,  *^^  ^  T [T]  1  '•  le  système 
04-/.^  r[T]  se  trouve  donc  en  corrélation  multiplicatoire  avec  celui 
qu'on  obtient  en  transformant  d'abord  ^^'''^^S,  et  effectuant  ensuite 
sur  le  système  transformé  toutes  les  différentiations  des  ordres  o,  i, 
2,  . .  .,  A\  D'ailleurs,  en  vertu  du  n°  151,  le  système  obtenu  en  dernier 
lieu  est,  à  son  tour,  en  corrélation  multiplicatoire  avec  celui  qui  pro- 
vient de  l'interversion  des  deux  opérations  précédentes,  c'est-à-dire 
avec  celui  qui  provient  :  1^  des  différentiations  des  ordres  o,  i ,  2,  .  . .,  /c 
exécutées  sur  (S+X)^  .  3^  de  la  transformation  exécutée  sur  le  système 
résultant.  Or,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  on  tombe,  en  opé- 
rant de  celte  dernière  façon,  sur  [[^^+^"^^^8]]. 
Finalement  donc,  les  systèmes 

j-j-(5-f-X+A:;s]],     (S+X+A)j-|-rp^-| 

sont  en  corrélation  multiplicatoire,  ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 


^ 
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153.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées  qu'au  numéro  précé 
dent,  si  l'on  suppose  que,  pour 

G  =  8,         8  +  1,         ...,         A, 
les  deux  systèmes 

(5g,  Sg+i,   .  .  .,  5c) 

et 

soie/it  en  corrélation  multiplicatoire ,  la  même  chose  ne  peut 
manquer  d^ avoir  lieu,  quel  que  soit  G,  pour  les  deux  systèmes 

[[l'^lS]],     «[[T]]. 

Il  suffît,  en  vertu  du  numéro  précédent,  de  vérifier  l'exactitude  de 
notre  proposition  pour 

G  =  ô,         ô  -h  1,      . . .,         A. 

Pour  G  =  8,  elle  résulte  immédiatement  de  l'hypothèse,  combinée 
avec  la  proposition  du  n"  150,  puisque  les  systèmes    [^^^S]  ,  ''    [T] 
se  déduisent  respectivement  des  Tableaux  (29)  et(3o)  en  prenant 
sur  leur  gauche  la  première  colonne. 

Pour  G  =  5  -h-  I,  on  remarquera,  d'une  part,  qu'en  vertu  de  notre 
hypothèse,  combinée  avec  la  proposition  du  n"  151,  les  deux  sys- 
tèmes 

([[^8]]'     [[4]])         et         ([[ti]l     [[tz]]) 

sont  en  corrélation  multiplicatoire  ;  d'autre  part,  qu'en  vertu  de  notre 
hypothèse,  combinée  avec  la  proposition  du  n"  150,  les  deux  sys- 
tèmes 

([[^6]],     [[^0+1]])         et         ([[^g]],     [[^g-.,]]) 

jouissent  de  la  même  propriété.  Les  deux  systèmes  T [^^"""'^S]  1,  *  ^  KT]  1, 
respectivement  déduits  des  Tableaux  (29)  et(3o)  en  prenant  sur  leur 
gauche  les  deux  premières  colonnes,  ont  donc  entre  eux  la  corré- 
lation voulue. 

Pour  G  =  S  -h  2,  on  observera  de  même  que  les  trois  systèmes 

([[*s]].    [[4]],    [[4]]), 

([[^6]],      [[^6+,]],      [[4]],      [[4+.]])- 
([r»5l],      [[^8+,]],      [[«6«]]) 


I 
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sont  respectivement  en  corrélation  multiplicatoire  avec  les  trois  sys- 
tèmes 

{[[n]l    [[^0]]',    [[^s]]"), 

([[^sl],    [[^s-^i]],    [[^s]J,    [[^s^ilj), 

([[^ô]],    [[^0^1]],    [[^6-^2]]). 

Les  deux  systèmes 

[[.5«=S]],     '^-"[[T]], 

respectivement  déduits  des  Tableaux  (29)  et  (3o)  en  prenant  sur- leur 
gauche  les  trois  premières  colonnes,  ont  donc  entre  eux  la  corrélation 
voulue. 

Pour  G  ^  ô  H-  3,  on  observera  que  les  quatre  systèmes 

([[^ô]],  [[4]],  mi  [[41]). 

([[sà]],   [[.ô^,]],   [[4]],   [[4..]],   [[4]],   [[4.,]]), 

{[[Si]],    [[.s+,]].     [[S!^,]\,    [[4]],    [[4+,]].    [[4«]])> 
([[S5]],     [[.8+,]],     [[^5+2]],     [[«0+,]]) 

sont  respectivement  en  corrélation  multiplicatoire  avec  les  quatre 
systèmes 

([Ml    [[^e]]',    [Uo]]\    [[^ôlT"), 

{[Ml     [[^6+1]],      [[^0]]',      [Uo-m]]',     [Ml,      [[^S-m]J> 
([[^6]],     [[^B+i]],      [[^0-^2]],     [[tè]\\     [[^ô^i]]',      [[^8+2]]'), 

([[^S]],         [[^0+1]],        [[^g+2]],         [[^S-.3]]). 

Et  ainsi  de  suite  jusques  et  y  compris  G  =  3  +  A  =  A. 


Réduction  au  grade  1. 

loi-.  Etant  donné  un  système  diflerentiel  résolu  par  rapport  à 
diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées, 
nous  nommerons  grade  du  système  l'ordre  maximum  de  ses  premiers 
membres  :  il  va  sans  dire  que  le  grade  peut  être,  soit  inférieur,  soit 
égal  à  l'ordre  du  système.  Quand  le  grade  est  égal  à  i ,  on  peut, 
comme  nous  Tavons  vu  au  n"  90,  disposer  les  équations  du  système 
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dans  les  cases  d'un  quadrillage  rectangulaire  dont  les  lignes  corres- 
pondent aux  variables  indépendantes  et  les  colonnes  aux  fonctions 
inconnues. 

Nous  allons,  dansée  qui  suit,  indiquer  une  méthode  pour  réduire 
au  grade  i  certains  systèmes  différentiels. 

155.  De  la  proposition  relative  aux  coupures,  qui  se  trouve 
formulée  au  n°  86,  résulte  la  suivante,  relative  à  la  forme  des  condi- 
tions initiales  dans  un  système  difî'érentiel. 

Soit  S  un  système  difféientiel  résolu  par  rapport  à  divers&s 
dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s^y  trouvent  engagées,  et  tel 
qu^aucun  des  premiers  membres  n'y  soit  une  dérivée  de  quelque 
autre  :  dans  ce  système,  répari issons  par  la  pensée  les  conditions 
initiales  en  groupes,  suivant  qu'elles  se  rapportent  à  telle  ou  telle 
inconnue.  Cela  posé,  l'application  d'un  procédé  tout  élémentaire 
permet  de  mettre  les  conditions  initiales  sous  une  forme  telle  que 
les  diverses  circonstances  suivante.^  s'y  tjouvent  réalisées  : 

Si  l'on  partage  le  groupe  relatif  à  une  inconnue  quelconque, 
u  par  exemple,  en  sous-groupes  successifs  d'après  les  ordres 
croissants  des  premiers  membres,  ces  ordres  forment  une  pro- 
gression arithmétique  de  raison  i  commençant  par  o. 

Si  l'on  considère  l'un  des  sous-groupes  ainsi  formés,  qu'on 
exécute  su/  l'un  quelconque  de  ses  premiers  membres  les  diverses 
différentiations premières  n'intéressant  aucune  des  variables  dont 
dépend  {schématiquement)  le  second  membre  correspondant,  et 
qu'on  répète  l'opération  sur  tous  les  premiers  membres  du  sous- 
groupe,  l'ensemble  des  résultats  ainsi  obtenus  ne  contient  d'autres 
dérivées  paramétriques  que  les  premiers  membres  du  sous-groupe 
suivant,  et  il  les  contient  tous.  (En  particulier,  les  diflérentiations 
ainsi  exécutées  sur  le  dernier  sous-groupe  ne  fournissent  que  des 
dérivées  principales.) 

Enfin,  si,  considérant  l'ensemble  de  toutes  les  conditions 
initiales,  on  effectue  sur  le  premier  membre  de  chacune  les  diffé- 
rentiations indiquées,  on  retrouve  parmi  les  résultats  tous  les 
premiers  membres  du  système  S. 

Effectivement,  le  groupe  de  conditions  initiales  relatif  à  u  s'obtient, 
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comme  il  a  été  dit  plus  haut  (n"  90),  en  pratiquant  une  certaine 
coupure  dans  une  fonction  schématique  des  variables  indépendantes 
x^  y.  ...  ;  d'ailleurs,  pour  avoir  les  divers  monômes  de  l'ensemble  à 
l'aide  duquel  on  doit  effectuer  la  coupure,  il  suffît  de  prendre,  parmi 
les  premiers  membres  de  S,  ceux  qui  sont  des  dérivées  de  l'inconnue  w, 
et  d'en  déduire  respectivement,  par  la  considération  des  ordres 
partiels  de  dérivation,  certains  monômes  entiers  par  rapport  aux 
différences  x  —  Xq^  y — y^^  ....  Or,  puisque,  en  vertu  de  notre 
hypothèse,  aucun  des  premiers  membres  du  système  S  n'est  une 
dérivée  de  quelque  autre,  l'ensemble  ainsi  obtenu  est  irréductible. 
Cela  étant,  la  proposition  à  démontrer  est  une  conséquence  immé- 
diate de  celle  qui  se  trouve  formulée  au  n°  86. 
Il  importe  de  faire  l'observation  suivante  : 

Si,  attribuant  à  chacune  fies  variables  indépendantes  du 
système  S  urie  cote  [unique)  égale  à  \ ,  et  à  chacune  de  ses  fonc- 
tions inconnues  une  cote  {unique)  quelconque,  on  désigne  par  T 
la  cote  maxima  des  premiers  membres  des  conditions  initiales 
[mises  sous  la  forme  que  nous  venons  d'indiquer)^  la  cote  maxima 
des  premiers  membres  de  S  ne  peut,  en  vertu  de  la  dernière  partie 
de  notre  énoncé,  surpasser  F-i-  i. 

156.  Soit  S  un  système  différentiel  rem])lissant  les  diverses  condi- 
tions A,  B^  C^  formulées  ci-après  : 

A.  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  aucun  des  pre- 
miers membres  n'y  est  une  dérivée  de  quelque  autre,  et  les  seconds 
membres  y  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale. 

B.  En  attribuant,  dans  le  système  S,  à  chacune  des  variables 
indépendantes  une  cote  égale  à  i,  et  à  chacune  des  fonctions 
inconnues  une  cote  convenablement  choisie,  chaque  second  membre 
ne  contient,  outre  les  variables  indépendantes,  que  des  quantités 
(inconnues  ou  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  celle  du 
premier  membre  correspondant  (n°  102). 

Mettons  alors  [es  conditions  initiales  du  système  S  sous  une  forme 
telle  que  les  circonstances  énumérées  au  numéro  précédent  se 
trouvent  réalisées;  puis,  désignons  par  S  et  A  les  cotes  respectivement 


I 


n 
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minima  et  maxima  des  premiers  membres  de  S,  par  F  la  cote  maxima 
des  premiers  membres  des  conditions  initiales  :   on  a  forcément,  en 
vertu  d'une  observation  faite  (n"  155),  A£r  +  i . 
Cela  étant,  on  peut,  des  groupes 

Sg,    Ss+i,    ...,    Sr+1 

(n°  144)  du  système  S  prolongé  (n"  99),  extraire  res])ectivement  des 
groupes, 

(i)  ^g,    ^ô+i,    .-.1    ^r+1, 

possédant  la  double  propriété  de  se  composer  d'équations  en  nombres 
respectivement  égaux  à  ceux  des  dérivées  principales  de  cotes 

8.    8+1,    ...,    r-f-i, 
et  de  contenir  les  groupes 

(l)  S^,      58+1,       ...,      s^ 

du  système  S  (n*'  144).  (La  chose  est  possible,  dans  tous  les  cas, 
d'une  manière  au  moins,  et,  dans  l'immense  majorité  des  cas,  de 
plusieurs  manières.)  Nous  ferons  alors  l'hypothèse  suivante  : 

C.  Il  existe  quelque  suite,  {i)  ^remplissant  les  conditions  ci-dessus 
indiquées,  et  telle  que  les  groupes 

ta,    tù^u     '•',    ^r+i 

soient  successivement  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  princi- 
pales de  cotes 

8,    8  +  1,    ...,    r  +  i. 

En  d'autres  termes,  nous  supposons  que  le  déterminant  différentiel 
de  l'ensemble  de  ces  groupes  par  rapport  à  l'ensemble  de  ces  dérivées 
est  une  fonction  non  identiquement  nulle  (des  variables,  des  incon- 
nues, et  des  quelques  dérivées  paramétriques  figurant  dans  les  seconds 
membres  de  S);  et  nous  nous  astreignons  à  ne  considérer  les  diverses 
quantités  dont  dépend  cette  fonction  que  dans  les  limites  où  sa  valeur 
numérique  reste  différente  de  zéro. 

Il  importe  d'observer  que  les  trois  hypothèses  A^  B^  C,  ci-dessus 
énoncées,  ne  se  distinguent  des  trois  hypothèses  A^  B^  C  du  n"  147 
que  par  l'adjonction  des  deux  particularités  suivantes  :  i"  aucun  des 
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premiers  membres  de  S  n'est,  ici,  une  dérivée  de  quelque  autre 
(condition  qui  n'était  pas  imposée  au  n^  14-7);  i""  l'entier  algé- 
brique 6,  que,  au  n°  147,  nous  supposions  simplement  supérieur  ou 
égal  à  A,  reçoit,  ici,  la  valeur  particulière  F  -f-  i . 

Cela  étant,  on  peut,  du  système  S,  déduire  un  système,  S,  de 
grade  i  ^  jouissant,  par  rapport  à '^,  de  propriétés  remarquables 
que  nous  indiquons  ci-après  (I  et  V). 

I.  Formation  du   système  S. 

Le  système  S,  qu'il  s'agit  de  former,  étant  de  grade  i ,  nous  en 
écrirons,  conformément  aux  indications  ci-après,  les  diverses  équa- 
tions dans  les  cases  d'un  quadrillage  rectangulaire,  en  ne  nous  occu- 
pant tout  d'abord  que  des  premiers  membres. 

Les  conditions  initiales  du  système  S  ayant  été  mises  sous  la  forme 
que  nous  avons  indiquée  plus  haut  (n"  155),  désignons  par  .r,  y,  ... 
les  variables  indépendantes,  par  u  l'une  des  inconnues  engagées  dans  S, 

par      ^     o —  l'un  des  premiers  membres  qui  figurent  dans  le  groupe 

de  conditions  relatifs  à  w,  et  par  Fa,p,...  le  second  membre  corres- 
pondant.   Cela    étant,    nous    prendrons,   dans    S,   pour  l'une  de  nos 

inconnues,  la  quantité       ^     » — ?   que  nous  désignerons  par  «a,p,...  5 

puis,  en  supposant,  pour  lîxer  les  idées,  qu'il  y  ait  cinq  variables 
indépendantes,  ^,  y,  z^  s,  t,  et  que  la  fonction  schématique  Fa^p^... 
dépende  de  5,  t^  nous  écrirons,  dans  les  cases  (.r),  (y),  (z)  de  la 
colonne  (wa,p,...),  les  premiers  membres 

^^g,  ^,...  _  ^i^a,  3,...  _  '^"a,  p,...  _ 

àx  *  '  ây  '  dz        —  •  ■    ■> 

et  nous  laisserons  vides  les  cases  (s)  et  (t)  de  cette  même  colonne; 
au  cas  où  Fa,p,...  se  réduirait  à  une  simple  constante  schématique,  les 
cases  de  la  colonne  considérée  seraient  ainsi  toutes  pleines.  Ce  que 
nous  venons  de  faire  pour  l'une  des  conditions  initiales  faisant  partie 
du  groupe  relatif  à  «,  nous  le  ferons  pour  toutes  les  autres  du  même 
groupe;  et  ce  que  nous  aurons  fait  pour  l'inconnue  m,  nous  le  ferons 
successivement  pour  toutes.  Nous  aurons  ainsi  un  quadrillage  rectan- 
gulaire où  les  cases  pleines  et  les  cases  vides  présentent  exactement 
la  même  disposition  relative  qu'offrent,  dans  le  damier  correspondant 
aux  conditions  initiales  du  système  S  (n"  90),  les  cases  noires  et  les 


^ 
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cases  blanches  ;  dès  lors,  quelques  seconds  membres  que  nous  écrivions 
ultérieurement  dans  les  cases  pleines,  on  voit  dès  maintenant  que  si 
l'on  forme  successivement,  dans  l'ancien  système,  puis  dans  le 
nouveau,  un  ensemble  composé  des  inconnues  et  de  leurs  dérivées 
paramétriques,  les  deux  ensembles  ainsi  obtenus  se  correspondront 
terme  à  terme,  et  que  le  second  se  déduira  du  premier  par  de  simples 
changements  de  notations;  de  même,  et  toujours  aux  notations  près, 
V économie  des  conditions  initiales  sera  identique  dans  les  deux 
systèmes.  Quant  aux  dérivées  principales  du  nouveau  système,  elles 
coïncideront,  aux  notations  près,  les  unes  avec  des  dérivées  princi- 
pales, les  autres  avec  des  dérivées  paramétriques  de  l'ancien. 

11  va  sans  dire  que  nous  conservons  aux  variables  indépendantes 
et  aux  anciennes  inconnues  les  cotes  respectives  qu'elles  avaient 
dans  le  système  S,  et  que  nous  attribuons  aux  inconnues  adjointes 
des  cotes  respectivement  égales  à  celles  des  dérivées  anciennes 
qu'elles  admettent  pour  homonymes. 

Occupons-nous  maintenant  des  seconds  membres  du  système  S. 

A  cet  effet,  nous  désignerons  par 

(3)  4^6,    ^5+1,     ...,     «I^r+i 

les    groupes    obtenus    par   la    résolution   successive    de   (i),    et   qui 

possèdent,  eux  aussi,  la  propriété  de  contenir  les  groupes  (2)  (n°  14-7). 

Gela  étant,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  qui,  dans  S, 

a  pour  premier  membre  — ^rim.   a  la    notation   près,   ce   premier 

membre  coïncide  avec  une  dérivée  ancienne, 

(4) 


da^a-hi  d^p. 


dont  la  cote  ne  surpasse  pas  F -[- i ,  et  qui,  en  vertu  même  de  la 
forme  donnée  aux  conditions  initiales,  est  nécessairement  identique, 
soit  au  premier  membre  de  quelque  condition  initiale  de  S,  soit  à 
quelque  dérivée  principale  de  S.  Dans  le  premier  cas,  elle  coïncide,  à 
la  notation  près,   avec   quelque   inconnue   adjointe    de    S,    et   nous 

égalerons  alors  — ^.        à  cette  inconnue  adjointe.  Dans  le  second  cas, 

elle  admet,  en  vertu  des  relations  (3),  une  certaine  expression,  à  la 
fois  indépendante,  et  de  toute  dérivée  principale  (de  S)  quelle  qu'elle 
soit,  et  de  toute  dérivée  paramétrique  ou  fonction  inconnue  (de  S) 
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dont  la  cote  surpasserait  la  sienne  propre;  en  outre,  dans  le  cas 
particulier  où  la  dérivée  (4)  coïncide  avec  un  premier  membre  de  S, 
l'expression  dont  il  s'agit  coïncide  avec  le  second  membre  corres- 
pondant :  cela  étant,  dans  l'expression  considérée  de  la  dérivée  prin- 
cipale (4),  nous  remplacerons  toutes  les  dérivées  paramétriques  de  S 
par  les  dérivées  paramétriques  ou  fonctions  inconnues  de  2  qui  leur 

correspondent  respectivement,  et  nous  égalerons  — ,"^' "  a  1  ex})res- 
sion  ainsi  modifiée. 

Tel  est  le  système  de  grade  i ,  S,  auquel  fait  allusion  notre 
énoncé  :  on  voit,  par  tout  ce  qui  précède,  que  V économie  des  condi- 
tions initiales  y  est  la  même,  aux  notations  près,  que  dans  le 
système  S,  que  les  seconds  membres  y  sont  indépendants  de  toute 
dérivée  principale  {de  S)^  et  que  la  cote  de  chaque  second  membre 
y  est  au  plus  égale  à  celle  du  premier  membre  correspondant. 

II.  Toute  équation  de  S  figure  dans  S,  aux  notations  près. 

Il  résulte,  en  effet,  de  la  forme  donnée  aux  conditions  initiales  de  S 
que  chaque  premier  membre  de  S  peut  se  déduire  de  l'une  d'entre 
elles  à  l'aide  d'une  dérivation  première  effectuée  sur  le  premier 
membre  de  celle-ci,  et  n'intéressant  aucune  des  variables  dont  dépend 
la  fonction  schématique  (dégénérée  ou  non)  qui  ligure  dans  le  second 
membre  de  la  condition  initiale  considérée.  Si  donc  on  se  reporte  au 
mode  de  formation  de  2,  on  voit  que  tout  premier  membre  de  S 
coïncide,  à  la  notation  près,  avec  un  premier  membre  de  S,  et, 
par  suite,  en  vertu  d'une  remarque  faite  (I),  que  toute  équation  de  S 
figure,  aux  notations  près,  dans  S. 

III.  Si  Von  considère  V une  quelconque  des  inconnues  adjointes 
de  S,  il  existe,  dans  le  système  S,  une  relation  oit  V inconnue  dont 
il  s'agit  se  trouve  égalée  à  une  quantité  homonyme,  dérivée  pre- 
mière  de  quelque  inconnue  ancienne  ou  adjointe. 

Effectivement,  les  inconnues,  tant  anciennes  que  nouvelles,  de  S, 
ont  pour  homonymes  respectifs  les  premiers  membres  des  conditions 
initiales  de  S.  Dès  lors,  à  cause  de  la  forme  donnée  à  ces  conditions 
initiales,  toute  inconnue  nouvelle  de  S  peut,  à  la  notation  près,  se 
déduire  de  quelque  autre  inconnue,  ancienne  ou  nouvelle,  de  2,  à 
l'aide  d'une  dérivation  première  n'intéressant  aucune  des  variables 
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dont  dépend  la  fonction  schématique  qui,  dans  les  conditions  initiales, 
correspond  à  cette  dernière  inconnue.  Gela  étant,  il  suffit,  pour 
s'assurer  de  l'exactitude  du  point  que  nous  avons  en  vue,  de  se 
reporter  au  mode  de  formation  de  }C. 


IV.  Dans  le  système  2,  partageons  les  équations  en  deux  groupes, 
S',  S",  suivant  que  leur  premier  membre  coïncide  (soit  exactement, 
soit  à  la  notation  près)  avec  une  dérivée  paramétrique  ou  avec  une 
dérivée  principale  du  système  S  :  aux  notations  près,  les  équations 
de  2'  sont  des  identités^  et  celles  de  2"  comprennent  toutes  celles 
de  S  (II).  D'autre  part,  désignons  par  H  l'ensemble  des  relations 
obtenues  en  égalant  chaque  inconnue  adjointe  de  I  à  la  dérivée 
ancienne  qu'elle  admet  pour  homonyme  :  aux  notations  près,  les 
équations  H  sont  encore  des  identités.  Cela  posé,  les  systèmes  S^,  H^ 
(n"  144)  sont,  comme  je  vais  l'établir,  en  corrélation  multiplicatoire 
(les  multiplicateurs  étant  tous  égaux,  soit  à  zéro,  soit  à  l'unité,  au 
signe  près). 

En  premier  lieu,  toute  équation  de  2^  ^st  une  combinaison  multi- 
plicatoire de  Hc  :  car,  chaque  équation  de  2'  ayant  pour  premier  et 
pour  second  membre  deux  quantités  homonymes  (nécessairement  de 
même  cote),  une  équation  quelconque  de  2^  a  pour  premier  et  pour 
second  membre  deux  quantités  homonymes  de  cote  C;  dès  lors,  ou 
bien  le  système  H(;  contient  l'équation  considérée  de  2^;,  ou  bien  il 
contient  deux  équations  égalant  respectivement  les  deux  quantités 
homonymes  dont  il  s'agit  à  la  quantité  ancienne  qu'elles  ont  pour 
homonyme  commun,  auquel  cas  une  combinaison  très  simple  des 
deux  équations  de  H^  fait  retomber  sur  l'équation  considérée  de  2c. 

Réciproquement,  toute  équation  de  Yi^^  est  une  combinaison  multi- 
plicatoire de  2'^.  Considérons,  en  efîet,  une  relation  de  H^  ;  dans  cette 
relation,  dont  la  cote  est  C,  figure  une  dérivée,  d'ordre  positif  ou 
nul,  de  quelque  inconnue  nouvelle.  En  vertu  de  l'alinéa  III,  il  existe, 
dans  le  groupe  2',  une  relation  égalant  l'inconnue  dont  il  s'agit  à  une 
quantité  homonyme,  dérivée  première  de  quelque  inconnue  ancienne 
ou  nouvelle.  Si  cette  deuxième  inconnue  est  elle-même  nouvelle,  il 
existe  encore,  dans  le  groupe  2',  une  relation  l'égalant  à  quelque 
quantité  homonyme,  dérivée  première  d'une  troisième  inconnue.  En 
continuant  de  cette  manière,  on  finira  par  tomber  sur  une  inconnue 
nouvelle    qui,    en   vertu  d'une   relation  de  2',   se  trouvera  égalée  à 
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quelque  quantité  homonyme,  dérivée  première  d'une  inconnue 
ancienne.  Il  est  clair  que  les  relations  successivement  considérées 
de  I'  ont  des  cotes  qui  décroissent  progressivement  d'une  unité.  Gela 
étant,  il  est  très  facile  de  voir  que  si,  dans  le  groupe  formé  par  ces 
relations  et  par  celles  c[ui  s'en  déduisent  à  l'aide  de  différentiations 
d'ordres  quelconques,  on  considère  celles  de  cote  G,  leur  ensemble, 
qui  fait  partie  de  S^,  régénère,  moyennant  une  combinaison  très 
simple,  l'équation  considérée  d€  H(;. 

V.  En  attribuant  à  la  notation  H  le  même  sens^que  dans 
l'alinéa  IV,  les  deux  systèmes 

(C)v^     ((C)H,  (OS) 

(n"  144)  sont  en  corrélation  multiplicatoire. 

Nommons  W  ie  système  déduit  de  S''  par  la  substitution  aux 
nouvelles  inconnues  et  à  leurs  dérivées  de  leurs  synonymes  anciens, 
et  considérons  les  quatre  systèmes  successifs 

(C)S      ou      ((CiS',  (€12"), 

((C)H,  .OS"), 
((C)H,  (C)W), 
((C)H,  (OS). 

11  résulte,  en  premier  lieu,  de  l'alinéa  IV  que  le  premier  et  le 
second  de  ces  systèmes  sont  en  corrélation  multiplicatoire. 

Il  résulte,  en  second  lieu,  de  la  définition  de  W  que  *^'W  se  déduit 
de  *^'2"  par  la  substitution  aux  nouvelles  inconnues  et  à  leurs  dérivées 
de  leurs  synonymes  anciens  :  en  conséquence  (n"  147,  I),  si  l'on 
considère  dans  *^'S"  et  ^^'W  deux  équations  correspondantes,  l'une 
quelconque  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  l'autre  et  du 
système  *^'H.  Le  second  et  le  troisième  de  nos  quatre  systèmes  sont 
donc  évidemment  en  corrélation  multiplicatoire. 

Enfin,  puisque,  aux  notations  près,  2"  est  extrait  de  (3)  et  contient 
toutes  les  équations  de  S  (II),  il  est  clair  que,  après  le  retour  aux 
anciennes  notations,  W  jouit  des  deux  mêmes  propriétés,  et  que,  dès 
lors  (n"  147),  les  systèmes  *^'W,  '^'S  sont  en  corrélation  multiplica- 
toire; il  en  est  donc  de  même  de  nos  troisième  et  quatrième  systèmes. 

On  voit  ainsi,  de  proclie  en  proche,  que  le  premier  système  et  le 
dernier  sont  en  corrélation  multiplicatoire. 
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157.  Dans  le  cas  où  le  système  différentiel  proposé  S  est  ortho 
nome  (n"  lOi),  sans  qu^ aucun  des  premiers  membres  soit  une  dé- 
rivée de  quelque  autre,  les  deux  conditions  A   el  B  du  n°  156  se 
trouvent  satisfaites,  et  il  suffit,  pour  que  les  groupes  (i), 

foi    ^ô-+-i,    ■  •  • ,    ^r+ii 

respectivement  extraits  de 

satisfassent  à  la  condition  C,  de  supposer  qu'ils  sont  formés  d'équa- 
tions en  nombres  respectivement  égaux  à  ceux  des  dérivées  principales 

de  cotes 

8,    ô-i-i,    . . .,    r -i- 1, 

et  qu'ils  ont  pour  premiers  membres  les  dérivées  dont  il  s'agit;  car, 
en  vertu  de  nos  hypothèses  actuelles  :  i*^  les  groupes  ainsi  formés 
comprennent  nécessairement  les  groupes  (2), 

du  système  S;  2"  le  déterminant  spécifié  dans  l'hypothèse  C  est  iden- 
tiquement égal  à  I,  et  la  condition  qui  lui  est  imposée  d'être  diffé- 
rent de  zéro  se  trouve  satisfaite  d'elle-même  pour  toutes  valeurs 
numériques  des  quantités  figurant  dans  les  seconds  membres  de  S. 

Gela  posé,  si  Con  considère  un  système  orthonome,  S,  tel  qu^ au- 
cun des  premiers  membres  n^y  soit  une  dérivée  de  quelque  autre, 
le  système  de  grade  i,  S,  qu^on  en  déduit  à  l'aide  du  mécanisme 
décrit  au  numéro  précédent,  est  lui-même,  comme  nous  allons  le 
voir,   nécessairement  orthonome. 

Tout  d'abord,  les  groupes  (1),  qui  comprennent  les  groupes  (2), 
se  composent  exclusivement  en  pareil  fcas  de  relations  normales 
(n°  107),  et  la  même  chose  a  lieu  pour  les  groupes  (3), 

obtenus  en  effectuant  la  résolution  successive  des  groupes  (i)  par 
rapport  aux  dérivées  principales  de  cotes  premières 


Cela    étant,  si    l'on    applique    le    mécanisme   décrit    à   l'alinéa  I  du 


I 
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numéro  précédent,  le  système  de  grade  i,  2,  ainsi  obtenu,  peut, 
comme  nous  l'avons  dit,  se  partager  en  deux  groupes,  S',  S'^,  suivant 
que  ses  équations  ont  pour  premiers  membres  (soit  exactement,  soit 
aux  notations  près)  des  dérivées  paramétriques  ou  des  dérivées 
principales  des  inconnues  de  S  :  aux  notations  près,  les  équations  2' 
sont  des  identités,  et  les  relations  2'',  extraites  de  (3),  sont  des  rela- 
tions normales. 

Conservons  alors  à  chacune  des  variables  indépendantes  et  des 
anciennes  inconnues  les  p  cotes  successives  qu'elle  avait  dans  le 
système  orthonome  S,  et  attribuons  à  chaque  inconnue  adjointe 
p  cotes  successives  respectivement  égales  à  celles  de  la  dérivée 
ancienne  qu'elle  admet  pour  homonyme  :  il  est  clair  qu'avec  un 
pareil  choix,  toutes  les  équations  S'  sont  normales;  mais  cela  ne 
suffît  pas  pour  les  équations  S',  car,  chacune  d'elles  étant,  aux  nota- 
tions près,  une  identité,  les  p  cotes  successives  de  ses  deux  membres 
sont  égales  chacune  à  chacune,  et  l'adjonction  de  cotes  supplémen- 
taires convenablement  choisies  devient  indispensable.  Pour  en 
opérer  le  choix,  on  observera  que  les  premiers  membres  de  S'  sont 
de  premier  ordre  et  ses  seconds  membres  d'ordre  zéro  ;  il  suffira,  en 
conséquence,  d'attribuer  à  toutes  les  inconnues  de  2  une  cote 
(/?  -h  i)''^'»^  égale  à  zéro,  et  à  toutes  les  variables  indépendantes 
une  cote  (p  -\-  i)'^'"^  égale  à  \. 

Réduction  au  premier  ordre. 

lo8.  De  la  proposition  relative  aux  coupures  qui  se  trouve  formulée 
au  n"  88,  résulte  la  suivante,  relative  à  la  forme  des  conditions  ini- 
tiales dans  un  système  différentiel. 

Soit  S  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  diverses 
dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s^y  trouvent  engagées,  et  tel 
qu'aucun  des  premiers  membres  n'y  soit  une  dérivée  de  quelque 
autre.  Les  conditions  initiales  de  ce  système  ayant  été  mises  sous 
la  forme  que  nous  avons  spécifiée  au  n°  \oo^  attribuons  à  chacune 
des  variables  indépendantes  une  cote  {unique)  égale  à  i,  à  cha- 
cune  des  fonctions  inconnues  une  cote  {unique)  quelconque,  et 
désignons  par  T  la  cote  maxima  des  premiers  membres  des  con- 
ditions initiales. 

R.  I  22 
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Cela  posé,  on  peut,  de  cette  première  forme  des  conditions  ini- 
tiales, en  déduire  une  deuxième,  oii  les  diverses  circonstances  sui- 
vantes se  trouvent  réalisées  : 

i"  La  cote  maxima  des  premiers  membres  y  est,  comme  dans  la 
première  forme,  égale  à  Y,  et  toute  condition  initiale  dont  le  pre- 
mier membre  est  de  cote  inférieure  àY  a  pour  second  membre 
une  constante  schématique. 

2"  Si,  sur  chaque  premier  membre  des  conditions  initiales 
{nouvelles)^  on  exécute  successivement  les  difj'érentiations  pre- 
mières ri  intéressant  aucune  des  variables  dont  dépend  la  fonc- 
tion schématique  {dégénérée  ou  non)  qui  figure  dans  le  second 
membre  correspondant,  on  obtient,  entre  autres  résultats,  d' une 
part,  les  divers  premiers  membres  qui,  dans  les  conditions  ini- 
tiales [nouvelles)^  sont  d^ ordre  supérieur  à  zéro,  dUiutre part,  les 
divers  premiers  membres  de  S. 

].  Si,  dans  un  système  dift'érenliel  résolu  par  rapport  à  diverses 
dérivées  des  fonctions  inconnues  u,  r,  . . .  qui  s'y  trouvent  engagées, 
on  se  propose  de  fixer  l'économie  des  conditions  initiales,  chacun  des 
groupes  de  conditions  qui  doivent  respectivement  correspondre  aux 
diverses  inconnues  du  système  se  déduit  fort  simplement,  comme  on 
sait  (n°90),  d'une  somme  schématique  irréductible  représentant  le 
résidu  d'une  coupure;  et  les  divers  monômes  de  l'ensemble  à  l'aide 
duquel  on  effectue  la  coupure  se  déduisent  mécaniquement,  s'il  s'agit, 
par  exemple,  de  l'inconnue  «,  des  diverses  dérivées  de  u  qui  figurent 
dans  les  premiers  membres  de  S  :  nous  nommerons  E„,  E(,,  ...  les 
ensembles  qui  correspondent  ainsi  respectivement  aux  incon- 
nues «,  V',  .... 

Cela  étant,  pour  que  les  conditions  initiales  obtenues  possèdent, 
relativement  à  une  inconnue  quelconque,  u  par  exemple^  la  pro- 
priété spécifiée  dans  la  dernière  partie  (2°)  de  notre  énoncé  géné- 
ral, il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  schématique  correspondante 
fouisse  elle-même  de  la  propriété  ci-après  : 

Si  C on  considère  les  divers  produits  obtenus  en  multipliant 
V un  quelconque  des  facteurs  monômes  de  cette  somme  schéma- 
tique par  U  une  quelconque  des  différences  étrangères  au  facteur 
schématique  (dégénéré  ou  non)  qui  lui  correspond,  on  y  retrouve. 
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entre  autres  résultats,  d' une  part,  les  divers  facteurs  monômes 
qui,  dans  la  somme  schématique,  ont  un  degré  supérieur  à  zéro, 
d'autre  part,  les  divers  monômes  de  l^ ensemble  E„. 

II.  Revenant  à  notre  énoncé  général,  nous  désignerons  par  E„, 
E„,  ...  les  ensembles  à  l'aide  desquels  ont  été  obtenues  les  sommes 
schématiques  qui,  dans  la  première  forme  des  conditions  initiales, 
correspondent  aux  inconnues  respectives  «,  r,  . . .  (les  ensembles  E^^, 
E(,,  ...  sont,  ici,  irréductibles,  puisque  aucun  des  premiers  membres 
du  système  S  n'est  une  dérivée  de  quelque  autre).  Dans  chacune  de  ces 
sommes,  nous  évaluerons  le  degré  maximum  des  facteurs  monômes, 
et  nous  désignerons  ce  degré  maximum  par  N„,  Ni-,  . .  .,  suivant  qu'il 
s'agit  de  l'une  ou  de  l'autre  des  inconnues  u,  p,  ....  Si  nous  dési- 
gnons en  outre  par  c«,  c^.,  ...  les  cotes  respectives  de  ces  inconnues, 
il  résulte  de  la  définition  même  de  V  que  l'une  au  moins  des  sommes 
N„  H- c„,  Nv.  +  C(,,  ...  est  égale  à  F,  et  qu'aucune  d'elles  ne  sur- 
passer; en  d'autres  termes,  on  a 

i^ii  -r-  c ,^  —  1  ,  .y^,  — •—  c t»  —  i  ,  •  •  •  5 

Tune  au  moins  de  ces  relations  ayant  lieu  avec  le  signe  d'égalité. 

Gela  étant,  puisque  l'ancienne  forme  des  conditions  initiales  pos- 
sède, par  hypothèse,  les  diverses  propriétés  spécifiées  au  n°  155, 
l'ancienne  somme  schématique  correspondant  à  une  inconnue  quel- 
conque, u  par  exemple,  possède,  entre  autres,  la  suivante  (1)  ^ 

Si  l'on  considère  les  divers  produits  obtenus  en  multipliant 
l'un  quelconque  des  facteurs  monômes  de  la  somme  schématique 
par  l' une  quelconque  des  diJJ'érences  étrangères  au  facteur  sché- 
matique {dégénéré  ou  non)  qui  lui  correspond,  on  y  retrouve, 
entre  autres  résultats  :  d' une  part,  les  divers  facteurs  monômes 
qui,  dans  la  somme  schématique,  ont  un  degré  supérieur  à  zéro; 
d'autre  part,  les  divers  monômes  dont  se  compose  V ensemble  irré- 
ductible E„. 

Si  cette  somme  ne  contient  que  des  facteurs  schématiques  dégé- 
nérés, nous  la  laisserons  telle  qu'elle  est,  et,  par  suite  aussi,  le  groupe 
de  conditions  initiales  relatif  à  u  :  la  nouvelle  forme  de  ces  conditions 
initiales  étant  identique  à  l'ancienne,  la  cote  maxima  des  premiers 
membres  y  restera  égale  à  N„  +  c„,  la  dernière  partie  (2")  de  notre 
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énoncé  ne  cessera  pas  d'j  être  satisfaite  en  ce  qui  concerne  l'incon- 
nue u^  et  enfin,  tous  les  seconds  membres  s'y  réduisant  à  des  con- 
stantes schématiques,  il  en  sera  ainsi,  notamment,  de  ceux  d'entre  eux 
qui  correspondent  à  des  premiers  membres  de  cote  inférieure  à  F. 

Si  la  somme  schématique  correspondant  à  u  contient  quelque  fac- 
teur schématique  non  dégénéré,  nous  la  mettrons  sous  la  forme  nou- 
velle spécifiée  aux  n"*  87  et  88,  en  prenant  pour  P  la  valeur  F  —  c„, 
au  moins  égale  à  N„  :  dans  le  groupe  correspondant  des  nouvelles 
conditions  initiales,  l'ordre  maximum  des  premiers  membres  sera 
alors  F  —  c„,  et  leur  cote  maxima  (F  —  c„)-f-c„  ou  F;  à  tous  les 
premiers  membres  d'ordre  inférieur  à  F  —  c„,  c'est-à-dire  de  cote 
inférieure  à  F,  correspondront,  comme  seconds  membres,  des  con- 
stantes schématiques  ;  enfin,  il  résulte  du  n"  87  et  de  l'alinéa  I  que 
la  dernière  partie  (2")  de  notre  énoncé,  vérifiée  par  hypothèse  dans 
les  anciennes  conditions  initiales,  l'est  aussi  dans  les  nouvelles  en  ce 
qui  concerne  l'inconnue  u. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  l'inconnue  u  doit  être  répété  pour 
toutes  les  autres. 

Il  nous  reste,  pour  achever  notre  démonstration,  à  faire  voir  que, 
dans  les  nouvelles  conditions  initiales,  la  cote  maxima  des  premiers 
membres  est  égale  à  F.  Or,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans  le 
groupe  partiel  relatif  à  w,  la  cote  maxima  des  premiers  membres  est 
égale  à  N„  H-  c„  ou  à  F,  suivant  que  les  seconds  membres  du  groupe 
se  réduisent  tous  ou  non  à  des  constantes  schématiques.  Considérant 
alors  l'ensemble  des  groupes,  on  voit  que,  si  quelqu'un  de  leurs  se- 
conds membres  est  une  fonction  schématique  non  dégénérée,  la  cote 
maxima  des  premiers  membres  est  F,  et  que,  si  tous  leurs  seconds 
membres  sans  exception  se  réduisent  à  des  constantes  schématiques, 
la  cote  maxima  des  premiers  membres  est  le  plus  grand  des  entiers 
]N«  +  c„,  N(,  H-  c,.,  .  .  .,  c'est-à-dire  encore  F. 

159.  Lorsqu'un  système  différentiel,  S,  remplit  les  trois  condi- 
tions A  ^  //,  C  formulées  au  n^  156,  on  en  peut  déduire  un  système 
du  premier  ordre,  S,  jouissant,  par  rapport  à  S^  de  propriétés 
remarquables  que  nous  indiquons  ci-après  (I  et  V). 

I.  Formation  du  système  S  ('  ). 
(')  Il  va  sans  dire  que  la  notation  D  n'a  pas  ici  le  même  sens  qu'au  n°  156. 
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Les  conditions  initiales  de  S  ayant  été  mises  sous  la  forme  spéci- 
fiée au  n°  loo,  on  en  peut,  par  un  mécanisme  fort  simple,  déduire 
pour  elles  une  forme  nouvelle  jouissant  des  propriétés  spécifiées  au 
numéro  précédent.  Nous  supposerons  désormais  les  conditions  ini- 
tiales de  S  écrites  sous  cette  nouvelle  foi^nie. 

Le  système  S  étant  du  premier  ordre  et  résolu  par  rapport  à  cer- 
taines dérivées  (premières)  des  inconnues,  nous  en  écrirons  les 
diverses  équations  dans  les  cases  d'un  quadrillage  rectangulaire  con- 
formément aux  indications  ci-après,  en  ne  nous  occupant  tout  d'abord 
que  des  premiers  membres. 

Désignons  par  x^y^  ...  les  variables  indépendantes,   par  u  l'une 

des  inconnues  engagées  dans   b,   par  o 1  un  des  premiers 

membres  qui  figurent  dans  le  groupe  de  conditions  relatif  à  w,  et 
par  Fa,p,...  le  second  membre  correspondant.  Cela  étant,  nous  pren- 

1  1  V.  ni-  1  •     .      d^^'^^-U 

drons  dans  1,  pour  1  une  de  nos  inconnues,   la  quantité       ^     „ > 

que  nous  désignerons  par  Wa,p,...;  puis,  en  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  qu'il  y  ait  cinq  variables  indépendantes,  x,  y,  5,  5,  t,  et  que  la 
fonction  schématique  Fa,p,..,  dépende  de  5,  t,  nous  écrirons  dans  les 
cases  (x)^  (y),  (z)  de  la  colonne  (wa,p,...)  les  premiers  membres 


It 


âx  dy  dz 

et  nous  laisserons  vides  les  cases  {s)  et  [t)  de  cette  même  colonne; 
au  cas  où  Fa,p,...  se  réduirait  à  une  simple  constante  schématique,  les 
cases  de  la  colonne  considérée  seraient  ainsi  toutes  pleines.  Ce  que 
nous  venons  de  faire  pour  l'une  des  conditions  initiales  appartenant 
au  groupe  relatif  à  w,  nous  le  ferons  pour  toutes  les  autres  du  même 
groupe  ;  et  ce  que  nous  aurons  fait  poui-  l'inconnue  w,  nous  le  ferons 
successivement  pour  toutes.  Nous  aurons  ainsi  un  quadrillage  rectan- 
gulaire contenant  des  cases  pleines  et  des  cases  vides;  d'ailleurs, 
quelques  seconds  membres  que  nous  écrivions  ultérieurement  dans 
les  cases  pleines,  on  voit,  dès  maintenant,  que  si  l'on  forme  successi- 
vement, dans  l'ancien  système,  puis  dans  le  nouveau,  un  ensemble 
composé  des  inconnues  et  de  leurs  dérivées  paramétriques,  les  deux 
ensembles  ainsi  obtenus  se  correspondront  terme  à  terme,  et  que  le 
second  se  déduira  du  premier  par  de  simples  changements  de  nota- 
tions; de  même,  et  toujours  aux  notations  près,  V économie  des  con- 
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ditions  initiales  sera  identique  dans  les  deux  systèmes.  Quant  aux 
dérivées  principales  du  nouveau  système,  elles  coïncideront,  aux  no- 
tations près,  les  unes  avec  des  dérivées  principales,  les  autres  avec 
des  dérivées  paramétriques  de  l'ancien. 

11  va  sans  dire  que  nous  conservons  aux  variables  indépen- 
dantes et  aux  anciennes  inconnues  les  cotes  respectives  qu^ elles 
avaient  dans  le  système  S,  et  que  nous  attribuons  aux  inconnues 
adjointes  des  cotes  respectivement  égales  à  celles  des  dérivées  an- 
ciennes qu'elles  admettent  pour  homonymes.  Cela  étant,  il  convient 
d'observer  que  les  fonctions  inconnues  du  système  S  dont  la  cote 
tombe  au-dessous  de  F  n'ont,  dans  le  système  S,  aucune  dérivée  pa- 
ramétrique, puisqu'elles  se  trouvent,  dans  les  conditions  initiales, 
égalées  à  de  simples  constantes  schématiques,  et  que,  par  suite,  toutes 
les  cases  de  leurs  colonnes  sont  pleines.  En  conséquence,  toute 
dérivée  paramétrique  du  système  S  possède  une  cote  au  moins  égale 
à  r  +  I ,  et  toute  dérivée  paramétrique  de  cote  F  +  i  ne  peut  appar- 
tenir qu'à  une  fonction  inconnue  de  cote  F,  par  suite,  est  du  premier 
ordre. 

Occupons-nous  maintenant  des  seconds  membres  du  système  S. 

Reportons-nous,  à  cet  effet,  aux  hypothèses  y4,  i5,  C  du  n"  156,  et 
considérant,  d'une  part,  les  groupes 

qui  s'y  trouvent  spécifiés,  d'autre  part,  les  groupes 

dont  se  compose  le  système  S,  désignons  par 

(3)  ^g,    ^8+1,    ...,    <^r+i 

les  groupes  obtenus  par  la  résolution  successive  de  (i),  et  qui  pos- 
sèdent, eux  aussi,  la  propriété  de  contenir  les  groupes  (2)  (n*'  147). 
Cela  étant,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  qui,  dans  S, 

a    pour   premier   membre    "''^'••- •  A  la   notation    près,    ce    premier 

membre  coïncide  avec  une  dérivée  ancienne, 
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dont  la  cote  ne  surpasse  pas  F  -f-  i ,  et  qui  peut  être,  relativement  à  S, 
ou  paramétrique,  ou  principale. 

1°  Si  la  dérivée  (4)  est  paramétrique  par  rapport  à  S,  il  existe, 
dans  le  nouveau  système,  une  dérivée  paramétrique  ou  fonction 
inconnue,  et  une  seule,  qui,  à  la  notation  près,  coïncide  avec  elle  : 
nous  égalerons  alors  — ^^?^--  ^  cette  quantité,  et  nous  aurons  une  rela- 
tion dont  les  deux  membres  auront  la  même  cote  que  la  dérivée  (4  )•  Si 
cette  dernière  est  de  cote  inférieure  ou  égale  à  F,  le  second  membre 
de  notre  relation  sera  une  inconnue  adjointe;  si  elle  est  decoteF'-l-  i , 
le  second  membre  sera  une  dérivée  paramétrique  première  du  sys- 
tème S. 

2°  Si  la  dérivée  (4)  est  principale  par  rapport  à  S,  elle  admet,  en 
vertu  des  équations  (3),  une  certaine  expression  à  la  fois  indépen- 
dante, et  de  toute  dérivée  principale  (de  S)  quelle  qu'elle  soit,  et  de 
toute  dérivée  paramétrique  ou  fonction  inconnue  (de  S)  dont  la  cote 
surpasserait  la  sienne  propre;  en  outre,  dans  le  cas  particulier  où  la 
dérivée  (4)  coïncide  avec  un  premier  membre  de  S,  l'expression 
dont  il  s' agit  coïncide  avec  le  second  membre  correspondant.  Cela 
étant,  dans  l'expression  considérée  de  la  dérivée  principale  (4),  nous 
remplacerons  toutes  les  dérivées  paramétriques  de  S  par  les  dérivées 
paramétriques  ou  fonctions  inconnues  de  S  qui  leur  correspondent 

respectivement,  et  nous  égalerons  — ^,  à  l'expression  ainsi  modi- 
fiée. Or,  il  est  facile  de  voir  que,  après  cette  modification  d'écriture, 
l'expression  est,  ou  d'ordre  zéro,  ou  du  premier  ordre,  suivant  que  la 
dérivée  (4)  a  une  cote  inférieure  ou  égale  à  F  H-  i .  Dans  le  premier 
cas,  en  effet,  elle  ne  peut  contenir  (outre  les  variables  indépen- 
dantes) que  les  inconnues  anciennes  et  les  expressions  nouvelles  de 
leurs  dérivées  paramétriques  de  cote  inférieure  ou  égale  à  F,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  les  inconnues  anciennes  et  nouvelles.  Dans  le 
second  cas,  elle  ne  peut  contenir  que  les  inconnues  anciennes  et  les 
expressions  nouvelles  de  leurs  dérivées  paramétriques  de  cote  infé- 
rieure ou  égale  à  F  -(-  i ,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  inconnues 
anciennes  et  nouvelles  avec  des  dérivées  paramétriques  premières. 
Dans  l'un  et  l'autre  cas  d'ailleurs,  s'il  arrive  que  (4)  coïncide  avec  un 
premier  membre  de  S,  l'équation  considérée  du  système  S  coïncide, 
aux  notations  près,  avec  l'équation  du  système  S  qui  a  pour  premier 
membre  la  dérivée  (4). 
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Tel  est  le  système  du  premier  ordre,  S,  auquel  fait  allusion  notre 
énoncé  :  on  voit  qu'il  se  trouve  résolu  par  rapport  à  certaines  dé- 
rivées {premières)  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  enga- 
gées, que  V économie  des  conditions  initiales  y  est  la  même,  aux 
notations  près,  que  dans  le  système  S,  et  enfin  que  la  cote  de 
chaque  second  membre  est  au  plus  égale  à  celle  du  premier 
membre  correspondant. 

II.    Toute  équation  de  S  figure  dans  S,  aux  notations  près. 

Effectivement,  les  conditions  initiales  de  S  étant  mises,  comme 
nous  l'avons  dit,  sous  la  forme  spécifiée  au  n**  lo8,  les  quantités  qui  y 
figurent  comme  premiers  membres  ont  des  cotes  inférieures  ou  égales 
à  r,  et,  d'autre  part,  chaque  premier  membre  de  S  peut  se  déduire  de 
l'une  des  quantités  en  question  à  l'aide  d'une  dérivation  première, 
d'où  résulte  qu'il  est  de  cote  au  plus  égale  à  F  +  i .  Cela  posé,  consi- 
dérons d'abord  dans  S  un  premier  membre  de  cote  inférieure  à  F  4-  i  : 
la  quantité  dont  il  peut  être  considéré  comme  une  dérivée  première 
est  alors  de  cote  inférieure  à  F,  et,  comme  les  inconnues  de  S  dont  la 
cote  tombe  au-dessous  de  F  n'ont  dans  S  aucune  dérivée  paramé- 
trique, on  a  été  conduit,  dans  la  formation  de  S,  à  écrire,  comme 
premier  membre,  à  la  notation  près,  le  premier  membre  considéré 
de  S.  Considérons,  en  second  lieu,  dans  S,  un  premier  membre  de 
cote  F  -h  I  :  ce  premier  membre  peut  alors  être  considéré  comme  une 
dérivée  première  d'une  quantité  décote  F  figurant  dans  les  conditions 
initiales  de  S,  et,  comme  cette  dérivation  première  n'intéresse  aucune 
des  variables  dont  dépend  la  fonction  schématique  qui  correspond  à 
cette  quantité,  on  a  été  conduit,  cette  fois  encore,  dans  la  formation 
de  S,  à  écrire  comme  premier  membre,  à  la  notation  près,  le  premier 
membre  considéré  de  S. 

Ainsi,  tout  premier  membre  de  S  figure,  à  la  notation  près,  parmi 
les  premiers  membres  de  S;  par  suite,  en  vertu  d'une  remarque  faite 
à  l'alinéa  1,  toute  équation  de  S  figure,  aux  notations  près,  dans  S. 

III.  Si  Ton  considère  l'une  quelconque  des  inconnues  adjointes 
de  S,  il  existe  dans  le  système  S  une  relation  oii  V inconnue  dont 
il  s'agit  se  trouve  égalée  à  une  quantité  homonyme,  dérivée  pre- 
mière de  quelque  inconnue  ancienne  ou  adjointe. 

Effectivement,  les  inconnues  anciennes  et  nouvelles  de  S  ont  res- 
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pectivement  pour  homonymes  les  premiers  membres  des  conditions 
initiales  de  S,  et,  dès  lors,  en  vertu  de  la  dernière  partie  (2")  de 
l'énoncé  du  n"  I08,  toute  inconnue  nouvelle  de  S  a  pour  homonyme 
une  dérivée  première  de  quelque  autre  inconnue  ancienne  ou  nou- 
velle; comme  d'ailleurs  cette  dernière  inconnue  a  une  cote  nécessai- 
rement inférieure  à  celle  de  la  première,  par  suite  inférieure  à  F,  elle 
n'admet  dans  le  système  I  aucune  dérivée  paramétrique;  on  a  donc 
été  conduit,  dans  la  formation  de  ce  système,  à  égaler  entre  elles  les 
deux  quantités  dont  il  s'agit. 

IV.  Si  Ton  désigne  par  H  l'ensemble  des  relations  obtenues  en  éga- 
lant chaque  inconnue  adjointe  de  S  à  la  dérivée  ancienne  qu'elle 
admet  pour  homonyme  (  '  ),  et  si  l'on  partage  les  équations  S  en  deux 
groupes,  S',  2'^,  suivant  que  leur  premier  membre  coïncide  (soit  exac- 
tement, soit  à  la  notation  près)  avec  une  dérivée  paramétrique  ou 
avec  une  àéTwée  principale  du  système  S,  les  systèmes  ^i^^,  Hq  sont 
en  corrélation  midtiplicatoire. 

Voir  l'alinéa  IV  du  n"  I06. 

V.  En  attribuant  à  la  notation  H  le  même  sens  que  dans  l'alinéa  IV, 

les  deux  systèmes 

(C,2,     ((OH,  (C)S) 

sont  en  corrélation  multiplicatoire. 
Voir  l'alinéa  V  du  n'^  I06. 

160.  Pour  avoir  une  idée  des  différences  que  peuvent  présenter 
entre  elles  les  deux  réductions  (au  grade  i  et  à  l'ordre  i  respective- 
ment) qui  font  l'objet  des  n°*  156  et  159,  considérons  le  système  fort 
simple  constitué  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 

=  M, 


Ox  ày  Oz 

où  u  désigne  une  fonction  inconnue  des  variables  indépendantes  x, 


(')  Le  système  S  n'étant  pas  le  même  ici  qu'au  n°  156,  l'ensemble  des  relations  H 
n'y  est  pas  non  plus  le  même. 
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y^  z,  et  M  une  fonction  connue  dex,y,  z,  «,  des  dérivées  premières 
et   secondes   de   u,  et   de   ses    diverses    dérivées    troisièmes    autres 

^        dxdydz 

En  pratiquant  dans  une  fonction  schématique  de  ^,JK,  z  la  cou- 
pure 

on  mettra  d'abord  le  résidu  sous  la  forme 

¥  (y,  z)  -+-  (x  —  xo)  U(x,  z)  ^  (x  —  xo)  (r  —  yo)  ^(^,  y), 

où  F,  H,  K  désignent  trois  fonctions  schématiques  (n*^  84,  II);  l'éco- 
nomie des  conditions  initiales  (où  se  trouvent  réalisées  les  diverses 
circonstances  spécifiées  au  n"  155)  sera  alors 


u 

du 

âx 

â'-u 
dx  dy 


=  u(7,  ^)  pour         x  =  xç,, 

=  ^{x,z)  pour         r=JKo, 

'^{x,y)         pour         z  =  z^, 


et  l'on  voit  qu'en  attribuant  à  x^  y,  2,  u  les  cotes  respectives  i ,  i ,  i ,  o, 
le  système  proposé  satisfait  aux  conditions  A^  B^  C  du  n'^  156.  Cela 
étant,  la  réduction  au  grade  i  donnera 


"xy 


du          , 

55  =  "^ 

du'           „ 

du"., 
dz 

il  faut  naturellement  supposer  que,  dans  le  second  membre.  M,  de 
la  dernière  colonne,   on  a  introduit  les   changements   de  notations 
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voulus,  c'est-à-clire  qu'on  y  a  remplacé 

du        d'il         à- u  â- a 

dx        ôx  '^        àx  ôy        ôx  ôz 

ô^  u  â^  Il  â^  Il  à'^  a  ô'-^  ii 


dr3         âx' dy        dx- ôz        dx  dy-        dx  dz'^ 

respectivement  j)ar 

dii'j.  „  dii'^ 

''-'    ^^'    ''-->''     -dT' 

d' ii'j.        du'jcy        d-ii'j,        du"j.y        d-Uj. 
d.r-  dx  dx  dz  '^X    ^        dz-    ^  i 

toutes  les  autres  notations  étant  conservées. 

Donnons  maintenant  au  résidu  de  la  coupure  la  forme 

A +B(^— ^o)^-C(jK  — jKo)  +  D(^  — iTo) 

^{z  -  z^r-\.{z)  ^  {y  -  y,,){^z  -  z^)^{z)  -^  {x  -  x^)  {^z  —  z^)  R(^) 

où  A,  B,  C,  D  désignent  des  constantes  schématiques,  et  L,  N,  R,  P, 
S,  K,  des  fonctions  schématiques  (n*'  88);  l'économie  des  conditions 
initiales  (où  se  trouvent  réalisées  les  diverses  circonstances  spécifiées 
au  n"  lo8)  sera  alors 


du  _       f         pour         X  —  Xi)  =  y  —yçt=  z  —  Zq=  o^ 
dy^^^ 

du  _  ^ 

dx  ~ 


dz-^  ^^^^^ 


dj_u 

d-^u 
dy  dz 

d^u 
Ox  dz 


=  v(z)   >  pour          X  —  •'/•o  =  JK — y» 

=  o(z)   1 

d-^  u 

—      =w(y,z)         pour         x  =  Xo, 

d^u 

■^      =a(x,z)  pour         JK=jo, 

d^u 

^-^  =  u>(x,j)         pour         z  =  Zo. 
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Cela  étant,  la  réduction  au  premier  ordre  donnera 


M 

"s 

S- 

"x 

X 

du 

1 

ôu'z 
ÔX 

=  u'xz 

y 

Ou  _ 
dy  ~ 

U'y 

ou'. 

ày 

=  Uyz 

OU  y                  „ 

oy  -  ^y^ 

Ôu'x              n 

- 

ou 

âz  ~ 

u'z 

ÔUz 
ôz 

=  ^4 

ôu'y           „ 
ôz    =  "- 

Ôu'x           „ 

Uyz 


y 


''xy 


^^'z^        Ôu'xz 

ÔX     ~       ÔZ 

ôu'y- 

ôu'xz           du'r. 
ÔX      ~      ÔZ 

ÔUyl 
ÔX 

Ôu'xy 

Oy 

ÔUL%                ÔUyz 

ôy    ■"     ôz 

Ôli'yz               ÔUyl 

Ôy           Oz 

ôy 

ôu',1 

oy 

ôu'xy 

OX 

Ôu'xy 
ÔZ 

r^IVf 

il  faut  naturellement  supposer  que  dans  le  second  membre,  M,  de 
trois  de  nos  équations,  on  a  introduit  les  changements  de  notations 
voulus,  c'est-à-dire  qu'on  y  a  remplacé 


ô'^  u  ô^  u 


ou        ou        ou 

ÔX        ôy        ôz 

ô^u       ô'^u       ()2^^         ô-^u  ô^u 

Jôc^'      ôy^'      ôz^^  ' 

ô^  u  ô^  u 


ô-^u 


ôx^        ÔX-  ôy        ÔX-  ôz        OX  ôy'' 


respectivement  par 


ÔX  ôy        ÔX  ôz        ôy  ô. 

ô'^  u  ô^  u  ô^  u 

ÔX  Oz'^        ôy 


Ô-'  u 


ô^u 

ôy'^  OZ  '      ôy  oz'^  '       ôz^ 


u'x,     u'y,     w'., 

Wj.S,  Uyi,         U.i,  ^xyi         Uxzi         Uyzi 

àu'-^.-,  ÔUxy  àu'r-,  ôu'xy  ^u'xz  ^K^  ^K^  ^Uy^  ^^h- 


ÔX 


ÔX 


ÔZ 


ôy 


dy 


ôz 


ôz 


SYSTÈMES    PLUS    GÉNËllAUX    :    PROPOSITIONS    PRÉLIMINAIRES.  349 

161.  Considérons  actuellement  un  système  différentiel,  S,  où  se 
trouvent  vérifiées  les  hypothèses  générales  A,  B  ei  C  du  n°  156,  et 
désignons  par  S  le  système  du  premier  ordre  que  l'on  déduit  de  S  à 
l'aide  du  mécanisme  indiqué  plus  haut  (n°  lo9,  1)  ;  imaginons  ensuite 
qu'on  effectue  sur  le  système  S  un  changement  linéaire  et  homo- 
gène des  variables  indépendantes,  et,  dans  le  système  transformé, 
convenons,  d'une  part,  d'attribuer  aux  nouvelles  variables  des  cotes 
respectives  toutes  égales  à  i  (comme  nous  l'avions  fait  dans  S  pour 
les  anciennes),  d'autre  part,  de  conserver  aux  fonctions  inconnues 
les  cotes  qu'elles  avaient  avant  la  transformation. 

Cela  posé,  si,  dans  le  système  du  premier  ordre  S,  les  valeurs 
initiales  des  variables ,  des  inconnues  et  des  dérivées  paramé- 
triques premières  satisfont  à  certaines  restrictions  d^inégalité, 
on  peut,  par  un  changement  linéaire  et  homogène  des  variables 
indépendantes,  suivi  d^ une  résolution  convenable  (par  rapport  à 
certaines  dérivées  premières),  le  transformer  en  un  autre,  Ùj  Jouis- 
sant des  deux  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  cotes  [premières)  des  variables  et  des  inconnues  étant 
fixées,  dans  le  système  Cl,  comme  nous  venons  de  V indiquer  {voir 
les  quelques  lignes  qui  précèdent  le  présent  énoncé),  et  des  cotes 
secondes  convenablement  choisies  leur  étant  adjointes  au  besoin, 
le  système  0  satisfait  à  la  définition  de  Vorthonomie. 

2^  Le  nombre  des  quantités  paramétriques  {inconnues  et  déri- 
vées) de  cote  C  est,  quel  que  soit  C,  exactement  le  même  dans  Q 
que  dans  2  (^  ). 

I.  Etant  donné  un  système  de  grade  i  (n"  154),  nous  dirons  que 
son  Tableau,  construit  d'après  les  indications  du  n°  90,  est  régulier, 
si  l'on  peut  adopter  pour  les  lignes  de  ce  Tableau,  c'est-à-dire  pour 
les  variables  du  système,  un  ordre  tel  que  les  cases  vides  de  chaque 
colonne  se  trouvent  situées  au  bas  de  cette  colonne.  Il  est  clair  que, 
lorsqu'on  parcourt  de  bas  en  haut  les  lignes  successives  d'un  pareil 
Tableau,  le  nombre  des  cases  vides  ne  va  jamais  en  augmentant;  on 
peut  d'ailleurs,  l'ordre  des  lignes  étant  ainsi  fixé,  adopter  en  même 
temps  pour  les  colonnes  un  ordre  tel,  qu'en  parcourant  de  droite  à 

(')  Four  la  commodité  de   notre  énoncé,  nous  assimilons  les   inconnues  du   sys- 
tème X  à  des  dérivées  paramétriques  (d'ordre  zéro). 
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gauche  ces  colonnes  successives,  le  nombre  des  cases  vides  n'aille  pas 
non  plus  en  augmentant  :  nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  cette 
double  condition  satisfaite. 

Considérons  actuellement  un  système  régulier  de  grade  i  {ne 
contenant  dans  ses  seconds  membres  aucune  dérivée  principale)  : 
si,  moyennant  l'attribution  aux  diverses  variables  de  cotes  pre- 
mières toutes  égales  à  i,  et  aux  diverses  inconnues  de  cotes  pre- 
mières convenablement  choisies,  on  peut  faire  en  sorte  que  les 
cotes  premières  des  inconnues  et  dérivées  figurant  dans  chaque 
second  membre  ne  surpassent  pas  celle  du  premier  membre  cor- 
respondaîit,  le  système  dont  il  s'agit  est  nécessairement  ortho- 
nome. 

Il  suffit,  pour  le  prouver,  d'établir  qu'il  est  toujours  possible  de 
trouver  pour  les  variables  et  les  inconnues  des  cotes  secondes  telles, 
que  la  cote  seconde  minima  des  dérivées  (principales)  figurant  dans 
l'ensemble  des  premiers  membres  soit  supérieure  à  la  cote  seconde 
maxima  des  inconnues  et  dérivées  (paramétriques)  figurant  dans 
l'ensemble  des  seconds  membres. 

Distribuons  à  cet  eff'et  les  variables  indépendantes  en  groupes  suc- 
cessifs d'après  les  nombres  décroissants  de  cases  vides  contenues  dans 
les  lignes  correspondantes,  et  pareillement  les  fonctions  inconnues 
en  groupes  successifs  d'après  les  nombres  décroissants  de  cases  vides 
contenues  dans  les  colonnes  correspondantes.  S'il  existe  des  lignes 
entièrement  vides,  à  ce  groupe  de  lignes  correspondra  un  groupe 
de  variables  auxquelles  j'attribuerai  une  cote  seconde  positive,  par 
exemple  Co=  i  ;  de  même,  s'il  existe  des  colonnes  entièrement  vides, 
à  ce  groupe  de  colonnes  correspondra  un  groupe  d'inconnues  aux- 
quelles j'attribuerai  une  cote  seconde  quelconque,  par  exemple 
^Q=zo.  Abstraction  étant  faite  de  ces  groupes,  dont  l'existence  est 
éventuelle,  il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  des  groupes  restants 
de  variables  est  exactement  égal  à  celui  des  groupes  restants  d'in- 
connues; nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  en  a  cinq, 
et  nous  nommerons 

(5)  Cl,       C2,       C3,        Ci,       C3 

les  cotes  secondes  respectives  des  cinq  groupes  successifs  de  variables 
(considérés  dans  l'ordre  que  nous  venons  d'indiquer), 

(6)  Ti,     T2,     T3,     Y4,     Ys 
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les  cotes  secondes  respectives  des  cinq  groupes  successifs  d'incon- 
nues (considérés  également  dans  l'ordre  que  nous  venons  d'indi- 
quer). 

Pour  faciliter  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre,  on  peut  repré- 
senter à  l'aide  de  la  figure  schématique  ci-dessous  les  divers  groupes 
de  variables  et  d'inconnues,  avec  les  cotes  secondes  qui  leur  sont 
respectivement  attribuées. 


r5 

r.i 

Ta 

T-' 

Ti 

To 

C5 

\ 
\ 

[ 
i 

C4 

c. 

c. 

c. 

Co 

1 

Dans  cette  figure,  à  un  groupe  de  variables  correspond  une  seule 
ligne,  à  un  groupe  d'inconnues  une  seule  colonne,  et  la  cote  seconde 
se  trouve  indiquée,  dans  le  premier  cas  à  gauche  de  la  ligne,  dans 
le  second  cas  au-dessus  de  la  colonne.  Les  traits  tremblés  ont  été 
réservés  au  groupe  de  variables  et  au  groupe  d'inconnues  dont  l'exis- 
tence est  éventuelle.  Enfin,  le  trait  plus  gros,  en  forme  d'escalier, 
qui  partage  la  figure  en  deux  régions,  indique  quelles  sont,  pour 
chaque  groupe  d'inconnues,  les  variables  auxquelles  se  rapportent 
les  dérivées  paramétriques  :  par  exemple,  pour  une  inconnue  appar- 
tenant au  groupe  (72)7  les  dérivées  paramétriques  sont  celles  qui  inté- 
ressent, à  l'exclusion  de  toute  autre,  les  variables  des  groupes  (C3), 
(C2),  (c,)  et  éventuellement  (cq). 

Fixons  maintenant  les  valeurs  des  diverses  cotes  (5)  et  (6).  A  cet 
eflet,  nous  désignerons  par  q  un  entier  positif,  arbitrairement  choisi 
sous  la  seule  condition  d'être  au  moins  égal  à  l'ordre  maximum  des 
dérivées  figurant  effectivement  dans  les  seconds  membres  du  système, 
et  nous  choisirons  les  entiers  (5)  et  (6)  sous  les  seules  conditions 

(7^         Ci>Co<7,         c.2>ci^,         c,>C2<7,         C!,>czq,         C3>C;g; 
(8)         7o-H^C5=  Y,-+-  c/c>,  =  Y2+  gc3=  -(3-hqC2=:  Y4-f-^Ci=  ^(ii-i-qco. 
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Les  entiers  q^  Co=  i  et  yo=  o  étant  connus,  il  est  clair  qu'on  pourra, 
l'aide  de  (7),  déterminer  successivement  Ci,  C2,  C3,  C/,,  C5,  puis,  à 
l'aide  de  (8),  déterminer  successivement  y, ,  Y2,  Y37  Y47  Ys- 

Gela  étant,  je  dis  que  la  cote  seconde  maxima  des  dérivées  para- 
métriques des  ordres  o,  1,  2,  .  ..,  ^  (et,  par  suite,  des  inconnues  et 
dérivées  figurant  dans  les  seconds  membres  du  système)  est  infé- 
rieure à  la  cote  seconde  minima  des  premiers  membres.  Pour  l'éta- 
blir, nous  désignerons  par  9  la  valeur  commune  des  quantités  (8),  et 
nous  prouverons  :  i*'  que  la  cote  seconde  d'une  dérivée  paramétrique 
appartenant  aux  ordres  o,  i ,  2,  . , . ,  ^  est  au  plus  égale  à  9  ;  2°  que  la 
cote  seconde  d'un  premier  membre  est  supérieure  à  9. 

Remarquons  en  effet  que,  pour  les  groupes  successifs  de  variables, 
parcourus  de  bas  en  haut,  la  cote  seconde  va  toujours  en  croissant. 
Il  résulte  de  là  que,  pour  les  groupes  d'inconnues  (yo)?  (yO'  (ïa)? 
(y3),  (y/,),  les  plus  grandes  valeurs  que  puisse  prendre  la  cote  seconde 
d'une  dérivée  paramétrique  appartenant  aux  ordres  o,  1,  2,  ...,  q 
seront  respectivement  égales  à 

To-h^Cs,  Yl-i-^C4,  72+^^3,  Y3-H^C2,  -{',-\-  qCx, 

c'est-à-dire  à  9.  Pour  le  groupe  d'inconnues  (ys),  deux  cas  sont  à 
distinguer,  suivant  que  les  colonnes  correspondantes  contiennent 
quelque  case  vide  ou  n'en  contiennent  aucune  :  dans  le  premier  cas, 
on  trouvera  de  même,  comme  limite  supérieure,  ys  +  ^Cq  ,  c'est- 
à-dire  9;  dans  le  second  cas,  chacune  de  ces  inconnues  n'a  qu'une 
seule  dérivée  paramétrique,  appartenant  à  l'ordre  zéro,  et  ayant  pour 
cote  seconde 

D'un  autre  côté,  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  la  cote 
seconde  d'un  premier  membre  du  système  est  évidemment  égale  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  quantités 

T1+C3,       Y2+^4,       T3-+-C3,       T4+C2,       Y5+C1, 

suivant  qu'il  s'agit  de  l'un  ou  de  l'autre  des  groupes  d'inconnues  (y«)' 
(T2)?  (ys)?  (y4)5  (y»)  •  ^r,  en  vertu  de  (7),  ces  quantités  sont  respec- 
tivement supérieures  à 

Yl^-^Ci,        Y^+^Cg,        Y3+^C2,        ^K-\-  qCy,        Y-5  +  ^^0, 

c'est-à-dire  à  9. 
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II.  Nous  allons  actuellement  faire  voir  qu'en  imposant  aux  valeurs 
initiales  dont  parle  l'énoncé  certaines  restrictions  d'inégalité,  on  peut, 
à  l'aide  des  opérations  indiquées,  transformer  le  système  S  en  un 
système  à  Tableau  régulier,  Q,  dont,  les  colonnes  comprennent 
respectivement  les  mêmes  nombres  cV équations  que  celles  de  S. 
Nous  ferons  voir  en  même  temps  que,  dans  ce  système  0,  la  cote 
première  (évaluée  conformément  aux  indications  ci -dessus)  de 
chaque  second  membre  est  au  plus  égale  à  celle  du  premier 
membre  correspondant. 

Observons  à  cet  effet  que,  dans  le  système  S,  les  premiers  menvbres 
sont  de  cole  au  plus  égale  à  F  +  i ,  et  chaque  second  membre  de  cote 
au  plus  égale  au  premier  membre  correspondant;  que  les  équations 
de  cote  inférieure  à  F -f-  i  correspondent  à  certaines  colonnes,  entiè- 
rement pleines,  du  Tableau,  et  que  leurs  seconds  membres  sont  indé- 
pendants de  toute  dérivée;  enfin,  que  les  équations  de  cote  F4-  i  ne 
peuvent  contenir  d'autres  dérivées  que  celles  de  cote  F -f-  i  (n°  159). 

Cela  posé,  effectuons  sur  S  la  transformation  linéaire  et  homo- 
gène 

/  ic'  =  «i^r  -f-  [3i  r  H-.  . . , 

(9)  •      I  y  =  a2a7-4-  ^ajK-h..., 


où  ^,  j',  ...  désignent  les  anciennes  variables  indépendantes,  x' ^ 
y\  ...  les  nouvelles,  et  a,,  p,,  ...,  ao,  j^o,  ...,  etc.,  des  constantes 
numériques  provisoirement  indéterminées. 

Si  l'on  considère  d'abord  les  diverses  équations  de  cote  inférieure 
à  F -f-  I  contenues  dans  une  même  colonne  (entièrement  pleine)  du 
Tableau  de  2,  ces  équations  ont  pour  premiers  membres  les  diverses 
dérivées  premières  (anciennes)  d'une  même  fonction  inconnue,  avec 
des  seconds  membres  indépendants  de  toute  dérivée;  dès  lors  (pourvu 
que  le  déterminant 

ai     ?i      .. 

«2        ^2        . . 


de  la  transformation  soit  différent  de  zéro),  les  équations  dont  il 
s'agit  pourront,  après  leur  transformation,  être  résolues  par  rapport 
aux  nouvelles  dérivées  premières  de  la  même  fonction  (cela,  quelles 
que  soient  les  valeurs  numériques  que  l'on  attribue  aux  variables  et 
H-      "  23 


1 
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aux  inconnues);  d'ailleurs,  les  seconds  meml)res  des  formules  de 
résolution  ne  contiendront,  outre  les  nouvelles  variables,  que  des 
inconnues  de  cote  (première)  au  plus  égale  à  la  cote  (première) 
commune  des  premiers  membres. 

Reste  donc  à  considérer,  dans  le  système  S,  le  groupe,  o-p^,,  formé 
par  les  équations  de  cote  r+  i.  Pour  que  ce  groupe  puisse,  par  l'ap- 
plication des  formules  (9),  suivie  d'une  résolution  convenable,  être 
transformé  en  un  système  à  Tableau  régulier  dont  les  colonnes  con- 
tiennent respectivement  les  mêmes  nombres  d'équations  que  les 
colonnes  correspondantes  de  o-p^i,  il  faut  que  le  système  déduit 
de  <yr+t  par  l'application  pure  et  simple  des  formules  de  la  trans- 
formation (sans  résolution  ultérieure)  possède  des  solutions  numé- 
riques n'annulant  pas  un  certain  déterminant. 

Ce  déterminant,  D,  peut  être  considéré  comme  une  fonction  : 
Soit  des  constantes  indéterminées  de  la  transformation,  des  an- 
ciennes variables  ^,  y,  . . . ,  des  inconnues  de  S,  et  de  leurs  anciennes 
dérivées  paramétriques  premières  (qui  sont  toutes  de  cote  F-h  i); 

Soit  des  constantes  indéterminées  de  la  transformation,  des  nou- 
velles variables  x',  y',  . .  .  ,  des  inconnues  de  2,  et  de  leurs  nouvelles 
dérivées  premières  de  cote  F-H  i. 

En  le  considérant,  tout  d'abord,  comme  une  fonction  du  premier 
groupe  de  quantités,  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  entier  et  homogène 
par  rapport  aux  constantes  de  la  transformation,  et  qu'il  a  pour  coef- 
ficients certaines  fonctions  de  :r,  jk,  .  •  • ,  des  inconnues  de  S,  et  de 
leurs  anciennes  dérivées  paramétriques  premières.  Si  Tune,  au  moins, 
de  ces  fonctions  n'est  pas  identiquement  nulle,  on  pourra  trouver 
pour  les  constantes  de  la  transformation  des  valeurs  numériques  telles 
que  D  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et  qu'en  même  temps  le  déter- 
minant de  la  transformation  soit  différent  de  zéro.  Les  valeurs  de  ces 
constantes  étant  fixées  comme  il  vient  d'être  dit,  et  le  déterminant  D 
étant  considéré  comme  une  fonction  de  ^,  r,  . . . ,  des  inconnues  de  S, 
et  des  anciennes  dérivées  paramétriques  premières,  le  groupe  o-p+i 
possède  des  solutions  numériques  n'annulant  pas  ce  déterminant.  Si 
donc  on  considère  D  comme  une  fonction  de  x',y\  ...,  des  incon- 
nues de  S,  et  de  leurs  nouvelles  dérivées  premières  de  cote  F-h  i,  ^^ 
groupe  déduit  de  <7^^^  par  l'application  pure  et  simple  des  formules 
de  la  transformation  possède  des  solutions  numériques  n'annulant 
pas  le  déterminant  dont  il  s'agit,  ce  qui  permet  d'efîectuer    a  résolu- 
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lion  voulue  :  il  est  clair  d'ailleurs  que,  dans  le  groupe,  top^,,  finale- 
ment obtenu,  chaque  premier  membre  est  une  dérivée  de  cote  F^-  i, 
et  que  le  second  membre  correspondant  est  de  cote  inférieure  ou 
égale. 

III.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  I  et  II  montre  que  le 
système  0,  déduit  de  S  à  l'aide  du  mécanisme  ci-dessus  décrit,  satis- 
fait à  la  première  des  deux  conditions  formulées  par  notre  énoncé 
général.  11  satisfait,  d'ailleurs,  à  la  seconde,  c'est-à-dire  que  le  nombre 
des  quantités  paramétriques  (inconnues  et  dérivées)  de  cote  G  est, 
dans  12,  exactement  le  même  que  dans  S.  Effectivement,  la  chose  ,est 
évidente  en  ce  qui  concerne  les  seules  inconnues.  D'autre  part,  en 
vertu  de  ce  qui  précède,  les  dérivées  paramétriques  (d'ordre  >>  o) 
ne  peuvent  appartenir  qu'aux  fonctions  inconnues  de  cote  F,  c'est- 
à-dire  à  celles  dont  les  dérivées  principales  premières  (de  cote  F  -f-  i) 
figurent  comme  premiers  membres  dans  le  groupe  or^,  s'il  s'agit  du 
système  S,  ou  dans  le  groupe  wp^,  s'il  s'agit  de  Ù;  or,  ces  inconnues 
étant  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  et  les  colonnes  de  tof^_,  conte- 
nant respectivement  les  mêmes  nombres  de  cases  vides  que  les 
colonnes  de  a-[^^, ,  on  en  déduit  immédiatement  le  point  que  nous 
avons  en  vue. 

Ainsi  se  trouve  établie  notre  proposition.  Pour  que  les  restrictions 
d'inégalité  qu'elle  impose  aux  valeurs  numériques  des  diverses  quan- 
tités figurant  dans  les  seconds  membres  de  S  puissent  être  vérifiées, 
il  faut,  d'après  le  raisonnement  ci-dessus,  que  certaines  fonctions  de 
ces  quantités  ne  soient  pas  toutes  identiquement  nulles,  ce  qui  n'ar- 
rive pas  nécessairement. 
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CHAPITRE  X, 


SIMPLIFICATION  ET  EXTENSION  DES  RESULTATS  OBTENUS 
SUR  LES  SYSTÈMES  ORTHONOMES  :  THÉORÈMES  D^EXISTENGE. 


Simplification  de  la  règle  de  passivité  d'un  système  orthonome. 

162.  Considérons  un  système  différentiel,  S,  impliquant  les  fonc- 
tions inconnues  «,  (',  ...  des  variables  indépendantes  x,  y^  ...,  et 
satisfaisant  (comme  au  n'*  103)  aux  diverses  conditions  ci-après  : 

A.  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées ,  et  les  seconds 
membres  y  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale. 

B.  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  indépendantes  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i, 
et  aux  inconnues  des  cotes  respectives  convenablement  choisies, 
chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  des  quantités  {inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne 
surpasse  pas  celle  du  premier  membre  correspondant. 

C .  En  désignant  par  o  la  cote  minima  des  premiers  membres  de  S, 
et  en  imposant  éventuellement  aux  valeurs  numériques  des  quantités 
qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  S  telles  ou  telles  restric- 
tions d'inégalité,  on  peut,  des  groupes  successifs  (en  nombre  illi- 
mité) 

(n"  144),  extraire  respectivement  des  groupes, 

tels  que  l\in  quelconque  d'entre  eux,  t^.,  composé  d' équations  en 
nombre  exactement  égal  à  celui  des  dérivées  principcdes  de  cote  C, 
soit  résoluble  par  rapport  à  elles.   Les  groupes  partiels  (i)  sont 
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alors  successivement  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  principales 

de  cotes 

ô,     Ô-+-I,     ...,     G,     ..., 

et  cela  quelles  que  soient  (sauf  les  restrictions  éventuelles  à^ inéga- 
lité auxquelles  il  est  fait  allusion  plus  haut)  les  valeurs  numériques 
attribuées  aux  variables  x^  y^   . . . ,  aux  inconnues  u^  c,   . . . ,  et  aux 

dérivées  paramétriques  de  u^  t^, 

Dans  ce  système,  désignons  par  h  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes ^,  jKi  •••,  par  '^  Vi  le  nombre  des  dérivées  paramétriques 
et  fonctions  inconnues  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  G,  par  **^'/?  le 
nombre  des  dérivées  principales  dont  la  cote  satisfait  à  la  même 
condition,  enfin  par  ^^q  la  somme  h-\-^^^n  :  les  diverses  quantités 
dont  nous  venons  de  parler  sont  donc,  en  tout,  au  nombre  de 

Cela  étant,  poiu^  que  le  système  proposé  S  soit  passif ,  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  considérant  x^  y,  ...  et  les  diverses  quantités 
[inconnues  ou  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  G,  comme 
autant  de  variables  indépendantes  distinctes ,  la  solution  numé- 
rique générale  du  système  *^'S  soit  fournie,  quel  que  soit  G,  pai- 
des  formules  exprimant  les  diverses  variables  dont  il  s^agit  (en 
nombre  *^'^  +  *^'/?)  à  l'aide  de  ^^'^q  arbitraires,  ^^Vj  d'entre  ces 
formules  étant  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires  confor- 
mément au  principe  général  des  fonctions  implicites  (n"   120). 

La  condition  posée  est  nécessaire  :  car,  le  système  S  étant  supposé 
passif,  il  résulte  immédiatement  du  n"  103  que,  pour  toute  valeur 
de  G,  la  solution  numérique  générale  du  système  '^'*S,  à^^Vj  -^^^p  va- 
riables, est  aussi  celle  du  système  réduit,  extrait  de  *^^S,  que  forment 
les  *^'/?  équations 

(^)  ^01        ^O+li        .  .  .,       t(]\ 

elle    peut,    dès   lors   (n"  138),    s'exprimer   comme   l'indique   notre 
énoncé. 

La  condition  posée  est  suffisante.  EfTectivement,  si  la  solution 
générale  de  *^'S  est  exprimable  comme  l'indique  notre  énoncé,  les 
formules  ((ui  la  fournissent  ne  peuvent  manquer  de  vérifier  con- 
stamment le  système  réduit  des  '^'/?  équations  (2),  et  en  donnent 
par  suite  (n°  140)  la  solution  générale.  Les  systèmes  *^'  S  et  (2)  sont 
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donc   numériquement  équivalents,    et,    dès    lors,    l'élimination   des 
dérivées  principales  de  cotes 

0,     0  -f-i,      .  . .,     C, 

effectuée  entre  les  équations 

Soi     Sg4-i,     . . ,,     Se, 

conduit  à  des  identités  :  il  en  résulte,  puisque  G  est  quelconque,  que 
le  système  S  est  passif  (n"  103). 

163.  Dans  tout  système  orthonome,  les  conditions  A  et  B  du 
numéro  précédent  se  trouvent  satisfaites  d'elles-mêmes,  et  il  suffît, 
en  ce  qui  concerne  la  condition  C,  de  supposer  que  le  groupe  t^^  a 
été  extrait  de  S^  sous  les  seules  conditions  de  comprendre  exacte- 
ment autant  d'équations  qu'il  y  a  de  dérivées  principales  de  cote  C, 
et  d'avoir  pour  premiers  membres  les  dérivées  dont  il  s'agit  :  car 
alors  le  déterminant  différentiel  de  t^  par  rapport  à  ces  dernières  est 
identiquement  égal  à  i.  On  sait  d'ailleurs  qu'un  système  ortho- 
nome, s'il  est  passif,  est  complètement  intégrahle,  et  réciproque- 
ment (n«^  llo  et  108). 

Cela  étant,  on  peut  formuler  comme  il  suit  les  théorèmes  relatifs  à 
l'existence  des  intégrales  dans  les  systèmes  orthonomes. 

PiiEMiEa  théorè:me  d'existence.  —  l^oiil  système  ortiionome  dont 
les  premiers  membres  appartiennent  respectivement  à  des  incon- 
nues différentes  est  complètement  intégrahle. 

Car  un  pareil  système  est  nécessairement  passif  (n"  110). 

Deuxième  théorème  d'existeivce.  —  Supposons  que,  dans  un 
système  orthonome,  S,  aucun  des  premiers  membres  ne  soit  une 
dérivée  de  quelque  autre,  et  que  deux  au  moins  d'entre  eux 
soient  des  dérivées  d'une  même  inconnue;  désignons  alors  par  8 
la  cote  première  minima  des  équations  de  S;  puis,  adoptant  pour  les 
conditions  initiales  du  système  l'écriture  spécifiée  au  n"  lo5,  dési- 
gnons par  r  la  cote  première  maxima  des  premiers  membres  de  ces 
conditions.  Cela  étant,  pour  que  le  système  soit  complètement  inté- 
grable,  il  faut  et  il  suffit  que  V élimination  des  dérivées  princi- 
pales de  cotes  premières 
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effectuée  entre  les  équations 

(3)  Sg,    Ss^-i,    ...,    Sr+2, 

conduise  à  des  identités, 

I.  Pour  qu'un  système  orlhonome  soit  complètement  intégrable,  il 
faut  et  il  suffit,  comme  nous  l'avons  rappelé  plus  haut,  qu'il  soit 
passif,  c'est-à-dire,  en  vertu  du  n"  103,  que  l'élimination  des  dérivées 
principales  de  cotes  premières 

8,     8+1,     ...,     G,  * 

effectuée  entre  les  équations 

Sg»     S54-1,     ...,     Se, 

conduise,  quel  que  soit  C,  à  des  identités.  La  condition  posée  par 
notre  énoncé  relativement  aux  groupes  (3)  est  donc  évidemment 
nécessaire,  et  il  nous  reste  à  prouver  qu'elle  est  suffisante. 

II.  En  vertu  du  n^  lo7,  on  peut,  du  système  orthonome  S,  déduire 
un  système  de  grade  i,  S,  jouissant  des  diverses  propriétés  indiquées 
au  n"  I06,  et,  de  plus,  orthonome  comme  S. 

Je  dis  que  la  condition  posée  par  notre  énoncé  entraine  la  pas- 
sivité du  système  orthonome  S. 

Considérons  en  effet,  dans  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  S,  S, 
le  total  que  forment  le  nombre  des  variables  indépendantes  et  celui 
des  quantités  paramétriques  (inconnues  ou  dérivées)  dont  la  cote 
première  ne  surpasse  pas  C  (')  :  à  cause  des  relations  qui  existent 
entre  S  et  2  (n"  I06),  ce  total  a  la  même  valeur  dans  les  deux  sys- 
tèmes, et  nous  le  désignerons  par  '^'^. 

Gela  étant,  il  résulte  de  notre  hypothèse  sur  les  groupes  (3)  que  la 
solution  numérique  générale  de  (l'+^jg  q^  (3)  est  fournie  par  des  for- 
mules exprimant  les  variables  indépendantes  ^,  y,  ...  et  les  quan- 
tités (inconnues  ou  dérivées  du  système  S)  dont  la  cote  première  ne 
surpasse  pas  r-f-2,  à  l'aide  de  ^^+-^^  arbitraires,  ^^+-^^  d'entre  ces 
formules  étant  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires  (n^  138). 

Si  l'on  passe  de  S  à  2,  et  qu'on  désigne  par  H  le  groupe  des  rela- 

(')  Nous  assimilons  ici,  pour  la  commodité  du  langage,  les  inconnues  de  S  ou  de  S 
à  des  dérivées  paramétriques  d'ordre  zéro. 
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lions  obtenues  en  égalant  chaque  inconnue  adjointe  de  S  à  la  dérivée 
ancienne  qu'elle  admet  pour  homonyme,  le  système  (r+2)v  gg^  comme 
nous  savons  (n"  io6,  V),  numériquement  équivalent  à 

((r+2}H,  (r+2)S); 

le  groupe  (l'+-)H  s'obtient  d'ailleurs  visiblement  en  extrayant,  de 
l'ensemble  illimité  que  forment  les  inconnues  adjointes  et  leurs  déri- 
vées de  tous  ordres,  les  diverses  quantités  dont  la  cote  première  ne 
surpasse  pas  F  H- 2,  et  en  les  égalant  à  leurs  synonymes  anciens. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  ^^+-^8,  il  est  manifeste  que  la 
solution  générale  de 

((r+2)ii^  (r-f-2]S)    ou    (r-+-2)v 

est  fournie  par  des  formules  exprimant  les  variables  indépendantes  x^ 
y,  ...  et  les  quantités  (inconnues  ou  dérivées  du  système  S)  dont  la 
cote  première  ne  surpasse  pas  F+a,  à  l'aide  de  ^ï'+-^^  arbitraires, 
(r+2)^  d'entre  ces  formules  étant  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

Si  l'on  désigne  alors  par  ^^  ^-^rn  le  nombre  des  dérivées  principales 
du  système  2  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  F-|-  2,  et  si  l'on 
extrait  de  ^F+s)^  ^^j^  groupe  partiel  ayant  pour  premiers  membres, 
sans  omission  ni  répétition,  les  ^^+2)^  dérivées  principales  dont  il 
s'agit,  les  formules,  en  nombre  ^^''^-^q  +(^+2)^^  q^i  donnent  la  solu- 
tion générale  de  fl'+^jv  j^g  peuvent  manquer  de  vérifier  constamment 
le  groupe  partiel;  et  comme  ce  dernier,  composé  de  ^1^+2)^  équations, 
est  réduit,  elles  en  fournissent  aussi  la  solution  générale  (n"  140). 
Le  système  (F+2}v  équivaut  donc  numériquement  au  groupe  partiel, 
et,  dès  lors,  si  entre  les  équations  (I'+-^S  on  élimine  les  diverses  déri- 
vées principales  de  S  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  F-|-  2,  on 
est  conduit  à  des  identités. 

Cela  étant,  comme,  dans  le  système  S,  orthonome  et  de  grade  1,  la 
cote  première  maxima  des  inconnues  est  F,  et,  par  suite,  celle  des 
dérivées  cardinales  (toutes  du  second  ordre)  F-f-  2,  il  résulte  de  la 
règle  provisoire  du  n*^  112  que  le  système  S  est  passif  :  c'est  ce  qu'il 
s'agissait  d'établir. 

III.  La  passivité  du  système  S  entraîne  celle  du  système  S. 

Le  système  S  étant  supposé  passif,  la  solution  numérique  générale 
de  ^^*S  est  fournie,  quel  que  soit  G  (n''  162),  par  des  formules  expri- 
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niant  les  variables  indépendantes  x^  y^  ...  et  les  quantités  (incon- 
nues ou  dérivées  du  système  S)  dont  la  cote  première  ne  surpasse 
pas  G,  à  l'aide  de  ^^''<7  arbitraires,  ^^^q  d'entre  ces  formules  étant 
résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

Répartissons  maintenant  les  formules  dont  il  s'agit  en  deux  groupes, 
*^J,  *^'K,  suivant  qu'elles  ont  ou  non  pour  premier  membre  quelque 
dérivée  (d'ordre  positif  ou  nul)  d'une  inconnue  adjointe.  Le  sys- 
tème (*^*J,'^*K)  ayant  pour  conséquence  numérique  '^*S,  qui,  à  son 
tour,  a  pour  conséquence  numérique  *^'H,  il  est  clair  que  (^^'J,  '^'K) 
a  pour  conséquence  numérique  ('^'H,  '^'K);  et,  comme  ces  deux  der- 
niers systèmes,  visiblement  réduits  (  ^  ),  comprennent  le  même  nombre 
d'équations,  ils  sont  numériquement  équivalents  (n"  131)  :  or,  le  pre- 
mier d'entre  eux  contient  ^^'^q  équations  résolubles  par  rapport  aux 
arbitraires;  il  en  est  donc  de  même  du  second  (n°  137),  et,  comme 
le  groupe  ^^'H  est  indépendant  des  arbitraires,  les  '^'^  équations  dont 
il  s'agit  sont  forcément  contenues  dans  le  groupe  *^  'K. 

Cela  posé,  observons  qu'en  vertu  de  l'équivalence  numérique  entre 

(C)S     et     («^)H,(C)S), 

les  formules  (*^'J,  *^''K),  qui  fournissent  la  solution  générale  de  **^'S, 
fournissent  également  celle  de  (*^*H,  '^'S),  et  que,  par  suite,  les  for- 
mules *^'K  ne  peuvent  manquer  de  vérifier  constamment  le  sys- 
tème <^'S.  Si  l'on  désigne  alors  par  '^'/?  le  nombre  des  dérivées  prin- 
cipales du  système  S  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  C,  et  si 
l'on  extrait  de  '^*S  un  groupe  partiel  ayant  pour  premiers  membres, 
sans  omission  ni  répétition,  les  *^'/>  dérivées  principales  dont  il  s'agit, 
les  formules  '^'K,  en  nombre  ^^^q  -f-**^|/?,  vérifieront  en  particulier  le 
groupe  partiel;  et,  comme  ce  dernier,  composé  de  ^^^p  équations,  est 
réduit,  elles  en  fourniront  (n"  140)  la  solution  générale,  à  plus  forte 
raison  celle  du  groupe  total  *^*S.  Il  en  résulte,  puisque  C  est  quel- 
conque, que  le  système  S  est  passif  (n""  162). 

IV.  Il  résulte  du  simple  rapprochement  des  alinéas  II  et  III  que 
la  condition  posée  par  notre  énoncé  est  suffisante.  Ainsi  se  trouve 
achevée  la  démonstration. 


C)  Ils  sont,  en  cdet,  résolubles  l'un  et  l'autre  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes x^  y,  ...  et  aux  quantités  (inconnues  et  dérivées  de  S)  dont  la  cote  pre- 
mière ne  surpasse  pas  C. 


\m 
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164.  Considérons,  comme  application  de  ce  qui  précède,  un  sys- 
tème différentiel  impliquant  trois  fonctions  inconnues,  m,  t^,  (v,  des 
variables  indépendantes  ^,  y,  .  .  . ,  et  supposons  qu'il  ait  pour 
preiniers  membres  toutes  les  dérivées  d'ordre  m  de  w,  toutes  celles 
d'ordre  n  de  ^',  toutes  celles  d'ordre  p  de  w^  les  seconds  membres  ne 
contenant,  avec  les  variables  ^,  y,  .  .  . ,  que  les  trois  inconnues  «, 
v^  w,  et  leurs  dérivées  d'ordres  respectivement  inférieurs  à  m,  n,  p. 
En  attribuant  à  ^,  y ,  .  ,  . ,  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i ,  et 
à  w,  t^,  (v,  des  cotes  respectives,  c^,  Cj,,  c^v,  vérifiant  les  relations 


on  voit  immédiatement  :  i"  que  le  système  dont  il  s'agit  est  ortho- 
nome, d'où  résulte  que,  si  le  nombre  des  variables  indépendantes  se 
réduit  à  I ,  il  est  complètement  intégrable  ;  2"  qu'en  désignant  par  ù 
la  valeur  commune  des  trois  entiers  c„-f-/?z,  Ci,-h  n^  c^+p^  il  a 
pour  premiers  membres  les  diverses  dérivées  de  cote  0,  et  que  les 
dérivées  paramétriques  sont  toutes  celles  de  cote  inférieure  à  3,  en 
nombre  essentiellement  limité.  Les  conditions  initiales  n'étant,  dès 
lors,  susceptibles  que  d'une  seule  écriture,  l'entier  désigné  par  Y  au 
n^  155  est  ici  égal  à  ô  —  i ,  et  l'on  a 

r  +  '2  =  8  ^  1  ; 

on  en  déduit  sans  peine,  dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes est  supérieur  à  i ,  la  règle  suivante  pour  l'intégrabilité 
complète  du  système. 

Si  l'on  considère  une  dérivée  de  cote  0  -H  i  intéressant  plusieurs 
variables  distinctes,  k  par  exemple  (A*  >  i  ),  il  existe,  dans  le  système 
proposé.  Adéquations  distinctes  qui,  différentiées  chacune  par  rapport 
à  la  variable  voulue,  en  fourniront  des  expressions  où  ne  figurent, 
avec  les  variables  indépendantes,  que  des  quantités  (inconnues  ou 
dérivées)  de  cote  inférieure  à  ô  +  i  :  dans  ces  k  expressions,  on  rem- 
placera les  dérivées  de  cote  0  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
du  système,  et  il  faudra  que  les  k  expressions  résultantes  soient 
toutes  identiquement  égales.  On  procédera  de  même  pour  toutes  les 
dérivées  de  cote  8  -f-  i  intéressant  plusieurs  variables  distinctes,  et 
l'on  aura  ainsi  l'ensemble  des  conditions  pour  que  le  système  soit 
complètement  intégrable. 

Cet  exemple  fort  simple  montre  quel  avantage  la  nouvelle  règle  de 


SYSTÈMES    l'LUS    Gl-NÉKAUX    :    THIÎORÈMKS    d'kXISTENCE.  363 

passivité  (ii"163)  peut  présenter  sur  l'ancienne  (n''  112),  tirée  de  la 
considération  des  dérivées  cardinales.  La  nouvelle  règle  nous  conduit 
en  efTet,  dans  le  cas  actuel,  à  ne  considérer  que  des  dérivées  de  cote 
5  H-  I  ;  l'ancienne,  au  contraire,  si  l'on  observe  que  les  dérivées  car- 
dinales ont  pour  cote  maxima  ô  -\-  w,  o  -f-  /i  ou  8  -f-/?,  suivant  qu'il 
s'agit  de  u,  v  ou  (v,  exigerait  presque  toujours  un  calcul  beaucoup 
plus  long,  et,  parmi  les  conditions  obtenues,  un  grand  nombre  se 
trouveraient  n'élre  que  de  simples  conséquences  des  autres. 

16o.  Le  problème  du  Calcul  inverse  de  la  dérivation  (Chap.- VI) 
nous  a  conduit  à  considérer  un  système  différentiel  ayant  pour  pre- 
miers membres  (tous  distincts)  diverses  dérivées  de  la  fonction 
inconnue  a ,  et  pour  seconds  membres  des  fonctions  données  de 
a:,  j)^,  ...,  toutes  développables  à  partir  de  valeurs  particulières 
données,  ^o?  .Vo^  .  .  .  '■  dans  un  pareil  système,  la  recherche  des 
conditions  d' intégrabilité  se  trouve,  comme  nous  allons  le  voir,  nota- 
blement simplifiée  par  la  connaissance  de  la  règle  exposée  au  n°  163. 

Supposons  tout  d'abord  que,  dans  le  système  proposé,  aucun  des 
premiers  membres  ne  soit  une  dérivée  de  quelque  autre.  Si  le  système 
ne  comprend  qu'une  seule  équation,  il  est  forcément  intégrable.  Pour 
former,  dans  le  cas  contraire,  les  conditions  d'intégrabilité,  qui  ne 
sont  autres,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer  (n"  112),  que  les 
conditions  de  passivité  du  système,  nous  attribuerons  à  l'inconnue  u 
une  cote  nulle  (et  aux  variables  x^  y,  ...,  des  cotes  respectives 
toutes  égales  à  i  ),  nous  mettrons  les  conditions  initiales  sous  la  forme 
spécifiée  au  n^  loo,  et  nous  désignerons  par  F  l'ordre  maximum  des 
premiers  membres  de  ces  conditions  :  cela  étant,  pour  que  le  système 
proposé  soit  intégrable,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que,  pour  toute 
dérivée  principale  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  F  +  2,  les  diverses 
expressions  (fonctions  de  ^,  jk,  ...)  déduites  du  système  proposé 
soient  identiques  entre  elles. 

Supposons  maintenant  que,  dans  le  système  proposé,  quelqu'un 
des  premiers  membres  soit  une  dérivée  de  quelque  autre.  On  com- 
mencera par  faire  abstraction  de  toute  équation  ayant  un  pareil 
premier  membre,  et  l'on  examinera  si  le  système  résultant.  S,  est 
intégrable.  S'il  ne  l'est  pas,  le  système  proposé  ne  l'est  pas  non  plus. 
S'il  l'est,  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien,  parmi  les  équations 
jusqu'ici  négligées,  il  en  est  quelqu'une  qui  ne  peut  se  déduire  de  S 
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par  difTérenliation,  auquel  cas  le  système  proposé  n'est  pas  intégrable  ; 
ou  l)ien  chacune  des  équations  jusqu'ici  né<^ligées  peut  se  déduire 
de  S  par  dilîerentiation,  auquel  cas  le  système  proposé  peut  être 
remplacé  par  le  système  inté^rable  S. 

# 

Extension  des  théorèmes  d'existence. 

166.  Considérons  un  système  différentiel^  S,  où  se  trouvent  satis- 
f ailes  les  trois  hypothèses  A,  B,  C  du  n°  162,  et  à  ces  hypothèses 
adjoignons  les  particularités  suivantes  : 

i"  Qu'aucun  des  premiers  membres  de  S  ne  soit  une  dérivée  de 
quelque  autre  ; 

1^  Qu'en  désignant  par  \  la  cote  maxima  des  premiers  mem- 
bres de  S,  les  groupes 

(les  premiers  de  ceux  que  vise  l'hypothèse  C)  comprennent  respec- 
tivement les  groupes 

du  système  S  (n"  144)  ; 

3°  Que  le  système  du  premier  ordre,  S,  que  l'on  déduit  en 
pareil  cas  de  S  (n°  159),  puisse,  par  un  changement  linéaire  et 
homogène  des  variables  indépendantes,  suivi  d'une  résolution  conve- 
nable, être  transformé  en  un  autre,  0,  remplissant  les  conditions 
spécifiées  au  n""  \^\. 

Cela  posé,  et  en  attribuant  à  la  notation  F  le  même  sens  que  dans 
les  n°^  155  et  163,  pour  que  le  système  proposé  S  soit  passif ,  ou, 
ce  qui  revient  au  même  (n"  103),  pour  que  l'élimination  des  déri- 
vées principales  de  cotes 

0,       Ô-M,       ...,       G, 

effectuée  entre  les  équations 

^ci     So-(-i,     .  •  • ,     Se, 

conduise,  quel  que  soit  C,  à  des  identités,  il  suffit  que  cela  ait 
lieu  pour  C  =  F  +  a . 

I.    La   condition  posée  par   notre    énoncé    relativement   aux 
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î(l'OUpCS 

(i)  Sg,    Sg+i,    ...,    Si\+-i,    Sr+2 

entraîne  la  passivité  du  système  Ù. 

Considérons,  en  effet,  dans  l'un  quelconque  des  trois  systèmes 
S,  S.  Q,  le  total  que  forment  le  nombre  des  varialiles  indépendantes 
et  celui  des  quantités  paramétriques  (inconnues  et  dérivées)  dont  la 
cote  (unique  ou  première)  ne  surpasse  pas  C  :  à  cause  des  relations  qui 
existent,  d'une  part  entre  S  et  S,  d'autre  part  entre  S  et  Q,  ce  nombre 
est  le  même  pour  les  trois  systèmes,  et  nous  le  désignerons  par/^^^. 

Cela  étant,  il  résulte  de  la  condition  posée  par  notre  énoncé  que 
la  solution  numérique  générale  de  (r+2)g  q^^  (^  j  ^  g^^  fournie  par  des 
formules  exprimant  les  variables  indépendantes  et  les  quantités  (in- 
connues ou  dérivées  de  S)  dont  la  cote  (unique)  ne  surpasse  pas 
r -H  2,  à  Taide  de  ^^+2)^  arbitraires,  ^^"^^^q  d'entre  ces  formules 
étant  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires  (n'^  138). 

Si  l'on  passe  de  S  à  S,  et  que  l'on  désigne  par  H  le  groupe  des 
relations  obtenues  en  égalant  chaque  inconnue  adjointe  de  S  à  la 
dérivée  ancienne  qu'elle  admet  pour  homonyme,  le  système  (l'+^j^ 
est,  comme  nous  savons  (n°  lo9,  V),  numériquement  équivalent  à 

((iV2)H,  (r+2)S); 

le  groupe  iJ^'+2)jj  s'obtient  d'ailleurs  visiblement  en  extrayant  de 
l'ensemble  illimité  que  forment  les  inconnues  adjointes  et  leurs  déri- 
vées de  tous  ordres  les  diverses  quantités  dont  la  cote  (unique)  ne 
surpasse  pas  F  4-  2,  et  en  les  égalant  à  leurs  synonymes  anciens. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  ^^^-^S,  il  est  manifeste  que  la 
solution  numérique  générale  de 

({r+2)H,  (r-+-2)S)   ou    (r+2)2 

est  fournie  par  des  formules  exprimant  les  variables  indépendantes 
et  les  quantités  (inconnues  et  dérivées  du  système  2)  dont  la  cote 
(unique)  ne  surpasse  pas  F  -h  2,  à  l'aide  de  ^^'+2^^  arbitraires,  ^1^+^)^ 
d'entre  ces  formules  étant  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

Si  l'on  passe  maintenant  de  S  à  mS]  1  (n"  149),  il  résulte  immé- 
diatement du  n°  153  que  la  solution  numérique  générale  de 
^^■^'^[[2:]]  est  la  même    que   celle    de   [[(^+2)^]]  :   elle   s'obtiendra 
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donc  en  remplaçant  dans  les  formules  précédentes  les  anciennes  va- 
riables et  dérivées  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  de  la  transfor- 
mation (n"  148),  et  en  effectuant  la  résolution  (évidemment  possible) 
du  système  ainsi  obtenu  par  rapport  aux  nouvelles  variables  et  aux 
quantités  (fonctions  inconnues  et  nouvelles  dérivées)  dont  la  cote  ne 
dépasse  pas  F  -f-  2.  Ces  dernières  variables,  inconnues,  et  dérivées, 
se  trouveront  ainsi  exprimées  à  l'aide  de  ^^^^'^hj  arbitraires,  et  il  ré- 
sulte du  n"  137  que,  parmi  les  formules  obtenues,  ^^+-^^  seront, 
comme  précédemment,  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

Si  l'on  passe,  enfin,  de  [[S]]  à  Û  (et  si  l'on  observe  que  V  -\-  \  est 
au  moins  égal  à  A,  n°  loo),  le  mécanisme  à  l'aide  duquel  cette  opé- 
ration s'effectue  [voir  l'alinéa  II  du  n"  161)  entraîne,  en  vertu  du 
n"  146,  l'équivalence  numérique  de  ^"T[2]l  et  (l'+'^Ù  :  la  solution 
numérique  générale  de  ^^+2)^  gg^  donc  fournie  par  les  formules  dont 
il  a  été  question  en  dernier  lieu. 

Gela  posé,  si  l'on  désigne  par  ^^'^^^■gs  le  nombre  des  dérivées  prin- 
cipales du  système  0  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  F  -h  2, 
et  si  l'on  extrait  de  (F+2)q  ^^j^  groupe  partiel  ayant  pour  premiers 
membres,  sans  omission  ni  répétition,  les  ^^"^^^ti^  dérivées  principales 
dont  il  s'agit,  les  formules,  en  nombre  ^^^-^^  +  ^^+2)^^  qui  donnent 
la  solution  générale  de  ^F+2)q  j^g  peuvent  manquer  de  vérifier 
constamment  le  groupe  partiel;  et  comme  ce  dernier,  composé  de 
(I^+-^Tî7  équations,  est  réduit,  elles  en  fournissent  aussi  la  solution 
générale  {n''  140).  Le  système  (F+2)q  équivaut  donc  numériquement 
au  groupe  partiel,  et,  dès  lors,  si,  entre  les  équations  ^^"^'-^Q,  on 
élimine  les  diverses  dérivées  principales  de  ù  dont  la  cote  première 
ne  surpasse  pas  F  -h  2,  on  est  conduit  à  des  identités. 

Cela  étant,  comme,  dans  le  système  Q,  ortlionome  et  du  premier 
ordre,  la  cote  première  maxima  des  inconnues  est  F,  et,  par  suite, 
celle  des  dérivées  cardinales  (toutes  du  second  ordre)  F-j-2,  il  ré- 
sulte de  la  règle  provisoire  du  n°  112  que  le  système  Q  est  passif: 
c'est  ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

II.  La  passivité  du  système  Q  entraîne  celle  du  système  S. 

Le  système  Q  étant  supposé  passif,  la  solution  numérique  générale 
de  **^^Q  est  fournie  (quelque  soit  C)  par  des  formules  exprimant  les 
variables    (nouvelles)    et   les    quantités    (inconnues    et   dérivées    du 
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système  Q)  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  G,  à  l'aide  de  ^^^q 
arbitraires,  '* '^  d'entre  ces  formules  étant  résolubles  par  rapport  aux 
arbitraires  (n"  162).  Cette  solution  générale  de  *^^Q  est  d'ailleurs  en 
même  temps  celle  de  *  N^Mî  ainsi  qu'il  résulte  du  n""  li6  et  des 
relations  qui  existent  entre  les  deux  systèmes  Q  et  [[S]]  ;  et  elle  est 
aussi,  en  vertu  du  n"  153,  celle  de  R*^''^]  1. 

Cela  étant,  la  solution  numérique  générale  de  *^'S  s'obtiendra  en 
remplaçant,  dans  les  formules  précédentes,  les  nouvelles  variables  et 
dérivées  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  de  transformation 
(n*'  1^8),  et  en  elTectuant  la  résolution  (évidemment  possible)  du' sys- 
tème ainsi  obtenu  par  rapport  aux  anciennes  variables  et  aux  quan- 
tités (fonctions  inconnues  et  anciennes  dérivées)  dont  la  cote  (unique) 
ne  surpasse  pas  C.  Ces  dernières  variables,  inconnues,  et  dérivées,  se 
trouveront  ainsi  exprimées  à  l'aide  de  '^'^  arbitraires,  et  il  résulte  du 
n"  137  que,  parmi  les  formules  ainsi  obtenues,  '^'^  seront,  comme 
précédemment,  résolubles  par  rapport  aux  arbitraires. 

Répartissons  maintenant  les  formules  dont  il  s'agit  en  deux  groupes, 
^'J,  '^  K,  suivant  qu'elles  ont  ou  non  pour  premier  membre  quelque 
dérivée  (d'ordre  positif  ou  nul)  d'une  inconnue  adjointe  de  S.  Le 
système  ("^'J,  *^'K)  ayant  pour  conséquence  numérique  "^'S,  qui  à 
son  tour  a  pour  conséquence  numérique  '^*H,  il  est  clair  que  le  sys- 
tème C^'J,  ^^K)  a  pour  conséquence  numérique  (^^'H,  ^^K);  et  comme 
ces  deux  derniers  systèmes,  visiblement  réduits  (<),  comprennent  le 
même  nombre  d'équations,  ils  sont  numériquement  équivalents 
(n"  131)  :  or,  le  premier  d'entre  eux  contient  ^^V/  équations  réso- 
lubles par  rapport  aux  arbitraires;  il  en  est  donc  de  même  du  second 
(n"  137),  et,  comme  le  groupe  *^'H  est  indépendant  des  arbitraires, 
les  '^V/  équations  dont  il  s'agit  sont  forcément  contenues  dans  le 
groupe  ^'^'K. 

Cela  posé,  observons  qu'en  vertu  de  l'équivalence  numérique 
entre 

(C>S     et    ((C)H,(C.S), 

les  formules  ('^'J,  '^'K),  qui  fournissent  la  solution  générale  de  *^'S, 
fournissent  également  celle  de  (*^'H,  '^'S),  et  que,  par  suite,  les  for- 


(  '  )  Ils  sont,  en  eiïel,  résolubles  l'un  et  l'autre  par  rapport  aux  variables  (anciennes) 
et  aux  quantités  (inconnues  et  dérivées  de  S)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  G. 
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mules  ^^'K  ne  peuvent  manquer  de  vérifier  constamment  le  système 
*^'S.  Si  l'on  désigne  alors  par  ^^^p  le  nombre  des  dérivées  principales 
du  système  S  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  G,  et  si  l'on  extrait  de  '^*S 
(conformément  à  l'hypothèse  C  du  n"  162)  un  groupe  partiel  réso- 
luble par  rapport  aux  "*^/?  dérivées  dont  il  s'agit,  les  formules  '^'K,  en 
nombre  '^'^  + '^^/?,  vérifieront  en  particulier  le  groupe  partiel;  et 
comme  ce  dernier,  composé  de  *^'/?  équations,  est  réduit,  elles  en 
fourniront  (n"  l^-O)  la  solution  générale,  à  plus  forte  raison  celle  du 
groupe  total  *^''S.  Il  en  résulte,  puisque  G  est  quelconque,  que  le 
système  S  est  passif  (n*'  162). 

III.  L'exactitude  de  notre  énoncé  général  résulte  du  simple  rap- 
procliement  des  alinéas  I  et  II. 

167.  Gonsidérons  un  système  différentiel.  S,  satisfaisant  aux  trois 
conditions  ci-après  : 

A.  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  seconds 
membres  y  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale. 

B.  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  indépendantes  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i^  et 
aux  inconnues  des  cotes  respectives  convenablement  choisies, 
chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  des  quantités  [inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne 
surpasse  pas  celle  du  premier  membre  correspondant. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  cette  deuxième  condition,  supposée  vé- 
rifiée, ne  cesse  pas  de  l'être  lorsqu'on  augmente  d'un  même  entier 
quelconque,  positif  ou  négatif,  les  cotes  de  toutes  les  inconnues. 

C.  En  désignant  par  o  et  A.  les  cotes  respectivement  minima  et 
maxima  des  premiers  membres  de  S,  on  peut,  des  groupes 

Sg,     Sg+i,     . . . ,     S^ 

du    système  S  prolongé  (n'*   144),    extraire   respectivement  des 
groupes, 

possédant   la  double  propriété  de   se   composer   d'équations  en 
nombres  respectivement  égaux  à  ceux  des  dé/ivées  principales 
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de  cotes 

6,     ô  +  i,     ...,     A, 

et  d'être  successivement  résolubles  par  rapport  à  ces  dérivées. 

En  d'autres  termes,  nous  supposons  que  le  déterminant  différentiel 
de  l'ensemble  de  ces  groupes  par  rapport  à  l'ensemble  de  ces  dérivées 
n'est  pas  identiquement  nul,  et  nous  nous  assujettissons  à  ne  consi- 
dérer les  diverses  quantités  dont  il  dépend  que  dans  les  limites  où  sa 
valeur  numérique  reste  diff'érente  de  zéro. 

Dans  un  système  ainsi  défini,  considérons  un  groupe  d'intégrales 
ordinaires  hypothétiques  répondant  à  des  conditions  initiales  don- 
nées. Cela  étant,  si  les  valeurs  numériques  initiales  choisies  pour 
les  quantités  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  S  satisfont 
(en  outre  de  celle  qu'exige  déjà  la  condition  C)  à  certaines  restric- 
tions (l'inégalité  : 

i"  Pour  toute  valeur  de  V entier  (^algébrique)  G  supérieure  à 
A,  tout  groupe  partiel,  t^^  extrait  de  Se  sous  la  seule  condition 
d'avoir  pour  premiers  membres  {sans  omission  ni  répétition)  les 
diverses  dérivées  principales  de  cote  G,  est  résoluble  par  rapport 
à  ces  dernières. 

2"  Les  développements  {bien  déterminés)  construits  à  Vaide 
des  valeurs  initiales  données  et  de  celles  que  fournit  la  résolution 
successive  des  groupes 

toi     tZ+\')      •••1     ^Ai     ^A-i-i7     ^A-t-2?      ••• 
sont  convergents. 

I.  Considérons  un  système  de  q  équations  du  premier  degré  à  q 
inconnues,  par  exemple,  de  trois  équations  du  premier  degré  à  trois 
inconnues,  ayant  la  forme  suivante  : 

/  X  =  ay  -\-  hz  -h  c, 
<2)  )y  =  ex    -hfz  -H  A-, 

(  z  =  mx  -]-  ny  -+- p. 

En  même  temps  que  (2),  considérons  le  système 

^  x=Xy-^Bz^-C     (t), 
(3)  ^  y  =  Ex  -+-Fz  ^  K, 

/  z  =  Mic-f-  Ny  +  V, 

(')  Le  sens  que  nous  attribuons  ici  à  la  notation  G  n'a,  bien  entendu,  rien  de 
commun  avec  celui  qu'elle  possède  dans  notre  énoncé  général. 

11.  24 
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et  supposons  : 

1°  Que  le  Tableau 

(  A,  B,  C, 

(0  E,  F,  K, 

'  M,  N,  P 

ail  tous  ses  élémenls  positifs  ou  nuls,  ceux  de  la  dernière  colonne  de 

droite  étant  lous positifs; 

2°  Que,  dans  le  Tableau 

a,      b,     c, 

w,     n,    /?, 

les  éléments  aient  leurs  modules  respectivement  «Vi/e;7'e«/'5  ou  égaux 
aux  éléments  correspondants  du  Tableau  (4)  ; 

3"  Que  le  système  (3)  admette  une  solution,  (X,  Y,  Z),  en  nombres 
positifs. 

Cela  étant,  le  système  (2)  est  nécessai/^ement  résoluble  par  rap- 
port à  x^  y,  ^,  et  les  valeurs  de  ces  variables  qui  le  vérifient  ont 
des  modules  respectivement  inférieurs  ou  égaux  à  X,  Y,  Z. 

Je  dis  d'abord  que  le  système  (2)  admet  certainement  quelque  so- 
lution, (^',  y',  z')^  satisfaisant  aux  relations 

moda7'^X,         modj^'^Y,         mod^'^Z. 

Considérons,  en  effet,  les  équations  (3),  et  calculons  pour  x^  y,  z 
des  systèmes  de  valeurs  successifs, 

(X.o,Yo,  Zo),     (Xi,Y,,Zi),     (X2,  Y2,  Z2),     ..., 

de  la  façon  suivante  : 


(5) 


Xo 

= 

G, 

Yo 

= 

K, 

Zo 

= 

P; 

Xt 

=  AYo 

-i-BZo+  G, 

Yi 

=  EXo 

+  FZo-^K, 

Z, 

=  MXo 

-f-NYo+P; 

X2 

=  AY, 

H-BZi  +  G, 

Y2 

=  EXi 

+  FZi-^K, 

Z, 

=  MX, 

-^  NY,-vP; 

X,+  ,=  AY, -+-BZ, 

> 

Y,^,  =  EX,  +  FZ, 

+  K, 

Z,^,  =:MX,+  NY, 

-hP; 
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Je  dis  d'abord  que  les  valeurs  positives  variables  X^,  Y^,  Z^  tendent, 
sans  jamais  décroître^  vers  des  limites,  X',  Y',  Z',  satisfaisant  aux 
relations 

(6)  X'£X,        Y'<Y,         Z'<Z. 

Observons,  en  efi'et,  que  si  l'on  a,  entre  des  valeurs  positives,   les 

relations 

X"1X"',         Y"iY"',         Z"£Z"', 

on  a  forcément  aussi,  puisque  les  coefficients  A,  B,  ...  sont  tous-  po- 
sitifs, 

A  Y"  -+-  BZ"  4-  G  £  AY'"  +  BZ'"  +  G, 

EX"  -4-  FZ"  +  K£  EX'"  +  FZ'"  +  K, 

MX"+  NY"h-  P<MX"'h-  NY'"-^  p. 

Or,  on  a  évidemment  (puisque  X,,^  C,  Yo  =  K,  Zo  =  P) 

o^Xo,         olYo,         o^Zo, 

et,  d'autre  part,  à  cause  des  relations 

X  =  AY  -+- BZ  -^  G, 
Y  =  EX  +  FZ  4-  K, 
Z  =  MX  4-  NY  +  P 

et  de  la  nature  positive  de  toutes  les  quantités  qui  y  figurent, 

X^G  =  Xo,         Y^K  =  Yo,         Z>P  =  Zo, 
d'où 

olXolX,         o^YoSY,         olZo^Z; 

il  en  résulte,  à  cause  de  notre  remarque, 

G^AYo+  BZo-4-G<AY  +  BZ-i-G, 

c'est-à-dire 

XoiX.^X, 
et  de  même 

Zo^Z,lZ. 

Une  nouvelle  application  de  la  remarque  donnera 

AYo  H-  BZo  ^  G  ^  A  Yi  4-  BZi  H-  G  <  A  Y  -^  BZ  -+-  G, 
c'est-à-dire 


Xi^XaiX, 


Ife 
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Ce  raisonnement  peut  être  continué  indéfiniment,  et  l'on  a,  dès  lors, 
quel  que  soit  r, 


Y.  s  Y, 


Y, 


z,<z,+,<z. 

Donc,  Xr,  Y;.,  Tjr  tendent  bien,  sans  jamais  décroître,  vers  des  limites 
positives, X',  Y',  Z',  satisfaisant  aux  relations  (6). 

D'après  cela,  la  série  formée  avec  les  différences  successives 

(Xo-o)-+-(Xi-Xo)4-(X2-X.O+...+  (X,+i-X,)-i-... 

a  ses  termes  tous  positifs  et  une  somme   égale   à  X';  de  même,   les 
deux  séries 


(Yo-o)  +  (Y, 

-Yo)  +  (Y,-Y,)+. 

.-+-(Y,^,-Y,) 

(Zo-o)  +  (Z, 

-Zo)  H-(Z2  — Z,)-+-. 

.+    (Z;.^l-Z^) 

ont  leurs  termes  tous  positifs  et  des  sommes  respectivement  égales  à 
Y',  TJ ,  Observons  enfin  qu'en  vertu  de  (5)  ces  différences  satisfont 
aux  relations  suivantes  : 

"'0  —  o    =  G, 

0  —  o    =  K, 

0  -o    =:P; 

:,  _Xo=A(Yo-o)  -f-B(Zo-o), 

\  _Yo  =  E(Xo-o)  -+-F(Zo-o), 

,  -Zo=:  M(Xo- o)  -+-N(Yo-o); 

\^  -X,=  X{Yy-Yo)  -i-B(Z,-Zo), 

^  -Y,  =:E(X,-Xo)  +F(Z, -Zo), 

,2  —  Z,  =M(X,  — Xo)  +N(Yi-Yo); 


(7) 


X,+i-X,=  .V(Y,-Y,,^_,)  +  B(Z,-Z,_i), 
Y,+,  -  Y,.==  E(X,-X,._,)-i-F(Z,-Z^_,), 

Z,^t  -Zr=  M(Xr-  Xr-  ,  )  -f-  N(  Y^.-  Y,..,); 


Considérons  maintenant  le  système  (2),  et  calculons  pour  a?,  y,  z 
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des  systèmes  de  valeurs  successifs, 
de  la  façon  suivante  : 
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(8) 


3^0 

=                                       C, 

70 

k, 

-«0 

=                  p; 

Xi 

=  aya  -\-bzQ  -h  c, 

JKi 

=  ea?o   -hfzo^k, 

>Sl 

=  mxo-h  nyo-^p-, 

u. 

=  ayi  -\-bzi  +c, 

^2 

=  e^i  H-/^i  +  A:, 

Zi 

=  /niCi-+-  n^i -+-/?; 

Xp-hi 

=  «7r  -+-è^r  -+-C, 

rr+1 

=  637^    -^  fZr  -h  k. 

■3r-+-l 

=  mXr-\-  nyr  H-  P  ; 

Aux  équations  (8)  on  peut  évidemment  substituer  les  suivantes  : 


(9) 


a?o 

—  0     =  C, 

yo 

-0    =A-, 

^0 

-0    =/?; 

Xi 

—  ;ro  =  a(7o  — 0) 

-hb{zQ 

-0), 

JKi 

—  ^o  =  e  (a7o— 0) 

+  /(^o 

-0), 

^1 

—  Zo  =  m(x^—o) 

-^ri{yo 

-0); 

072 

—  xi  =  a  {yx  —  yo) 

-hb{zi 

-^0), 

72 

—  y\  =  e  {x^  —  x^) 

-^fi^i 

— -So), 

^2 

—  zi  =  m(xi  —  Xo) 

-^  ^  (71 

-70); 

X,.^i—X,.=  a  (yr  —  yr-l)-h  b{Zr—  Zr-i), 
7,-4-1  —yr=  e  (Xr—Xr-\)-\-/  (Zr  —  Zr~i), 
-Sr+1  —^r  =  fn(Xr—Xr-i)-+-  n{yr  —  yr-Ô\ 


Si   l'on  compare,   groupe   par  groupe,  les    relations    (9)    aux   rela- 
tions  (^),    on   en    tire  successivement,  puisque   les   modules  de  a, 


, 
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b^  . . .  sont  respectivement  inférieurs  ou  égaux  à  A,  B,  . . ., 

mod(a^o— o)    = -^o — o? 
mod(jo— o)    SYo  — o, 

mod(2o  —  o)    =  ^0  —  Oi 
puis 

mod(a7i  —  a7o)  =  Xi—  Xo, 
mod(^,— 7o)^  Y,  —  Yo, 
mod(2|  —  Zo)  =  Zi  —  Zo, 
puis 

mod  {Xi  —  ^1  )  =  X.2  —  X , , 
mod(72-JKi)^Y2-Y,, 
mod(-S2  —  -Si  )  =  Zg  —  Z,, 


et,  d'une  manière  générale, 

moà{Xr^x  —  Xr)  ^  X,.+,  —  X;., 
mod(7r+i  — Jr)^  Y^+1  — Y,., 
mod(z,.+i  —  z,.)  ^Z;._^,  -  Z,.. 

Il  en  résulte  que  les  trois  séries  ayant  pour  termes  les  différences 

(Xq—o)  -h  {Xi  —  Xq)  -h  (X^—  Xy)  -h.  .  .^{Xr^i  —  X,.)  -H.  .  ., 

(7o  — o)  +  (7i—ro) -^(jK2-jKi) -+-••• -+-(7^+1  — rr )+•••, 

(Zq  —  O)  ^  (  Zi  —  Zq)  -\-  (Z^  —  Zi)  -i-...-+-{Zr+i  —  Zr)  -+-... 

sont  absolument  convergentes,  et  que  leurs  sommes,  x',  y,  z\  véri- 
fient les  relations 

modir'^X',         mod^'^Y',         mod^'^Z', 

à  plus  forte  raison  les  relations 

(lo)  moda^'^X,         mod^'^  Y,         mod-z'^Z; 

en  d'autres  termes,  les  variantes  ^,,  jK^,  s,-  sont  convergentes,  et  leurs 
limites  x\  y\  z'  vérifient  les  relations  (lo). 

Je  dis  enfin  que  les  valeurs  x',  y'^  z'  vérifient  les  relations  (2).   Si 
l'on  considère,  en  effet,  parmi  les  groupes  (8),  le  groupe  général 

Xp+i  =  ay,-  -h  hzr  -i-  c, 

yr+\  =  eXr    ^fZr  -H  ^, 

z,.^\=^  mxr^  nyr^ p-, 
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le  passaije  à  la  limite  pour  /•  infini  donne 

x'  =  a  y  -h  bz'  -]-  c, 
y  =  ex'  -1-/2'  H-  A-, 
2' =  m  a?' -h /ijk' -H  yp  • 

Ainsi,  le  système  (2)  admet  bien  quelque  solution,  (^',  jk',  ^'),  sa- 
tisfaisant aux  relations 

moda^'^X,         modjK'=  Y,         mod^'^Z; 

il  reste  à  démontrer  que  cette  solution  est  unique. 

Effectivement,  si  elle  ne  l'était  pas,  le  système  (2)  serait  indéter- 
miné, et  l'une  de  ses  équations,  la  première  par  exemple,  serait  une 
conséquence  des  autres.  En  désignant  donc  par  X  et  ^  des  constantes 
convenablement  choisies,  on  aurait,  entre  les  coefficients 


—  I 

) 

a, 

6, 

c, 

«, 

—  I 

,     .A 

>t, 

m, 

n, 

1 1 

p 

du 

système 

(^), 

les  relations 

< 

- 1 

= 

le  -+- 

\im 

(II) 

a 
b 
c 

= 

-X     + 

V- 
ik  -h 

IX  p. 

Or,  le  coefficient  c  ayant  un  module  inférieur  ou  égal  à  la  constante 
positive  C,  il  existe  évidemment  quelque  valeur,  c',  satisfaisant  à  la 
double  condition  d'être  différente  de  c  et  d'avoir  un  module  inférieur 
à  C  (^).  Cela  étant,  si,  dans  le  système  (2),  on  remplace  c  parc'  sans 
touche/'  aux  autres  coefficients,  le  système  résultant  est  incompa- 
tible, puisque  les  trois  premières  relations  (11)  ne  cessent  pas  d'être 
vérifiées,  mais  que  l'on  a,  au  contraire, 

c'  ^Xk  -h  ixp. 
D'autre    part,  puisque  le  module  de  c'  est  inférieur  à  C,  les  hypo- 


(')  Effeclivemenl,  si  0  =  0,  on  pourra  prendre  pour  c'  une  quantité  (|uelconque  de 
module  inférieur  à  C  et  supérieur  à  zéro;  si  c  n'est  pas  nul.  on  pourra  prendre 
pour  c'  une  quantité  quelconque  dont  le  module  soit  inférieur  à  celui  de  c. 


n 
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thèses  posées  au  début  du  présent  alinéa  I  continuent  à  être  toutes 
vérifiées,  et  le  même  système  admet,  en  vertu  de  la  démonstration 
ci-dessus,  quelque  solution  en  ^,  jr,  5,  ce  qui  est  contradictoire. 

II.  Considérons,  au  lieu  du  système  S,  le  système  S^+t,  que  nous 
désignerons  aussi  par  (S).  Il  est  clair  que,  dans  les  deux  systèmes  S 
et  (S),  la  répartition  des  dérivées  des  fonctions  inconnues  en  princi- 
pales et  paramétriques  est  la  même,  à  cela  près  que  les  dérivées  prin- 
cipales du  système  S  dont  la  cote  tombait  au-dessous  de  A  -f-  i  sont 
devenues  paramétriques  dans  le  système  (S);  et  si,  dans  les  deux  sys- 
tèmes 

S  prolongé,         (S)  prolongé 

(n''  99),  on  partage  les  relations   en  groupes  successifs  d'après  leur 

cote  croissante,  celte  suite  illimitée  de  groupes  est  la  même  de  part 

et  d'autre,  à  cela  près  que,  dans  le  système  (S)  prolongé,  un  certain 

nombre  de  groupes, 

Sg,     Sg-i_i,     . . . ,     S^, 

ont  disparu  en  tête  de  la  liste.  A.ulieu  donc  d'imposer  aux  intégrales 
hypothétiques  de  S  les  conditions  initiales  choisies,  il  revient  au  même^ 
pour  la  démonstration  de  notre  énoncé  général,  d'imposer  à  celles 
de  (S)  des  conditions  initiales  identiques,  en  ayant  soin  seulement  de 
prendre,  pour  les  anciennes  dérivées  principales  devenues  paramé- 
triques, les  valeurs  initiales  calculées  à  l'aide  des  groupes 

On  peut  maintenant,  moyennant  un  simple  changement  de  fonc- 
tions, remplacer  le  système  (S)  par  un  autre  où  les  déterminations 
initiales  des  inconnues  soient  toutes  identiquement  nulles.  Effecti- 
vement, soient  I„,  Ij,,  ...  les  déterminations  initiales  respectives  des 
inconnues  m,  t»,  ...  dans  le  système  (S).  Nous  observerons  tout 
d'abord  que,  parmi  les  dérivées  de  I„,  I^,  . . .,  celles  qui  sont  respec- 
tivement semblables  aux  dérivées  principales  de  w,  r,  ...  ont  toutes 
zéro  pour  valeur  initiale,  et  qu'elles  sont,  par  suite,  identiquement 
nulles,  puisque  leurs  propres  dérivées,  nécessairement  semblables  à 
des  dérivées  principales  de  w,  (^,  ...,  ont  toutes  aussi  pour  valeur 
initiale  zéro  (n'*  57);  quant  aux  valeurs  initiales  de  I^^,  I,.,  ...  et  de 
leurs  dérivées  restantes,  elles  sont  précisément  égales  aux  valeurs 
initiales  de  //,  (^,  ...  et  de  leurs  dérivées  (paramétriques)  semblables. 
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Cela  posé,  effectuons  dans  le  système  (S)  la  transformation 

u  —  lu-h  u, 

V  =  ]^  +  0, 


où  U,  U,  ...  désignent  de  nouvelles  fonctions  inconnues,  et  soit  (v) 
le  système  ainsi  obtenu  :  de  la  remarque  faite  ci-dessus  il  résulte 
évidemment  que  le  système  (b)  prolongé  peut  se  déduire  de  (S) 
prolongé  en  remplaçant  les  dérivées  principales  de  «,  ç>,  ...  par  les 
dérivées  semblables  de  U,  U,  . . .,  puis  les  fonctions  w,  i^,  ...  et  leurs 
dérivées  paramétriques  par  les  sommes  lu-l-  U,  !(,+  U,  ...  et  les  dé- 
rivées semblables  de  ces  sommes.  Les  deux  systèmes  (S)  et  (Si)  ont 
donc,  sauf  le  changement  de  w,  (^',  ...  en  U,  U,  ...,  les  mêmes  premiers 
membres,  et  les  dérivées  des  fonctions  inconnues  s'y  répartissent  de 
la  même  manière  en  principales  et  paramétriques  ;  d'ailleurs,  si  aux 
intégrales  hypothétiques  U,  U,  ...,  de  (S)  on  impose  des  détermi- 
nations initiales  identiquement  nulles,  il  est  clair  que  les  valeurs  nu- 
mériques initiales  prises,  dans  le  système  (S),  par  les  intégrales 
hypothétiques  u,  t^,  ...,  qui  correspondent  aux  déterminations  ini- 
tiales I„,  !(,,  ...,  et  par  leurs  dérivées  paramétriques  de  tous  ordres, 
sont  respectivement  égales  aux  valeurs  numériques  initiales  prises, 
dans  le  système  (S),  par  les  sommes  l„-j-  U,  !(,+  U,  ...  et  les  déri- 
vées semblables  de  ces  sommes. 

Gela  étant,  conservons  aux  variables  :z^,jK,  . .  ♦,  dans  le  système  (îp), 
les  cotes  respectives,  toutes  égales  à  i,  qu'elles  avaient  dans  les  sys- 
tèmes S  et  (S),  et  attribuons  aux  nouvelles  fonctions  inconnues  U, 
U,  ...  les  mêmes  cotes  respectives  qu'aux  anciennes  correspondantes 

iij  v^ Considérons  d'autre  part,  dans   les  systèmes  (S)  prolongé 

et  (i^)  prolongé,  deux  relations  correspondantes,  et  désignons  par  C 
leur  cote  commune  (supérieure  ou  égale  à  A -h  i  )  :  de  diverses  re- 
marques déjà  faites  il  résulte  que  toutes  deux  sont  linéaires  par  rap- 
port aux  dérivées  (tant  principales  que  paramétriques)  de  cote  C, 
que,  dans  la  première,  les  coefficients  de  ces  dérivées  dépendent 
exclusivement  des  variables  ^,  ^',  . . .,  des  inconnues  m,  t^,  ...  et  des 
quelques  dérivées  paramétriques  figurant  dans  les  seconds  membres 
du  système  primitifs,  et  que,  dans  la  seconde,  les  coefficients  dont 
il  s'agit  ont  respectivement  les  mêmes  valeurs  initiales  que  dans  la 
première.  Finalement,  si,  dans  chacune  des  deux  relations  considé- 
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rées,  nous  remplaçons  par  les  valeurs  numériques  initiales  qui  leur 
conviennent  respectivement  les  variables  indépendantes  x^  )  ,  . . .,  les 
intégrales  hypothétiques  (f/,  v^  ,..  ou  U,  U,  ...,  suivant  qu'il  s'agit 
de  l'une  ou  de  l'autre  relation),  et  leurs  dérivées  paramétriques  de 
tous  ordres,  les  deux  relations  ainsi  obtenues  (où  ne  figurent  plus 
que  des  dérivées  principales)  seront  identiques  l'une  à  l'autre. 

En  conséquence,  il  suffît,  pour  établir  notre  énoncé  général,  d'éta- 
blir le  double  point  suivant  : 

Si,  dans  les  seconds  membres  de  (S),  les  coefficients  des  déri- 
vées {tant  principales  que  paramétriques)  de  cote  A  -f- 1  ont  des 
valeurs  initiales  satisfaisant  à  certaines  restrictions  dHnégalité  : 

i"  Pour  toute  valeur  de  V entier  {algébrique)  G  supérieure  à  A, 
tout  groupe  partiel,  (t)c,  extrait  de  (S)(;  sous  la  seule  condition 
d^  avoir  pour  premiers  membres  {sans  omission  ni  répétition)  les 
diverses  dérivées  principales  de  cote  G,  est  résoluble  par  rapport 
à  ces  dernières. 

2"  Les  développements  {bien  déterminés)  construits  à  l'aide  des 
déterminations  initiales  données  {toutes  identiquement  nulles)  et 
des  valeurs  initiales  que  fournit,  pour  les  dérivées  principales  de 
cotes  A  -h  1 ,  A  -h  2,  . . .,  la  résolution  successive  des  groupes 

(t)A-Hi,     (t)A-+-2,      ..-, 


EfTectivement,  si  le  premier  de  ces  deux  points  est  exact,  le  groupe 
qui  correspond  à  (t)c  dans  le  système  (S)  prolongé  sera  lui-même 
résoluble  par  rapport  aux  dérivées  principales  de  cote  G  de  w,  v^  ..., 
et,  dès  lors,  le  groupe  désigné  par  tç^  dans  notre  énoncé  général  jouira 
aussi  de  cette  propriété.  D'ailleurs,  si  aux  variables,  aux  intégrales 
hypothétiques  et  à  leur  dérivées  paramétriques,  on  attribue  les  va- 
leurs initiales  qui  leur  conviennent  respectivement  dans  les  systèmes 
(i5)  et  (S),  les  groupes  correspondants  (t)^  et  l^^  deviennent,  comme 
nous  l'avons  vu,  identiques  l'un  à  l'autre,  en  sorte  que  la  résolution 
successive,  soit  des  groupes 

(t)A+i,    (t)A+2,     ..., 
soit  des  groupes 

t^->r\i         ^A-H2l  •   •  •  1 


% 
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fournit,  pour  les  dérivées  principales  semblables,  les  mêmes  valeurs 
initiales  :  si  donc,  dans  les  développements  construits  de  part  et 
d'autres  à  l'aide  des  valeurs  initiales  tant  données  que  calculées,  on 
fait  abstraction  des  portions  (convergentes)  formées  par  les  détermi- 
nations initiales,  les  portions  restantes  sont  respectivement  identiques 
de  part  et  d'autre,  et  la  convergence,  lorsqu'elle  a  lieu  d'un  côté,  ne 
peut  manquer  d'avoir  lieu  de  l'autre. 

Ainsi,  nous  nous  tj'ouvons  ramené  à  établir  le  double  point  for- 
mulé ci-dessus  dans  le  présent  alinéa  II. 

III.  Voir  l'alinéa  XI  du  n«  114. 

IV.  Voir  l'alinéa  XII  du  n"  H4. 

V.  Voir  l'alinéa  XIII  du  n"  114. 

VI.  Voir  l'alinéa  XIV  du  n"  114  (^). 

VII.  Si,  par  un  choix  convenable  de  la  constante  z  (moindre 
que  -  ]  et  des  constantes 

on  peut  faire  en  sorte  que,  dans  les  seconds  membres  de  ((5)j,  les 
caractéristiques  dépendant  de  £  soient  respectivement  supérieures 
aux  modules  des  valeurs  numériques  initiales  que  prennent,  dans 
les  seconds  membres  de  (^),  les  coefficients  des  dérivées  domi- 
nantes, la  double  circonstance  spécifiée  à  l'alinéa  II  se  trouve 
réalisée. 

En  rapprochant  de  notre  hypothèse  actuelle  les  conclusions  de 
l'alinéa  précédent,  on  voit  que  la  constante  £,  les  constantes  (12)  et 
la  constante  |jl  peuvent  être  déterminées  de  telle  façon  que  les  coef- 
ficients des  seconds  membres  de  ((^))  soient  respectivement  majo- 
rants pour  ceux  de  (î3).  Cela  fait,  rappelons-nous  que  les  valeurs 
initiales  imposées  dans  le  système  (ib)  aux  inconnues  et  à  leurs  déri- 
vées paramétriques  de  tous  ordres  sont  nulles,  tandis  que  les  valeurs 


(')  Nous  ferons  usa;;e  ci-apiés  (VU,  VIII  et  IX)  de  diverses  notations  définies 
dans  le  alinéas  XI,  XII,  XIII  et  XIV  du  n°  114  :  il  est  donc  indispensable,  pour  l'in- 
telligence de  la  démonstration  actuelle,  de  se  reporter  au  texte  de  ces  alinéas. 


li 
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initiales  prises  par  les  inlégrales»  effectives  dont  nous  avons  constat 
l'existence  dans  le  système  ({^))  et  par  leurs  dérivées  paramétriques 
sont  positives  ou  nulles. 

Observons  maintenant  que,  dans  les  deux  systèmes 

(ô)  prolongé,     ((6)j  prolongé, 

les  relations  se  correspondent  chacune  à  chacune.  Considérons  alors 
deux  relations  correspondantes.  Dans  la  première  celle  qui  pro- 
vient de  (S)  prolongé  L  le  premier  membre  est  une  certaine  dérivée 
principale  des  intégrales  hypothétiques  de  (!5),  et  le  second  membre 
une  somme  de  produits  pouvant  contenir  comme  facteurs  quatre 
sortes  de  quantités,  savoir  :  certains  entiers  positifs  ;  certains  coef- 
ficients des  seconds  membres  de  (^3)  ;  certaines  dérivées  partielles  de 
ces  coefficients  ;  enfin  certaines  dérivées,  principales  ou  paramé- 
triques, des  intégrales  hypothétiques  de  (î3).  Si  de  cette  relation 
[provenant  de  (S)  prolongé!  on  passe  à  la  relation  correspondante 
Tprovenant  de  ((^))  prolongé  ,  cette  dernière  est  composée  exac- 
tement de  la  même  façon  avec  les  dérivées  principales  ou  paramé- 
triques des  intégrales  effectives  de  ((^)Y  les  entiers  positifs  dont 
nous  venons  de  parler,  les  majorantes  des  coefficients  de  (  vi),  et  les 
dérivées  partielles  de  ces  majorantes. 

Cela  étant,  considérons,  dans  (S)  prolongé,  les  groupes  successifs 

(t)A-^i,     (t)A+2,      ..., 

dont  il  est  question  à  l'alinéa  11,  et,  dans  ((Ô)j  prolongé,  les  groupes 
correspondants, 

Si,  dans  les  groupes 

Wa-u     ((t))A+p 

on  remplace  par  les  valeurs  initiales  qui  leur  conviennent  respecti- 
vement de  part  et  d'autre  les  variables,  les  inconnues  et  leurs  dérivées 
paramétriques,  chacun  des  groupes  résultants,  à  l'aide  desquels  on 
cherche  à  déterminer  de  part  et  d'autre  les  valeurs  initiales  des  déri- 
vées principales  de  cote  A  H-  i ,  aura  pour  premiers  membres  (sans 
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omission  ni  répétition)  les  dérivées  principales  dont  il  s'agit,  et  pour 
seconds  membres  des  fonctions  linéaires  de  ces  dérivées  principales 
(aucun  des  premiers  membres  ne  figurant  dans  le  second  membre 
correspondant);  si  l'on  compare  d'ailleurs  les  coefficients  de  ces  fonc- 
tions linéaires  dans  les  deux  groupes,  on  voit  que,  dans  le  second 
groupe,  les  coefficients  (positifs)  sont  supérieurs  aux  modules  des 
coefficients  du  premier  groupe,  et  que  les  termes  indépendants  y  sont 
tous  supérieurs  à  zéro  ;  enfin,  il  est  clair  que  le  second  groupe  admet 
une  solution  en  nombres  positifs  fà  savoir  les  valeurs  initiales  des 
dérivées  principales  de  cote  A  4-  i  des  intégrales  effectives  de  ({ ^  ))  1  • 
Si  donc  on  applique  la  proposition  de  l'alinéa  I,  on  voit  que  le  pre- 
mier groupe  est  résoluble  par  rapport  aux  dérivées  principales  de 
cote  A -j- 1  des  intégrales  hypothétiques  de  (S),  et  que  les  valeurs 
numériques  ainsi  obtenues  ont  des  modules  respectivement  inférieurs 
aux  valeurs  initiales  (positives)  prises  parles  dérivées  semblables  des 
intégrales  effectives  de  m  S)]. 

Gela  étant,  considérons  les  groupes 


(t)A4-2,       ((t)) 


A-t-2' 


et,  dans  ces  deux  groupes,  remplaçons  les  variables,  les  inconnues  et 
les  dérivées  paramétriques  par  les  valeurs  initiales  qui  leur  con- 
viennent respectivement  de  part  et  d'autre,  puis  les  dérivées  princi- 
pales de  cote  A  -+-  i  par  les  valeurs  numériques  respectivement  obte- 
nues comme  il  vient  d'être  dit.  Chacun  des  groupes  résultants,  à 
l'aide  desquels  on  cherche  à  déterminer  de  part  et  d'autre  les 
valeurs  initiales  des  dérivées  principales  de  cote  A-f-2,  aura  pour 
premiers  membres  (sans  omission  ni  répétition)  les  dérivées  prin- 
cipales dont  il  s'agit,  et  pour  seconds  membres  des  fonctions 
linéaires  de  ces  dérivées  principales  (aucun  des  premiers  membres 
ne  figurant  dans  le  second  membre  correspondant);  si  l'on  compare 
d'ailleurs  les  coefficients  de  ces  fonctions  linéaires  dans  les  deux 
groupes,  on  voit,  par  tout  ce  qui  précède,  que,  dans  le  second 
groupe,  ces  coefficients  (positifs)  sont  supérieurs  aux  modules  des 
coeflicients  du  premier  groupe,  et  que  les  termes  indépendants  y 
sont  tous  supérieurs  à  zéro  ;  enfin,  il  est  clair  que  le  second 
groupe  admet  une  solution  en  nombres  positifs  à  savoir  les  va- 
leurs initiales  des  dérivées   principales  de  cote  A  -f-  2  des  intégrales 


382  CHAPITRE    X. 

effectives  de  ((6))1-  ^i  donc  on  applique  la  proposition  de  l'alinéa  I, 
on  voit  que  le  premier  groupe  est  résoluble  par  rapport  aux  dérivées 
principales  de  cote  A  -+-  'x  des  intégrales  hypothétiques  de  (S),  et  que 
les  valeurs  numériques  ainsi  obtenues  ont  des  modules  respective- 
ment inférieurs  aux  valeurs  initiales  (positives)  prises  par  les  déri- 
vées semblables  des  intégrales  effectives  de  ((S)j. 

Et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Ainsi,  les  groupes 

(t)A-i,     (t)A+2,      ... 

sont  bien,  comme  nous  l'avions  annoncé,  successivement  résolubles 
par  rapport  aux  dérivées  principales  de  cotes 


En  outre,  les  développements  (déterminés)  construits  à  l'aide  des 
valeurs  initiales  données  et  de  celles  que  fournit  cette  résolution  suc- 
cessive ont  des  coefficients  dont  les  modules  sont  respectivement  in- 
férieurs aux  coefficients  correspondants  (positifs)  des  développements 
des  intégrales  effectives  de  ((S)j  :  par  suite,  ils  sont,  comme  ces 
dernieis,  nécessairement  convergents. 

VIII.  Si,  dans  les  seconds  membres  de  (S),  les  modules  initiaux 
des  coefficients  des  dérivées  dominantes  satisfont  à  certaines  iné- 
galités, on  peut  attribuer,  d^  une  part  à  la  constante  t  (moindre 

que -^jf  d'autre  part  aux  constantes  (12),  des  valeurs  telles, 
que,  dans  le  système  ((S)),  les  caractéristiques  dépendant  de  e 
soient  respectivement  supérieures  aux  modules  initiaux  dont  il 
s'agit. 

Il  est  tout  d'abord  évident  que,  si  ces  modules  initiaux  sont  suffi- 
samment petits,  on  pourra  faire  en  sorte  que  les  caractéristiques  dé- 
pendant de  £  leur  soient  respectivement  supérieures  :  il  suffit,  en 
effet,  pour  que  cette  circonstance  se  réalise,  d'attribuer  à  e  une  va- 
leur positive  quelconque  moindre  que  ->  aux  quantités  (12)  des  va- 
leurs positives  quelconques,  et  d'assujettir  ensuite  les  modules  ini- 
tiaux dont  nous  parlons  à  être  respectivement  inférieurs  aux  valeurs 
ainsi  obtenues  pour  les  caractéristiques  dépendant  de  s. 
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Plus  généralement,  écrivons  que  les  caractéristiques  dépendant 
de  £  sont  respectivement  supérieures  aux  modules  initiaux,   et  que  e 

est  inférieur  à -»  et  formons  un  ensemble  de  conditions  suffisantes 

pour  que  ces  inégalités  puissent  être  vériliées  par  un  choix  conve- 
nable des  quantités  (12)  et  de  s  :  nous  tomberons  ainsi  sur  certaines 
inégalités  subsistant  entre  les  modules  initiaux. 

IX.  Du  simple  rapprochement  des  alinéas  II,  VII  et  VIII  résulte 
immédiatement  la  conclusion  suivante  : 

Les  conditions  A,  B  et  C  (du  présent  n"  167)  étant  supposées  sa- 
tisfaites, pour  que  la  double  circonstance  spécifiée  dans  notre 
énoncé  général  se  trouve  réalisée,  il  suffit  que  les  valeurs  ini- 
tiales choisies  pour  les  diverses  quantités  qui  figurent  dans  les 
seconds  membres  de  S  satisfassent  (en  outre  de  celle  qu'impose 
déjà  la  condition  C)  à  certaines  restrictions  d'' inégalité. 

Notre  démonstration  même  indique  comment  ces  inégalités  doivent 
être  formées. 

On  considère,    à    cet  efiet,   les  deux  systèmes  ci-dessus  désignés 

par  (S)  et  ((S)];  dans  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  systèmes,  on  ne 
conserve  que  la  partie  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérivées 
dominantes,  et  l'on  suppose,  dans  i^X^)^  les  coefficients  de  ces  déri- 
vées remplacés  par  leurs  valeurs  initiales,  qui  sont  respectivement  les 
mêmes  que  dans  (S)  [II].  Désignant  ensuite  par  h  le  nombre  des 
catégories  en  lesquelles  se  partagent  les  inconnues  suivant  les  valeurs 
de  leurs  cotes,  et  augmentant,  s'il  le  faut,  d'un  même  entier  négatif 
les  cotes  de  toutes  les  inconnues,  afin  que  les  poids  de  ces  inconnues 
et  de  leurs  dérivées  secondaires,  définis  à  l'alinéa  V,  soient  tous  de 
degré  supérieur  à  zéro  par  rapport  à  l'ensemble  des  quantités  (12), 

on  écrit,  d'une  part,  que  la  constante  £  est  moindre  qucr'  d'autre 

part,  que,  dans  les  seconds  membres  de  (^),  les  coefficients  des 
dérivées  dominantes  ont  des  modules  initiaux  respectivement  infé- 
rieurs aux  caractéristiques  des  coefficients  correspondants  du  sys- 
tème ((S))  ;  on  forme  enfin,  entre  ces  modules  initiaux,  un  ensemble 
de  conditions  suffisantes  pour  que  les  relations  ainsi  écrites  puissent 
être  vérifiées  par  un  choix  convenable  de  £  et  des  quantités  (12).  Les 
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inégalités  résultantes  (jointes  à  celle  qu'a  antérieurement  fournie 
condition  C)  sont  celles  qu'il  s'agissait  de  former. 

168.  Troisième  théorème  d'existejvce.  —  Considérons  un  système 
différentiel,  S,  satisfaisant  à  la  double  condition  ci-après  : 

I  •*  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  dérivées 
dont  il  s' agit  appartiennent  respectivement  à  des  inconnues  toutes 
différentes;  les  seconds  membres  sont  d'ailleurs  indépendants  de 
toute  dérivée  principale. 

2'*  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i^  et  aux  inconnues 
des  cotes  respectives  convenablement  choisies,  chaque  second 
membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépendantes,  que  des 
quantités  [inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  celle 
du  premier  membre  coriespondant. 

Cela  étant,  et  dans  les  limites  où  les  valeurs  initiales  choisies 
pour  les  quantités  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  S 
satisfont  à  certaines  restrictions  d'inégalité,  le  système  dont  il 
s'agit  est  complètement  intégrable. 

Effectivement,  le  groupe  général,  Se  de  la  suite 

(i3)  Sg,     Ss+i,     ...,     Se,     ... 

contient,  en  pareil  cas,  un  nombre  d'équations  précisément  égal  au 
nombre  des  dérivées  principales  de  cote  G.  Gela  étant,  choisissons 
d'une  façon  arbitraire  les  conditions  initiales  imposées  aux  intégrales 
hypothétiques,  en  assujettissant  simplement  les  valeurs  initiales  des 
diverses  quantités  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  S  : 

i""  A  ce  que  les  groupes 

Sg,    Sg+i,    ...,    Sa 

soient  résolubles  chacun  par  rapport  aux  dérivées  principales  de 
cote  égale  à  son  indice,  c'est-à-dire  à  ce  que  la  restriction  d'inéga- 
lité imposée  par  la  condition  C  du  n"  167  se  trouve  satisfaite; 

2°  A  ce  que  les  restrictions  d' inégalité  spécifiées  dans  l' ali- 
néa IX  du  n^  167  le  soient  és^alement. 
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11  résulte  alors  de  la  proposition  qui  vient  d'être  établie  (n"  167) 
que  les  groupes  (i3),  où  l'on  suppose  remplacées  par  les  valeurs  ini- 
tiales données  les  variables,  les  inconnues  et  leurs  dérivées  paramé- 
triques de  tous  ordres,  sont  successivement  résolubles  par  rapport 
aux  dérivées  principales  de  cotes 

a,   0  +  1,    ...,   c,    ..., 

et  que  les  développements  (uniques)  construits  à  l'aide  des  valeurs 
initiales,  tant  données  que  calculées,  sont  de  toute  nécessité  conver- 
gents :  leurs  sommes  fournissent  donc  des  intégrales  effectwes,  du 
système  proposé  S. 

169.    Appliquons  ce  résultat  à  l'équation  très  simple 

,    ,^  d^u  ^1  du     du     0'^  u     d'' ii\ 

qui  remplit  la  double  condition  énoncée  au  début  du  n"  168,  ainsi 
qu'on  le  voit  en  attribuant  à  .r,  y,  a  les  cotes  respectives  i ,  i ,  c,  où  c 
désigne  un  entier  positif  ou  négatif  choisi  comme  on  voudra.  Cela 
étant,  si  Ion  désigne   par  A   et  B  les  dérivées  partielles   du   second 

bl  ,        ,  V  ^     ()-  U  ()-  Il  .  .  . 

rc  de  (14)  par  rapport  a  -— ,  et  -—  respectivement,  puis  par  A„ 

et  B„  les  valeurs  numériques  initiales  de  A  et  B,  le  système  (ï*),  ré- 
duit à  sa  partie  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérivées  domi- 
nantes, et  après  substitution  aux  coefficients  de  ces  dernières  de  leurs 
valeurs  initiales,  prend  la  ibrme 


('5)  '  -^  -^ 

Le  nombre  II  des  catégories  d'inconnues  est  ici  égal  à  i  ;  on  peut 
d'ailleurs  supposer  la  cote  c  de  l'inconnue  u  choisie  de  telle  façon, 
qu'en  désignant  par  Ç,  yj,  u~^,  comme  il  a  été  vu  à  l'alinéa  V  du  n"  167, 
les  poids  respectifs  de  x^y^  U,  les  poids 

Ar.    V  .,       .     1  1  '    •      '  J     •  (h\      Ù\\      Ô^W        Ô'^W        (Pvi 

fie  I  inconnue  U  et  de  ses  dérivées  secondaires  ^>  -— ?  -^-y ?  — 

ôx     dy    Ox'     OxOy    Oy'^ 

W.  25 
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soient  de  degré  supérieur  à  zéro  par  rapport  à  l'ensemble  des  trois 
quantités  ?,  ri,  u  (il  suffît  pour  cela  de  supposer  c  =  —  3).  Gela  étant, 
désignons  par  s  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  œ  —  Xq 
par  5j  y  — Xo  P^^  "^5  et  l'inconnue  tt  avec  ses  dérivées  secondaires  par 

leurs  poids  respectifs;  posons  en  outre  S{s)=^ »  et  formons  le 

système 


dx  dy- 


^T)2  ôx  dy'^         2   ^'^Y)      ■       ôx- ôy         ■>.     ■(■''       "       ày'' 

(où  nous  ne  considérons  non  plus  que  la  portion  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  aux  dérivées  dominantes).  Ce  dernier  devient, 
après  réduction  à  l'unité  des  coefficients  des  premiers  meml^res. 


dx'^  ôy        1   \  dx^  •!  t]  dx  ày- 


et,  en  comparant  le  système  ((S))  ainsi  formé  au  système  (î5)ou  (i5), 


nous  avons  à  écrire  les  inégalités 

e  <  I ,  -  7  >  mocl  Ao,  -  -  >  mod  Ba, 

2     ^  2    Tj 

dont  l'ensemble  équivaut  à 

,    ^,  2  mo(i  Ao         fj  £ 

(»6)  £<F,         <y< rrr- 

£  ;         2  mod  Ho 

Pour  que  les  deux  dernières  inégalités  (i6)  soient  compatibles,  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait 

(17)  mod  Ao  modBo<  —  , 

4 

ce  qui  entraîne,  à  cause  de  s  <<  1 ,  la  condition  nécessaire 

(18)  mod  Ao  mod  Bo  <  -; 

4 

réciproquement  d'ailleurs,  si  l'inégalité  (18)  est  satisfaite,  on  pourra 
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trouver  pour  s  une  valeur  positive  et  plus  petite  que  i,  vérifiant  (17), 

puis  pour^  une  valeur  positive  vérifiant  la  double  inégalité  qui  figure 

dans  (16).  La  condition  nécessaire   et  suffisante  pour  que  les  rela- 
tions (16)  soient  compatibles  est  donc 

mod(AoBa)  <  -. 
4 

En  conséquence,  pour  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  (i4) 
admette  une  intégrale,  et  une  seule,  répondant  à  des  conditions  ini- 
tiales données,  il  suffit,  en  désignant  par  A  et  Blés  dérivées  partielles 

du  second  membre  /'  par  rapport  à  -—  et  — ^  respectivement,  que  le 
module  initial  du  produit  AB  soit  inférieur  à  -• 

170.  Quatrième  théorème  d'existeivce.  —  Considérons  un  sys- 
tème différentiel,  S,  remplissant  les  conditions  ci-après  : 

I  '  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fondions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  seconds 
membres  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale  ;  quant 
aux  premiers  membres,  aucun  d'entre  eux  n'est  une  dérivée  de 
quelque  autre,  et  deux  au  moins  d^ entre  eux  sont  des  dérivées 
d^ une  même  inconnue. 

2"  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i,  et  aux  inconnues 
des  cotes  respectives  convenablement  choisies,  chaque  second 
membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépendantes,  que  des 
quantités  {inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  celle 
du  premier  membre  correspondant. 

Cela  étant,  et  dans  les  limites  oii  certaines  restrictions  d iné- 
galité {concernant  les  valeurs  initiales  des  variables  indépen- 
dantes, des  inconnues  et  de  quelques-unes  de  leurs  dérivées  para- 
métriques) se  trouvent  satisfaites ,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  le 
système  S  soit  complètement  intégrable,  qu'en  attribuant  aux 
notations  0  et  Y  le  même  sens  que  dans  les  n^^  163  et  166,  l'élimi- 
nation des  dérivées  principales  de  cotes 

ô,    0  H- 1,    . . .,    r  -h  I,    r  +  '2, 
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effectuée  entre  les  équations 

(19)  Ss,    Ss+1,    ...,    Sp+i,    Sr+2 

(n"  14-4),  conduise  à  des  identités. 

Les  restrictions  d'inégalité  auxquelles  fait  allusion  notre  énoncé 
sont  les  suivantes  : 

i"  En  désignant  par  8,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  la  cote 

minima  des  premiers  membres  de  S,  et  par  A  leur  cote  maxima,  on 

peut,  des  groupes 

Sg,     Sg-i-i,      . . . ,     S^ 

du  système  S  prolongé,  extraire  respectivement  des  groupes, 

tZi     ^ô+ii     •  •  •  1     ^\i 

possédant   la    triple    propriété   de    comprendre    respectivement    les 
groupes 

du  système  S  (n"  14i),  de  se  composer  d'équations  en  nombres  res- 
pectivement égaux  à  ceux  des  dérivées  principales  de  cotes 

ô,     0  -h  I,      .  ,  .,     A, 

et  d'être  successivement  résolubles  par  rapport  à  ces  dérivées. 

2"  Les  restrictions  spécifiées  à  l'alinéa  IX du  n'^  167  doivent,  elles 
aussi,  se  trouver  satisfaites. 

3**  Le  système  du  premier  ordre,  S,  que  l'ensemble  des  restrictions 
précédentes  permet,  comme  nous  allons  le  voir,  de  déduire  de  S  à 
l'aide  du  uiécanisme  décrit  au  n'  lo9,  peut,  par  un  simple  change- 
ment linéaire  et  homogène  des  variables  indépendantes,  suivi  d'une 
résolution  convenable,  être  transformé  en  un  autre,  Q,  remplissant  les 
conditions  spécifiées  au  n"  161. 

11  résulte,  en  effet,  des  deux  premières  restrictions  qu'en  désignant 
par 

^A^-l7      ^A-i-2, 

des  groupes  respectivement  extraits  de 

^A-i-ii     SA-h2î      •  •  • 
SOUS  la  seule  condition  d'avoir  pour  premiers  membres  (sans  omission 
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ni  répétition)  les  dérivées  principales  de  cotes 
les  groupes 

sont  successivement  résolubles  par  rapport  à  ces  dérivées  (n"  i67). 
On  peut  alors,  du  système  S,  déduire  un  système  du  premier  ordre,  S, 
par  le  mécanisme  indiqué  au  n"  159;  et,  cela  étant,  il  résulte  de  la 
troisième  restriction  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
la  passivité  du  système  S  sont  celles  mêmes  (n'*  166)  que  for/nule 
notre  énoncé  actuel  relativement  aux  groupes  (19).  Ces  conditions 
sont  donc  nécessaires  pour  que  le  système  soit  complètement  inté- 
grable;  elles  sont  d'ailleurs  suffisantes,  puisque,  en  les  supposant 
satisfaites,  notre  proposition  du  n"  167  assure  la  convergence  des 
développements  des  intégrales  hypothétiques  répondant  à  des  con- 
ditions initiales  données  (voir  n"  103). 

171 .  Considérons,  en  terminant,  un  système  dilTérentiel  résolu  par 
rapport  à  diverses  dérivées  des  fonctions  mco/2/iwe5  qui  s'y  trouvent 
engagées;  dans  ce  système,  faisons  abstraction,  jusqiCà  nouvel 
ordre,  de  toute  équation  dont  le  premier  membre  serait  une  déri- 
vée de  quelque  autre  (cette  suppression  ne  change  pas  l'économie 
des  conditions  initiales),  et  supposons  que  le  système  résultant,  S, 
satisfasse  aux  hypothèses  formulées  dans  V un  ou  Vautre  des 
no^  163,  168,  170. 

Cela  étant,  pour  que  le  système  primitivement  donné  soit  com- 
plètement intégrable,  il  faut  et  il  suffit  :  x""  que  le  système  S  le 
soit  lui-même  ;  2"  que  les  équations  jusqu'ici  négligées  soient 
(chose  très  facile  à  vérifier)  de  simples  conséquences  numériques 
de  S  prolongé. 

Effectivement,  puisque  S  fait  partie  du  système  donné  et  que  l'éco- 
nomie des  conditions  initiales  est  la  même  dans  les  deux  systèmes,  il 
faut  et  il  suffit,  pour  que  le  système  donné  soit  complètement  inté- 
grable :  r'  que  le  système  S  le  soit  lui-même;  2"  que  les  équations 
jusqu'ici  négligées  soient,  au  point  de  vue  de  l'intégration,  des  con- 
séquences de  S. 

Or,  le  système  S  étant  supposé  complètement  intégrable,  si  l'on 
consirlère   les  équations  restantes  et  qu'on  y  remplace  les  dérivées 
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principales  par  les  expressions  (indépendantes  de  toute  dérivée  prin- 
cipale) qu'en  fournit  S  prolongé,  les  équations  résultantes  doivent 
être,  elles  aussi,  des  conséquences  de  S  au  point  de  vue  de  l'intégra- 
tion ;  par  suite,  S  étant  complètement  intégrable,  elles  doivent  être 
numériquement  vérifiées  par  des  valeurs  arbitraires  de  toutes  les 
quantités  qu'elles  renferment  (variables,  inconnues,  dérivées  para- 
métriques); les  équations  négligées  sont  donc  forcément  des  consé- 
quences numériques  de  S  prolongé.  Inversement,  d'ailleurs,  si  elles 
sont  des  conséquences  numériques  de  S  prolongé,  elles  sont,  à  plus 
forte  raison,  des  conséquences  de  S  au  point  de  vue  de  l'intégration, 
et  il  est  clair  qu^ on  peut  les  néglige?'  sans  change/-  la  solution  gé- 
nérale du  système  primitif. 


n 
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CHAPITRE  XL 

APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES  A  L'INTÉGRATION  DES 
SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  AUXQUELS 
CONDUISENT  :  1°  L'ÉTUDE  DES  DÉFORMATIONS  FINIES  D'UN  MILIEU 
CONTINU  DANS  L'ESPACE  A  UN  NOMRRE  QUELCONQUE  DE  DIMEN- 
SIONS; 2°  LA  DÉTERMINATION  DES  SYSTÈMES  DE  COORDONN-ÉES 
CURVILIGNES  ORTHOGONALES  A  UN  NOMRRE  QUELCONQUE  DE 
VARIARLES. 


Étude  préliminaire  d'un  système  d'équations  algébriques. 

172.  Les  lettres  m,  v,  . .  .,  w  étant  supposées  en  nombre  égal  à  n, 
considérons,  entre  les  n-  indéterminées 

,     Wi,        Pi,         ..  .,       Wi, 
/.,  )    "2,        t'2,         .  .  .,        «^2, 


I  . '  1       n(n  -h  \)   ,  .  1    , 1     • 

le  système  des équations  algébriques 

(  2  )  Uj  Uk  -4-  t^y  (^A  H-  .  •  .  +  Wj  Wk  =  Ty,/,  (  OU   Z^cJ  )    : 

dans  l'équation  (2),  (y,  k)  désigne  une  combinaison  de  deux  en- 
tiers, distincts  ou  non,  pris  dans  la  suite  1,2,  ...,  ai,  et  le  second 
membre  est  une  constante  donnée,  indifféremment  désignée  par  -Zj^h 

Relativement  aux  n'^  indéterminées  (i),  le  système  (2)  possède  au- 
tant de  déterminants  diOerentiels  (n''  117)  qu'il  y  a  de  manières  de 

former,  avec  n-  objets,  des  combinaisons  contenant  chacune  ^^^"*"  '^ 

objets  distincts.  Pour  se  représenter  commodément  l'une  dje  ces  com- 
binaisons, on  peut  procéder  comme  il  suit  :  construire  un  quadril- 
lage   rectangulaire   dont  les  lignes  correspondent  aux  n  indices  i. 


CHAIMIKi:    XI. 


39>. 

2,  . . .,  «,  les  colonnes  aux  n  lettres  w,  c,  .  .  .,  (v,  et  par  suite  les  n- 

cases  aux  /?-  indéterminées  (i)  ;  puis  noircir  à  l'aide  de  hachures  les 

—  éléments  de  la  combinaison  consi- 


iH 


n{  n 


cases  correspondant  aux 

dérée.  On  obtiendra  ainsi  une  sorte  de  damier  où  les 


n{  n 


cases 


non 


es  et  les  /?*  — 


ni  n 


I) 


n{n  —  I  ) 


cases  blanches  pourront  offrir 


des  dispositions  relatives  variées. 


Gela  étant,  nous  dirons  qu'une  combinaison  formée  avec 


n{n  ^\) 


d'entre  les  indéterminées  (i)  esl parfaite,  si  son  damier,  moyennant 
un  ordre  convenable  adopté  pour  les  lignes  et  pour  les  colonnes,  pré- 
sente la  disposition  suivante  des  cases  noires  et  blanches  : 

Dans  la  première  colonne,  les  n  cases  sont  noires; 

Dans  la  deuxième  colonne,  parcourue  de  hautenbas,  les  n  —  i  pre- 
mières cases  sont  noires  et  la  dernière  blanche; 

Dans  la  troisième  colonne,  parcourue  de  haut  en  bas,  les  n  —  2  pre- 
mières cases  sont  noires  et  les  deux  dernières  blanches  ; 

Etc.; 

Enfin,  dans  la  /z'<^"'*^  colonne,  parcourue  de  haut  en  bas,  la  première 
case  est  noire  et  les  n  —  i  dernières  blanches. 


Par  exemple,  si  l'on  suppose  /i  =  3,  d'où 


Aï  (  /i   H-  I  ) 


et 


n(  n 


=  3. 


à  la  combinaison  (six  à  six) 


W2,         «^2.         t';),         «^3 


cor 


respondra  le  damier  ci-dessous  : 


Et  une  combinaison  des  neuf  indéterminées  six  à  six  sera  parfaite,  si 
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son  damier,  moyennant  un  ordre  convenable  adopté  pour  les  lignes 
et  pour  les  colonnes,  ofîre  la  disposition  suivante  : 


173.  Si  l'on  attribue  aux  /i^  indéterminées  (i)  des  valeurs  nu- 
mériques n'annulant  pas  leur  déterminant,  les  divers  détermi- 
nants différentiels  du  système  (2)  qui  correspondent  aux  diverses 
combinaisons  parfaites  (n"  172)  des  indéterminées  ne  peuvent 
S' annuler  à  la  fois. 


I.  La  profiosition  est  vraie  pour  n  ^=  1. 
On  a,  en  pareil  cas, 

/i2=  4,  =  i, 

'2 

et  le  système  (2)  devient 


n(  n  —  \) 


=  '  > 


(3) 


<'     Ml  M2  -h  PjP,  =  1x^2 


(ou  T2,l), 


^2,2- 


En  prenant  les  dérivées  premières  des  premiers  membres  de  (3)  suc- 
cessivement par  rapport  aux  quatre  indéterminées, 


^2, 


qui  s'y  trouvent  engagées  (et  en  supprimant  le  facteur  2  dans  cer- 
taines lignes),  on  obtient  le  Tableau  rectangulaire 


w,. 

t^l, 

0, 

0, 

W2, 

^2, 

Ml, 

^\ 

0, 

0, 

Mî, 

Vl 

La  seule  inspection  de  ce  Tableau  nous  montre  que  si,  pour  en 
extraire  un  déterminant  du  troisième  ordre,  on  s'assujettit  expressé- 
ment à  y  prendre  les  deux  premières  colonnes,  le  déterminant  diOe- 
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renliel  ainsi  obtenu  sera  le  produit  du  déterminant 


(4) 


par  l'une  ou  par  l'autre  des  quantités 

(5)  "2,     v-i  ■ 

dans  le  premier  cas,  on  aura  le  déterminant  différentiel  correspon- 
dant à  la  combinaison 


LA; 


^ 


l-'~ 


dans  le  second  cas,  le  déterminant   différentiel   correspondant  à   la 
combinaison 

U  V 


Èm& 

%/////, 

ta 

et  ces  deux  combinaisons  sont  manifestement  parfaites.  Or,  dans  les 
deux  produits  dont  nous  venons  de  parler,  le  premier  facteur,  c'est- 
à-dire  le  déterminant  (4),  est,  par  hypothèse,  différent  de  zéro;  et 
comme,  en  vertu  même  de  cette  non-nullité,  les  deux  quantités  (5)  ne 
peuvent  être  nulles  à  la  fois,  il  y  a  au  moins  un  des  deux  produits  où 
le  second  facteur  est,  comme  le  premier,  différent  de  zéro. 

Il  existe  donc  forcément  quelque  combinaison  parfaite  à  laquelle 
correspond  un  déterminant  différentiel  différent  de  zéro. 

II.   Si  La  proposition  est  vraie  pour  une  valeur  de  n,  elle  V est 
pour  la  valeur  suivante  n  -\-  i. 

Considérons,  entre  les  (ai  H-  i)^  indéterminées 


(6) 


Wl, 

<^1. 

..,       M^i, 

*1, 

M,, 

^■2^ 

.  .,       tV2, 

Si, 

Un, 

t^i, 

.,       ^n, 

Sn, 

^n-\-\i 

Vn+\'       • 

.,       W^/z+I, 

Sn-¥\ 
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le  système  des ■ équations 

(  7 )  uj  Ma  -+-  Py  t'A-  -h .  . .  -+-  wj  Wk  -f-  Sj  Sk  =  zj,k        (  ou  z^.j  )  : 

dans  l'équation  (7),  (y,  k)  désigneune  combinaison  de  deux  entiers, 
distincts  ou  non,  pris  dans  la  suite  i ,  2,  .  . ,,  /i,  n  -{-  i ,  et  le  second 
membre  est  une  constante  donnée,  indifféremment  désignée  par  Ty^^ 
ou  -Zffj.  Le  déterminant  d'ordre  /i -f- 1  formé  avec  les  quantités  (6) 
étant,  par  hypothèse,  différent  de  zéro,  l'un  au  moins  des  détermi- 
nants d'ordre  n  extraits  des  n  premières  lignes  est  différent  de  zéro, 
par  exemple  le  déterminant 


(8) 


Ml        ^1         ...        Wi 
U2       V-i        ...        (V2 


formé  avec  les  n  premières  lignes  et  les  n  premières  colonnes  de  (6). 
En  vue  de  la  démonstration  qui  va  suivre,  nous  partagerons  les 
équations  (^)  en  deux  groupes  :  dans  un  premier  groupe^  nous 
mettrons  les  n  +  i  équations 

M,  M,^^-l-^-  ^i  P„+,+..  .H-  W^  tV,i+,  -+-  Si  S«  +  i  ==  ti,«+i, 
«2  Un-hl-^  ^'2  «^«+1-4-.  .  .H-  t^2  ^n  +  \-^  •?,  5„+i  =  T2,«+I, 


2  


dont  les   premiers  membres  s'obtiennent  en  combinant  la  ligne  de 

rang  n  -\-  i  du  Tableau  (6)  successivement  avec  les  lignes  de  rangs  i , 

j                           j                                    ...           1       /i(n  -h  i) 
2,  .  .  .,  /?,  /i  -h  1  ;  dans  un  second  groupes,  nous  mettrons  les 

équations  restantes  du  système;  nous  observerons  enfin  que  dans  les 
équations  du  second  groupe  ne  figurent  plus  les  éléments  de  la  der- 
nière ligne  de  (6),  et  que,  si  l'on  y  néglige  par  la  pensée  les  produits 
des  éléments  de  la  dernière  colonne,  leurs  premiers  membres  ne  sont 
autres  que  ceux  du  système  (2). 

Cela  étant,   considérons,  parmi  les  déterminants  différentiels  du 
système  (7),  ceux  qui  se  rapportent  aux  n  -4-  i  indéterminées  de  la 

dernière  ligne  de  (6)  et  à  — ^indéterminées   prises  dans  le  Ta- 


I 
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bleau  (8),  mettons,  comme  à  l'alinéa  précédent,  dans  une  même  co- 
lonne les  dérivées  premières  qui  se  rapportent  à  une  même  indéter- 
minée, dans  une  même  ligne  celles  qui  proviennent  d'une  même 
équation  du  système  (7),  et  disposons  comme  il  suit  les  colonnes  et 
les  lignes  d'un  pareil  déterminant  :  parmi  les  colonnes,  mettons  aux 
premiers  rangs  celles  qui  se  rapportent  aux  n  +  i  indéterminées 

W«-i-li       ^n+\i       •••1       «^«-+-li       Sfi-hii 

et,  parmi  les  lignes,  mettons  aux  premiers  rangs  celles  qui  se  rap- 
portent aux  n -\- i  équations  du  premier  groupe.  Dans  le  Tableau 
partiel  que  forment  les  n  H-  1  premières  colonnes  du  déterminant, 
les  n  -\-  I  premières  lignes  [après  suppression  du  facteur  2  dans 
Isi  (n  -{-  i)'^"»']  seront  précisément  les  n  -f-  1  lignes  du  Tableau  (6),  et 
toutes  les  lignes  suivantes  seront  exclusivement  composées  de  zéros  : 
le  déterminant  différentiel  considéré  s'obtiendra  donc  en  multipliant 
le  déterminant  des  quantités  (6)  par  le  déterminant  diflerentiel  des 

^  équations  du  second  groupe  relatif  à des  quantités  (8), 

ou,  ce  qui  revient  évidemment  au  même,  en  multipliant  le  détermi- 
nant des  quantités  (6)  par  un  des  déterminants  différentiels  du  sys- 
tème (2). 

Or  :  i"  le  déterminant  des  quantités  (6)  est  différent  de  zéro  ;  2"  le 
déterminant  (8)  étant,  comme  nous  l'avons  dit,  différent  de  zéro,  le 
système  (2)  possède,  par  rapport  à  quelque  combinaison  parfaite 
des  n'^  indéterminées  (8),  un  déterminant  différentiel  différent  de 
zéro  ;  3"  en  associant  aux  /)  -\-  i  éléments  de  la  dernière  ligne  de  (6) 
une  combinaison  parfaite  des  n^  indélerminées  (8),  on  obtient  ma- 
nifestement une  combinaison  parfaite  des  (/?-i-i)^  indétermi- 
nées (6). 

Il  existe  donc  bien  une  combinaison  parfaite  de  ces  dernières  à  la- 
quelle correspond,  dans  le  système  (7),  un  déterminant  différentiel 
différent  de  zéro. 

IJI.  L'exactitude  générale  de  notre  proposition  résulte  du  simple 
rapprochement  de  I  et  11. 

174.  Pour  que  le  système  (2)  possède  quelque  solution  numé- 
rique n'annulant  pas  le  déterminant  des  quantités  (i),  il  est  né- 
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cessaire  que  la  forme  quadratique 
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(9) 


2'^/,/X/4-2^v,A-X,X,.         iJT^k), 


i,h 


aux  n  indéterminées  X<,  X2,  ...,  X,,,  soit  décomposable  en  une 
somme  algébrique  de  n  carrés  indépendants. 

Réciproquement,  si  une  pareille  décomposition  est  possible,  au- 
cune des  solutions  numériques,  en  nombre  infini,  du  système  (2) 
n'annule  le  déterminant  des  quantités  (i). 

En  désignant  enfin  par 


'->!, 

?H         • 

..,        ^1 

'->2, 

?2,          . 

...        ^. 

'J«, 

?«,         • 

..,       ^n 

V une  quelconque  de  ces  solutions  numériques,  et  par 


(10) 


^1,  P\, 

I11  P21 

'  •  1  •  '  1 

'ni  P/ii 


9u 

•  •  : 
9n 


les  éléments  cV un  déterminant  orthogonal  arbitraire  (d^ ordre  n)^ 
la  solution  la  plus  générale  du  système  {ol)  est  donnée  par  les 
formules 

U{    =  /l  Ul  -h/Pi  Çl  -h.  ,  .4-  9^1  'i'i, 
^1     =   ^2  '->1    -t-/^2  'fl   -+-•••-+-  ^2  'j^l, 


tv,  =  /„u,  4-/?„cpi  +.  .  .-f-  9',j4;,; 


g\  4^2, 


'II) 


U.^    =  /j  'J2  +/>i  Cp2  H-. 

V^     =    /,  'J.2  -h  /?2  'f  2  -H  •  •  •  H-  ^2  4'2 

................    •   ■   •  1 

I    «^2  =  In  ^i^  Pn^^.-^  .'  .-\-  qn'^i  \ 

U,i  =  /i  u,,  H-  /^i  cp/i  -h  .     .  -+-  ^1  4/„, 
t'«   =  ^2  y«  +  />2  ?«  -H  .  .  .  H-   <72  4^«, 


«*«  =  In  '->«  -^  /?/j  <fn-h.  .  .-+-  qn  ^n- 
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(On  qualifie  à'' orthogonal  tout  déterminant  possédant  la  double  ^p 
propriété  :  1"  que  la  somme  des  carrés  des  éléments  d'une  colonne 
quelconque  soit  égale  à  l'unité;  2*' que  la  somme  des  produits  des 
éléments  de  même  rang  dans  deux  colonnes  quelconques  soit  égale  à 
zéro.  Quand  cette  double  propriété  existe  pour  les  colonnes,  elle 
existe  aussi  pour  les  lignes.  Enfin,  tout  déterminant  orthogonal  a  pour 
valeur  -\-  \  ou  —  1 .) 

I.  Nous  rappellerons  qu'en  vertu  des  propriétés  élémentaires  des 
formes  linéaires,  le  nombre  des  cairés  indépendants  en  lesquels 
une  forme  quadratique  donnée  peut  se  décomposer  est  invariable 
(et  au  plus  égal  au  nombre  des  indéterminées  dont  la  forme  quadra- 
tique dépend);  et  que,  si  une  forme  quadratique,  décomposable 
en  h  carrés  indépendants,  se  trouve  décomposée  en  h  carrés,  ces 
derniers  sont  nécessairement  indépendants. 

II.  La  forme  quadratique  la  plus  générale  (à  n  variables  X,, 
X2,  . .  .,  X,î  )  décomposable  en  n  carrés  (indépendants  ou  non)  est 


(12) 


ou 


(.3) 


(wi  Xi 

-1-^2X2-+-. 

.  .+  a„X„)2 

H-(Pl   Xi 

-+-   t^2    Xg-f-. 

.+  ^«  ^nY 

-h 

-h(«^iX, 

+  (VaXa-h. 

.+  Wn^nY 

A-u 

"2 

Un, 

^H 

Ç».;  ,           .... 

Vn, 

(Vi,       Wi, 


désignent  «-  constantes  (réelles  ou  imaginaires)  arbitrairement  choi- 
sies ;  en  l'ordonnant  par  rapport  à  X,,  X2,  . . .,  X,/,  elle  devient 

04)  _, 

11  est  visible  dès  lors  qu'à  toute  solution  numérique  du  système  {2) 
correspond  une  décomposition  de  la  forme  quadratique  (9)  en 
n  carrés,  et  réciproquement. 
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Cela  étant,  si  le  système  (2)  admet  quelque  solution  numérique 
n'annulant  pas  le  déterminant  des  quantités  (  i  ),  la  forme  quadratique 
(c)),  identique  à  (12)  ou  (i4)  pour  les  valeurs  considérées  de  ces 
quantités,  est  bien,  comme  l'indique  l'énoncé,  décomposable  en  n 
carrés  indépendants. 

Réciproquement,  si  la  forme  quadratique  (9)  est  décomposable  en 
n  carrés  indépendants,  toute  décomposition  en  n  carrés  se  trouve 
forcément  constituée  par  des  carrés  indépendants,  et,  dès  lors,  toute 
solution  numérique  du  système  (2)  laisse  différent  de  zéro  le  déter- 
minant des  quantités  (i). 

111.  Si,  dans  une  forme  quadratique  à  n  variables,  décom- 
posable en  n  carrés  indépendants^  on  effectue  un  changement 
linéaire  et  homogène  des  variables,  la  forme  ainsi  obtenue  est, 
comme  la  première^  décomposable  en  n  carrés  indépendants,  et 
les  décompositions  en  n  carrés  se  correspondent  chacune  à  cha- 
cune dans  les  deux  formes. 

Soit,  en  effet, 

(  ai  Xi -t- «2  X2 -H .  .  . -f- a,ï  X„  )2 

-+-  (6,  Xi-4-  62X2  +  .  .  .-f-  6«  X„)2 


-4-(/ïiXiH-/i2X2-t-...-}-A„X„)2 


une  décomposition  de  la  forme  quadratique  donnée  en  n  carrés  :  les  n 
formes  linéaires  entre  parenthèses,  nécessairement  indépendantes  (I), 
conserveront  cette  propriété  après  un  changement  linéaire  et  homo- 
gène des  variables,  et  à  toute  décomposition  de  la  forme  quadratique 
primitive  en  n  carrés  correspondra  une  semblable  décomposition  de 
la  nouvelle;  réciproquement. 

I\  .   Si  Von  considère  la  forme  quadratique 

(i5)  U24-V2-h...+  WS 

aux  n  indéterminées  U,  V,  .  .  . ,  W,  la  formule  générale  de  sa 
décomposition  en  n  carrés  est 

-^(/2U-4-/?2V+...^-92W)2 
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OÙ  les  lettres  l^  p-,  .  .  .,  q  ont  la  même  signification  que  dans  notice 
énoncé  général. 

Car,  en  écrivant  que  la  forme  (16)  est  identique  à  (i5),  on  exprime 
précisément  que  les  quantités  (10)  forment  un  déterminant  ortho- 
gonal. 

V.  Supposons  la  forme  (9)  décomposât  le  en  n  carrés  indépen- 
dants, et  soit 

(  Ui  Xi -h  O2  X2 -h  .  ■  . -H  o„  X„  )2 

+  (cpiX,-+-  CP2X2 +  ...-+-  9«X„)2 


-4-(4;iX,-f-^2X2  +  ...-t-<]^„X„)2 


l'une  quelconque  de  ses  décompositions  en  n  carrés  :  en  vertu  de 
l'hypothèse  faite  sur  la  forme  (9),  les  /^-  quantités  u,  o,  . . .,  ^  forment 
un  déterminant  différent  de  zéro. 

Cela  étant,  si,  dans  la   forme  (9),    on  effectue  le  changement  de 
variables  linéaire  et  homogène 


(17) 

elle  devient 


Ui  Xi  -h  U2  X2  -+-  .  .  .  H-  U/i  X„  =  U, 

Cpi  Xi  -I-  Cp2  X2H-  .  .  .H-  C2,j  X„  =   V, 
1 

4.,x.-f-t];2X,  +  ...+  ^,,x„==vv, 

U2_^  V2-+-...-4-W2. 


Dans  cette  nouvelle  forme,  la  décomposition  la  plus  générale  en  n 
carrés  est  donnée  (IV)  parla  formule  (16);  il  en  résulte  (III)  que, 
dans  la  forme  (9),  la  décomposition  la  plus  générale  en  n  carrés  est 
donnée  par  cette  même  formule  (16),  où  l'on  se  contente  de  rem- 
placer U,  V,  . .  .,W  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (17). 

En  d'autres  termes,  la  décomposition  la  plus  générale  de  (9)  en 
n  carrés  est  donnée  par  la  formule  (12),  ou  les  quantités  (i3)  ou 
(i)  reçoivent  toutes  les  valeurs  déterminées  par  les  formules  (i  i) 
de  notre  énoncé  général. 

VI.  J^a  forme  quadratique  (9)  étant  décomposable  en  n  carrés 
indépendants,  le  simple  rapprochement  des  alinéas  II  et  V  montre 
que  la  solution  générale  du  système  (2)  est  bien  celle  qu'indique 
notre  énoncé. 
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17d.  La  forme  quadratique  (g)  étant  supposée  décomposable  en 
n  carrés  indépendants,  si  Von  considère  comme  initiales  les  ji"^ 
valeurs  particulières  des  indéterminées  (i)  qui  constituent  une 
solution  numérique  du  système  (2),  on  peut,  à  partir  des  valeurs 
dont  il  s^ agit,  résoudre  ce  dernier,  conformément  au  principe 
général  des  fondions  implicites  (n''  120),  par  rapport  à  quelque 
combinaison  parfaite  des  n-  indéterminées  (n"  172). 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  des  deux  numéros  précédents. 

176.  Les  constantes  1  étant  supposées  réelles,  pour  que  le  sys- 
tème (2)  possède  quelque  solution  numérique  réelle  n' annulant 
pas  le  déterminant  des  quantités  [\)^  il  est  nécessaire  que  la  forme 
quadratique  (9)  soit  la  somme  {proprement  dite,  et  non  algé- 
brique) des  carrés  de  n  formes  linéaires  indépendantes  à  coeffi- 
cients réels. 

Réciproquement,  si  une  pareille  décomposition  est  possible, 
aucune  des  solutions  numériques  réelles,  en  nombre  infini,  du 
système  (2)  n'annule  le  déterminant  des  quantités  (i). 

En  désignant  enfin  par 


•^1, 

?1,          • 

•  •,  ^1 

^^2, 

?2,          . 

•  •,    'V2 

y«, 

'  '  1         '  ' 

II 


l'une  quelconque  de  ces  solutions  numériques  réelles,  et  par 

l\    p\     •  •  •    q\ 
h    p-L     .  • .     q% 

In      Pn       •  •  •       qn 

un  déterminant  orthogonal  arbitraire  {d'ordre  n)  à  éléments 
réels,  la  solution  réelle  la  plus  générale  du  système  (2)  est  donnée 
par  les  formules  (11). 

Kfï'ectivemenl,  la  forme  quadratique  réelle  la  plus  générale  (à  ai  va- 
riables X,,  X2,  ...,  X^)  décom[)Osable  en  la  somme  (propremensl 
dite)  des  carrés  de  n  formes  linéaires  (indépendantes  ou  non)  à  coef- 

K.  2(j 
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fîcienls  réels  est 

(Ui   Xi-^  U-yXi-h.  .  .-\-  Un  Xji)' 
-4-(pl    Xi+(^2    X^^....^  Va    X„)2 


OU 


(lV,Xi+  «^2X2  +  .  . .+  W,iX„)2. 

llX^  «21  ■  •  '1  «/il 

Pi,  1^2,  •..,  Va, 

■  •  1  •  •  1  •  •  '  1  '  '  1 

tVi,  W2,  ...,  tV„ 


désignent  /i^  constantes  réelles  arbitrairement  choisies;  en  l'ordon- 
nant par  rapport  à  X,,  X2,  . . .,  X,/,  elle  prend  la  forme  (i4)-  On  voit 
par  là  qu'à  toute  solution  numérique  réelle  du  système  (2)  correspond 
une  décomposition  de  la  forme  (9)  en  la  somme  (proprement  dite)  de 
n  formes  linéaires  à  coefficients  réels,  et  réciproquement. 

Cela  étant,  si  le  système  (2)  admet  quelque  solution  numérique 
réelle  n'annulant  pas  le  déterminant  des  quantités  (1),  la  forme  qua- 
dratique (9),  identique  à  (i4)  pour  les  valeurs  considérées  de  ces 
quantités,  est  bien  décomposable  comme  l'indique  l'énoivé. 

Réciproquement,  si  la  forme  (9)  est  décomposable  comme  l'indique 
l'énoncé,  toute  décomposition  en  la  somme  (proprement  dite)  des 
carrés  de  n  formes  linéaires  à  coefficients  réels  se  trouve  forcément 
constituée  par  des  carrés  indépendants,  et,  dès  lors,  toute  solution 
numérique  réelle  du  système  (2)  laisse  difîerent  de  zéro  le  détermi- 
nant des  quantités  (i). 

On  répétera  alors,  avec  les  modifications  voulues,  les  raisonnements 
des  alinéas  III,  lY,  V  et  VI  du  n*^  174. 

Étude  du  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  auquel  conduit 
la  théorie  des  déformations  finies  dans  l'espace  à  n  dimensions; 
conditions  de  possibilité. 

177.  Désignant  par  (y,  k)  une  combinaison  de  deux  entiers,  dis- 
tincts ou  non,  pris  dans  la  suite  1,2,...,  /z,  par  ^j^/(  ou  'j./,j  une 
fonction  donnée,  et  par 

M,       P,        .  .  .  ,       W 

n  fonctions  inconnues  des  variables  indépendantes 
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4o3 


•  j  '                 1             . '           j        n(n  -h  i)    ,  .  1  .   •     ' 

nous  considérerons  le  système  des équations  aux  dérivées 


partielle: 


2 


V-J,k: 


du     du  dv     ôv 

dxj  dx]^        dxj  dx/,-         '  '       ùxj  dxk 

et  nous  adopterons  pour  ce  système  la  notation  abrégée 

X7  du    du 

où  les  sommations  indiquées  parle  symbole  ^  doivent  s'étendre  aux 
n  fonctions  inconnues  u^v^...^w.  Un  pareil  système  se  dé'duit, 
comme  on  voit,  du  système  algébrique 

Uj  Uk  +  Vj  P/,  +  .  .  .  -+-  Wj  Wl,  =   Ty,/,, 

considéré  au  n"^  172,  en  y  remplaçant,  d'une  part,  les  ri-  indéterminées 


W2,         ^2, 


«^1, 
«^2, 


respectivement  par  les  n-  dérivées  premières  des  fonctions  inconnues 
«,  ^',  ...,«^,  d'autre  part  les  constantes  Ty^^  (=:  T/^^y)  respectivement 
par  les  fonctions  données  !j.y  y^(=i=  aA,y). 

Occupons-nous  tout  d'abord  de  déterminer  la  région  de  l'espace 
[[x,,  Xo,  .  . .,  J7/;]  dans  laquelle  il  convient  de  faire  mouvoir  les  va- 
riables indépendantes. 

En  premier  lieu,  l'existence  des  dérivées  d'une  fonction  impliquant, 
d'après  les  définitions  posées,  l'olotropie  de  cette  fonction,  et  les 
dérivées  étant  olotropes  dans  les  limites  où  la  fonction  Test  elle-même 
(n'"  4-9,  50,  52),  nous  n'avons  pas  à  faire  varier  ^<,  x^-,  ..-,  Xa  au 
delà  des  limites  où  les  seconds  membres  ^j^k  le  sont  tous  à  la  fois. 

D'ujt  autre  côté,  les  seuls  groupes  d'intégrales  dont  la  recberche 
soit  intéressante  au  point  de  vue  des  applications  sont  ceux  pour  les- 
quels le  déterminant  difterentiel 

du  dv  dw 

dxi  dxx  dxi 

du  dv  ôiv 

i  ■>  )  àxi  dxi  dX2 


du 

dx„ 


dv 

dx„ 


dw 
dxn 
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n'est  pas  identiquement  nul  :  si  donc  nous  nous  bornons,  comme  il 
est  naturel  de  le  faire,  à  la  recherche  exclusive  de  ces  groupes  d'inté- 
grales, nous  n'avons  pas  à  faire  varier  ^, ,  x^,  .  •  .,  ^z^,/  au  delà  des 
limites  où  la  forme  quadratique 

est  décomposable  en  une  somme  algébrique  de  /?  carrés  indépendants 
(n"  174). 

La  région,  Ti,  dans  laquelle  nous  ferons  mouvoir  les  variables 
Xi^  .T-2,  ...,  .x,i^  sera  donc  supposée  satisfaire  à  la  double  condition 
suivante  : 

i"  La  région  11  est  normale,  et  les  seconds  membres  du  système  (i) 
y  sont  tous  olotropes  (n'"*  41  et  12). 

2"  Pour  tout  point  de  la  région  "U,  la  forme  quadratique  (3)  est  dé- 
composable en  une  somme  algébrique  de  n  carrés  indépendants. 

178.  Bien  que  les  équations  (i)  ne  contiennent  pas  explicitement 
w,  (',  ...,  (V,  il  est  toujours  permis  de  les  considérer  comme  sub- 
sistant entre 

37],       372,        •  •  •  1       ^ili 

elles  n-  dérivées  premières  de  //,  (\  ...,  w,  par  rap[)ort  à  .r,,  x^^  ...,  ^/,, 
soit  en  tout  n  [n  -\-  i)  quantités  :  il  va  sans  dire  alors  que,  dans  toute 
solution  numérique  du  système,  les  valeurs  de  w,  r,  . . .,  iv  sont  entiè- 
rement arbitraires. 

Gela  étant,  et  en  assujettissant,  comme  il  vient  d'être  dit  (n"  177), 
les  variables  ;r,,  ^^2,  ...,  x„  à  ne  pas  excéder  la  région  11,  le  système  (i) 
possède  diverses  propriétés  que  nous  allons  successivement  énumérer. 

I.  Etant  donné  un  système  du  premier  ordre,  résolu  par  rapport  à 
certaines  dérivées  (premières)  des  fonctions  inconnues  qui  s'y 
trouvent  engagées,  nous  avons  vu  (n'*  90)  comment  on  peut,  pour  en 
disposer  nettement  les  diverses  équations,  les  écrire  dans  les  cases 
d'un  quadrillage  rectangulaire  dont  les  lignes  correspondent  aux 
variables  indépendantes  et  les  colonnes  aux  fonctions  inconnues. 

Gela  étant,  si  l'on  considère  comme  initiales  les  valeurs  qui  cons- 
tituent Tune  quelconque  des  solutions  numériques  du  système  (  i  )i  il 
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résulte  du  n"  l7o  qu'à  partir  de  ces  valeurs  le  système  peut  toujours 
être  résolu  (conformément  au  principe  général  des  fonctions  impli- 
cites, n*^  120)  par  rapport  à ;— —    dérivées  premières  choisies  de 

telle  façon  que,  moyennant  un  ordre  convenable  adopté  pour  les  n 
lignes  et  pour  les  n  colonnes  du  quadrillage,  les  cases  pleines  et  vides 
offrent  la  disposition  suivante  : 

Dans  la  première  colonne,  les  n  cases  sont  pleines; 

Dans  la  deuxième  colonne,  parcourue  de  haut  en  bas,  les  n  —  i 
premières  cases  sont  pleines  et  la  dernière  vide; 

Dans  la  troisième  colonne,  parcourue  de  haut  en  bas,  les  n  —  2 
premières  cases  sont  pleines  et  les  deux  dernières  vides; 

Etc.  ; 

Enfin,  dans  la  ai**'"'*  colonne,  parcourue  de  haut  en  bas,  la  première 
case  est  pleine  et  les  n  —  i  dernières  vides. 

II.   Les   ^ équations  déduites  du  système  (i)  par  toutes  les 

différentiations  premières  possibles,  et  qui  sont  linéaires  par  rapport 

aux  — ^-; — -^  dérivées  secondes  de  w,  t^,  .  . .,  tv,  peuvent,  pour  toute 

solution  numérique  du  système  (  i  ),  être  résolues  par  rapport  à  ces 

dérivées  secondes. 

-;► 

Nous  allons  voir,  en  effet,  que  de  ces   ■_ équations  on  peut 

déduire,  par  des  combinaisons  fort  simples  : 

i"  Un  groupe  de  n  équations  ayant  respectivement  pour  premiers 
membres 

avec  des  seconds  membres  ne  dépendant  que  de  ^i ,  ^2,  -  -  ",  ^n] 

2"  Un  groupe  de  n  équations  ayant  respectivement  pour  premiers 
membres 

V  ^      c^'^M  yr^  du       d^u  ^  du       d'^u 

^  OX'x    OXj  ÔXk  '        ^  fVa-2    dXj  (iXk  '         *      '  '        ^  'dÔTn    dx j  ÔXk 

ij^k)^  avec  des  seconds  membres  ne  dépendant  non  plus  que 
de  X'^ ,  x-2,f  •  •  •  î  X u. 

Chacun  de  ces  deux  groupes  sera  manifestement  résoluble  par  rap- 
port aux  n  dérivées  secondes  qu'il   contient,  puisque,  dans  chacun 
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d'eux,  les  coefficients  de  ces  n  dérivées  sont  les  éléments  du  détermi- 
nant (2)  :  de  cette  remarque,  on  déduira  sans  peine  la  possibilité  de 
résoudre  par  rapport  aux  dérivées  secondes  le  sjstème  spécifié  ci- 
dessus,  et  son  équivalence  numérique  avec  l'ensemble  des  divers 
groupes  (4)  et  (5)  (<). 

A.   Formation  du  pi  emier  groupe  de  n  équations. 

Diflerentiant  par  rapport  à  Xi  l'équation  du  système  (i)  qui  a  pour 
premier  membre 

!:(£.)■ 

nous  obtiendrons  l'équation 

Désignant  par  q  un  entier  quelconque  pris  dans  la  suite  i ,  2,  .  . . ,  a^, 
mais  différent  de  /,  nous  différenlierons  par  rapport  à  xi  l'équation 
qui  a  pour  premier  membre 

du     du 


'^  (lu     ou 

Jmd  dXi    dX(f 


puis  par  rapport  à  x^  l'équation  qui  a  pour  premier  membre 


nous  obtiendrons  ainsi  les  deux  équations 

-^   du    d^u       ^  du       d^-u  <^[^/,r/ 

^  dX(j  dxf       Amà  dxi  dxi  dx^^  ~    dxt  ' 

■^  du       d~u      _   I   d^x-ij 

jLà  dxi  dxi  dx,i        1    dX(f 

et,  en  retranchant  ces  dernières  membre  à  membre,  il  viendra 

(7)  ^   du_  dUi  ^  dix/_,,  __  £  dixij  ^ 

^d  dx,f  dxf  dxi  x    dx,f 

(')  Si,  dans  les  deux  systèmes  en  question,  on  remplace  pour  un  instant  par  zéro 
les  valeurs  numériques  des  seconds  membres  sans  touclier  à  celles  des  coefficients 
des  premiers  membres,  on  aperçoit  aisément,  en  se  reportant  au  Chapitre  VIU 
(  n°»  127  et  129),  la  possibilité  de  résoudre  le  premier  par  rapport  aux  dérivées 
secondes  de  u,  v,  ...,  w.  Cela  étant;,  et  les  seconds  membres  ayant  de  nouveau  leurs 
véritables  valeurs,  la  simple  application  du  n°  131  suffit  à  établir  l'équivalence  nu- 
mérique des  deux  systèmes. 
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On  voit  alors,  en  considérant  (6)  et  (7),  que  nous  avons  un 
groupe  de  n  équations  ayant  pour  premiers  membres  respectifs  les 
sommes  (4),  avec  des  seconds   membres  ne  dépendant  que  de  x^^ 

X  '2  1     •  •  •  5    '^  Il  ' 

B.   Formation  du  deuxième  groupe  de  n  équations. 

Supposant  j  ^k.,  et  différentiant  par  rapport  à  Xh  l'équation  du 
système  (  i  )  qui  a  pour  premier  membre 

puis  par  rapport  à  Xj  celle  qui  a  pour  premier  membre 

àxk 


im 


I  àl^-jJ 


nous  obtiendrons  les  deux  équations 

(8)  y—  ^'^ 

ht       d'^  u  I    (^{JL/i-,A- 

âx/,-  âxj  âx/,-        1     dxj 


<9>  2i 


Désignant  par  q  un  entier  quelconque  pris  dans  la  suite  i ,  2,  . . .  . ,  /i, 
mais  différent  de  j  et  de  A",  nous  différentierons  par  rapport  à  x^ 
l'équation  qui  a  pour  premier  membre 


"^  du 


du     du 

i    àXr 


<1 

puis  par  rapport  à  Xj  celle  qui  a  pour  premier  membre 

■^    du      du 
Àmi  dXk    dXq 

enfin  par  rapport  à  x,^  celle  qui  a  pour  premier  membre 

"^  du    du 

^  dxj  dxk  ' 

nous  aurons  ainsi  les  trois  équations 

"it^  Ou        d"^  u  ^  du        d-  u  dixj^ff 

Atà  dx,/  OXj  oxii       ^d  dXj   dx'k  dXq         dx^ 
du        d'^  u  1^   du       (^2  II  d\Xk^,f 


"^   ou       o^u  y^   ou       0' 

JmU  OXq    dXj  dXii  Jmà  dx k    dx j 

^  du       d^  u  ^  du       d^  u 

^id  dXj  OXk  OXq  ^md  dxk  Oxj  dXq 
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du        à-  u 

•i 

{àV-J.1     , 

^V-k,q 

^\^j,k 

dXff  ôxj  ôx/,- 

\ôx,      ' 

ÔXj 

àXq 

Multipliant  ces  trois  dernières  équations  respectivement  par  i ,  i , 
et  ajoutant  membre  à  membre,  il  viendra 


()0) 


On  voit  alors,  en  considérant  (8),  (9)  et  (10),  que  nous  avons  un 
groupe  de  n  équations  ayant  pour  premiers  membres  respectifs  les 
sommes  (5),  avec  des  seconds  membres  ne  dépendant  que  de  a:,, 
.a?2  7  •  •  •  j  "^11' 

III.  Supposons  qu'à   partir  d'une  solution  numérique  quelconque 


.  n  (  n  -h  I  ) 


dérivées 


du  système  (i),  on  ait  résolu  ce  dernier  par  rapport  à 

premières  choisies  de  telle  façon  que,  moyennant  un  ordre  conve- 
nable adopté  pour  les  lignes  et  pour  les  colonnes,  les  cases  pleines 
et  vides  de  son  Tableau  présentent  la  disposition  indiquée  dans 
l'alinéa  1;   soient,  pour  fixer  les  idées. 


et 


(^1),    (372), 


les  ordres  dans  lesquels  doivent  se  succéder  respectivement  les  lignes 
et  les  colonnes  du  Tableau  pour  qu'il  en  soit  ainsi  :  le  système  (i)  se 
trouve  alors  résolu  par  rapport  aux  n  dérivées  premières  de  «,  aux 
n  —  I  dérivées  premières  de  i^  intéressant  jc, ,  ^o,  -«o  Xn-\i  etc., 
enfin  à  la  dérivée  première  de  w  intéressant  x^  (*  ).  Si  nous  nom- 
mons R,  le  système  ainsi  résolu,  la  première  colonne,  (m),  du  Ta- 
bleau de  R,  ne  contient,  d'après  cela,  aucune  case  vide  ;  la  deuxième 


(')  En  supposant,  par  exemple,  n  =  3,  on  aurait  le  Tableau 

(«)  (P)  (w) 


(^i) 


(^2) 


(^3) 


du    _ 

dx\  ~ 

di^    _ 
dx,       ••• 

dw  _ 

<JXi    ^ 

du    _ 

dx.. 

di> 

du 

dx^  ~  ■  •  • 
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colonne,  (v),  contient  une  seule  case  vide,  la  dernière,  correspondant 
à  la  variable  :r«  ;  la  troisième  colonne  contient  deux  cases  vides,  les 
deux  dernières,  correspondant  aux  deux  variables  x,i_i^  Xn\  etc.; 
enfin  la  /i''"'"*'  colonne,  (tr),  contient  n  —  i  cases  vides,  les  /z  —  i  der- 
nières, correspondant  aux  variables  ^Co,  .  .  . ,  -t'//_i,  Xn. 

,           -,      1                                            n'^(  n  -^  i) 
Supposons   maintenant  qu  on  ait  résolu  par   rapport  aux 

dérivées  secondes  de   w,   t^,   . .  . ,  (v  les équations  déduites 

de  (i)  par  toutes  les  difFérentiations  premières  possibles,  et,  parmi 
ces  formules  de  résolution,  considérons  celles  qui  ont  pour  premiers 
membres  : 

La  dérivée  seconde  relative  à  x,i  de  la  deuxième  inconnue,  v; 
Les  trois   dérivées  secondes  relatives  à   .r,<_,  et  Xu  de  l'inconnue 
suivante; 
Etc.  ; 

Les  dérivées  secondes  relatives  à  x^^  ...,  x,t_i,  x,,  de  la 

pleine  inconnuc  w. 

Ayons  soin   seulement  de  remplacer,  dans  les  seconds  membres 

de  ces 

nin  —  1) 
1 

équations  du  second  ordre,  les  diverses  dérivées  premières  qui 
servent  de  premiers  membres  à  R,  par  leurs  valeurs  tirées  de  R,,  et 

nommons  R^  le  système  résultant.  Dans  le  système  (R,,  R2)     com- 

,   ,     nin-\-\)  ,           •           1                .1              1             ■)                  n{n—\) 
pose  de ^ équations  du  premier  ordre,  et  de  14-0  +  ... H ; 

équations  du  second  ordre    ,  les  seules  dérivées  paramétriques  des 

inconnues  sont  les — -  dérivées  premières  correspondant  aux 

cases  vides  du  Tableau  de  R,,  et  les  seconds  membres  ne  con- 
tiennent aucune  dérivée  principale.  Le  système  (R,  R2)  e^^  d'ailleurs 
orthonome  (u"  JOi)  :  si  l'on  attribue  en  elï'et  aux  variables  indépen- 
dantes des  cotes  premières  égales  à  1 ,  et  aux  inconnues  des  cotes 
premières  égales  à  zéro,  le  groupe  R2  satisfait  manifestement  à  la 
définition  de  l'orthonomie,  puisque  la  cote  première  de  chaque 
premier  membre  y  est  égale  à  2,  et  celle  de  chaque  second  membre 
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égale  à  i  ;  quant  au  groupe  R,,  Ja  cote  première  de  chaque  premier 
membre  y  est  égale  à  i,  ainsi  que  celle  de  chaque  second  membre, 
mais  il  résulte  alors  de  la  disposition  régulière  des  cases  pleines  et 
vides  de  son  Tableau  que,  moyennant  l'attribution  aux  variables  et 
aux  inconnues  de  cotes  secondes  convenablement  choisies,  il  satisfait, 
lui  aussi,  à  la  définition  de  l'orthonomie  (n"  161,  1). 

IV.  Dans  le  système  (R,,  R2),  défini  à  l'alinéa  précédent,  nous 
avons  attribué  à  chaque  variable  indépendante  une  cote  première 
égale  à  1 ,  et  à  chaque  inconnue  une  cote  première  égale  à  zéro  :  il  en 
résulte  que  la  cote  première  de  toute  dérivée  se  trouve  être  égale  à 
son  ordre  même. 

D'autre  part,  les  seules  dérivées  paramétriques  des  inconnues  sont, 

comme  nous  1  avons  dit,  les dérivées  premières  correspon- 
dant aux  cases  vides  du  Tableau  de  R,  :  si  donc  on  fixe,  dans  le  sys- 
tème (R<,   R2),   l'économie  des  conditions  initiales  (n"   90),   on  en 

trouve ayant  pour  premiers  membres  respectifs  les  n  fonc- 

1       n(  n  — 1)1,.,  . ,  ,  . ,     ,      . 

tions  inconnues   et  les dérivées  premières  dont  il  s  agit,  et 

pour  seconds  membres  de  simples  constantes  arbitraires.  L'ordre 
maximum  de  ces  premiers  membres  se  trouve  ainsi  être  égal  à  i . 

En  conséquence,  il  suffira,  pour  appliquer  la  règle  de  passivité  du 
n"  163,  de  considérer,  dans  le  système  (R^,  R2)  prolongé  (n"  99),  les 
équations  dont  l'ordre  ne  dépasse  pas  3,  et  d'éliminer  entre  elles  les 
dérivées  principales  des  trois  premiers  ordres  :  si  donc  on 
nomme  R^,  R',  les  groupes  déduits  de  R,  par  toutes  les  difî'érentiations 
possibles  du  premier  et  du  second  ordre  respectivement,  et  R!,  le 
groupe  déduit  de  R2  par  toutes  les  difî*érentiations  premières  pos- 
sibles, l'élimination  dont  il  s'agit  devra  être  effectuée  entre  les  équa- 
tions 

(11;  (Ri;  r;,  R2;  r;,  R'2). 

Observons  maintenant  que,  dans  tout  système  considéré  au  point 
de  vue  des  solutions  numériques,  l'élimination  d'un  groupe  quel- 
conque de  quantités,  effectuée  conformément  au  principe  général  des 
fonctions  implicites,  fournit  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  quantités  restantes  pour  figurer  dans  quelque  solution  numérique 
du  proposé  :  si  donc  deux  systèmes  s'équivalent  numériquement,  Téli- 


À 
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mination  d'un  tnême  groupe  de  quantités,  effectuée  successivement 
dans  l'un  et  dans  Tautre,  conduit  à  deux  systèmes  qui,  eux  aussi, 
s'équivalent  numériquement. 

En  conséquence,  on  peut,  pour  éliminer  du  système  (i  i)  les  déri- 
vées principales  qui  y  fi^^^urent,  lui  substituer  un  système  numérique- 
ment équivalent,  et,  notamment,  l'un  ou  l'autre  des  deux  dont  nous 
allons  parler. 

179.  En  premier  lieu,  si  Ton  nomme  Si  le  système  (i),  et  S ^ ,  S'[ 
les  groupes  déduits  de  S,  par  toutes  les  différentiations  possibles'du 
premier  et  du  second  ordre  respectivement,  /e  système  (i  i)  équivaut 
numériquement  à 

(12)  (s,,s;,s';). 

Effectivement,  le  système  R,  est  en  corrélation  multiplicatoire  avec 
S,,  parce  qu'il  s'en  déduit  à  l'aide  d'une  résolution  (effectuée  confor- 
mément au  principe  général  des  fonctions  implicites,  n''  120),  et  il  en 
résulte  (n"  143)  que  les  deux  systèmes  (R,,  R',),  (S,,  S',)  sont  eux- 
mêmes  en  corrélation  multiplicatoire.  Le  système  (Ri,  R'^)  est  d'ail- 
leurs en  corrélation  multiplicatoire  avec  (R,,  R', ,  R2),  car  :  i"  il  en 
est  évidemment  une  combinaison  multiplicatoire,  puisqu'il  en  fait 
partie;  2"  les  relations  Ro  appartenant,  d'après  leur  définition  même, 
à  un  groupe  déduit  de  (S,,  S'^  )  par  résolution,  sont  des  combinaisons 
multiplicatoires  de  (S,,  S',),  par  suite,  de  (R,,  R',  ),  d'où  résulte  que 
(R,,  R', ,  R2)  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  (R,,  R'^  ).  Gela 
étant,  les  deux  systèmes 

(Bi,  r;,R2),      (S,,  s'i), 

en  corrélation  multiplicatoire  avec  un  même  troisième,  (R^,  R'^  ), 
jouissent,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  de  cette  même  propriété,  d'où 
résulte  (n"  143)  que  les  systèmes 

(R,,  R'.,  R2,  R';,  W,),         (Si,  S',,  S'i) 

en  jouissent  également. 

En  .}::;:^:id  lieu,  si  l'on  désigne  par  Ta  le  groupe  des  - — ; ^équa- 
tions du  second  ordre  formées  à  l'alinéa  II  du  numéro  précédent 
[celles  qui  ont  pour  premiers  membres  les  diverses  sommes  analogue- 


^ 
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à  (4)  et  (5)],  et  par  T',  le  groupe  déduit  de  To  à  l'aide  de  toutes  les 
ditVérentiations  premières  possibles,  le  système  [xà)  équivaut  numé- 
riquement à 

(«3)  (S,,T2,  T'2). 

Effectivemenl,  la  corrélation  multiplicatoire  des  systèmes  S'^  et  Ta 
entraîne  celle  des  systèmes 

(S„S',)         et        (S„T2), 
puis  celle  des  systèmes 

(S,,S'i,S';)        et        (Si,  S',,T2,  T'2), 

puis  enfin  celle  des  systèmes 

(S„S',,T2,  T'2)         et        (S„T2,  T',), 

et  les  deux  dernières  corrélations  entraînent  à  leur  tour  celle  des 
systèmes 

(s„s;,s';)      et      (s„T2,  r,). 

Pour  former  les  conditions  de  passivité  du  système  ortho- 
nome (R,,  R2),  on  peut  donc  prendre  indifféremment  l'un  ou  l'autre 
des  deux  systèmes  (12),  (i3),  et  effectuer,  entre  les  relations  qui  com- 
posent ce  système,  l'élimination  des  dérivées  principales  des  trois 
premiers  ordres  [de  (R,,  Ra)]- 

En  effectuant  cette  élimination  dans  le  système  (12),  où  les 
groupes  S,,  S',,  S"^  se  composent  d'équations  en  nombres  respective- 
ment égaux  à 

niAZ  +  i)        /i'-(/z-4-i)        n^in~n\)- 
•>.  •>.  4 

tandis  que  les  dérivées  principales  des  ordres  i,  2,  3  [de(Rj,R2)] 
sont  en  nombres  respectivement  égaux  à 

/î ( /«.  -h  I )        n-i  n  -\-  \)        n-(  n  -^  i)  ( n  -^  '1  ) 
,      ^, , 

on  obtiendra  des  conditions  en  nombre  manifestement  égal  à 

/in  Al --^1)2         fi'^(n  ^'[)i  fi  ^-i)  n'^(n-^—\) 

i . ou 

/\  b  \i 

Pour  effectuer  pratiquement  le  calcul,  nous  considérerons  le  sys- 


APPLICATIONS    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES.  4 '3 

tème  (i3)  ou  (S),  To,  T'^);  dans  ce  système,  les  équations  T2  se  par- 
taient, comme  nous  l'avons  vu,  en  groupes  de  n  équations,  chacun  de 
ces  groupes  ayant  pour  premiers  membres  n  sommes  analogues  aux 
sommes  (4)  <^ii  (^)j  ^^^^  étant,  nous  partagerons  de  même  les  équa- 
tions T!,  en  groupes  de  n  équations,  chacun  de  ces  groupes  ayant 
pour  premiers  membres  n  sommes  déduites  de  (4)  ou  de  (5)  par  une 
même  difrérentiation  première.  Et,  de  même  que  chacun  des  groupes 
de  To  est  résoluble  par  rapport  à  n  dérivées  semblables  du  second 
ordre  appartenant  respectivement  aux  n  fonctions  inconnues  u^ 
v^  ...,  iv  [puisque  les  dérivées  semblables  dont  il  s'agit  y  ont  po,ur 
coefficients  les  éléments  du  déterminant  (2)],  de  même  chacun  des 
groupes  de  T!,  le  sera  par  rapport  à  n  dérivées  semblables  du  troisième 
ordre.  En  elFectuant  une  pareille  résolution,  chaque  groupe  de 
dérivées  semblables  du  troisième  ordre  se  trouvera  exprimé  à  l'aide 
des  dérivées  premières  et  secondes  de  w,  r,  . . . ,  w  et  des  variables 
indépendantes,  et  il  va  sans  dire  que  tel  ou  tel  groupe  de  dérivées 
troisièmes  pourra  se  trouver  fourni  plusieurs  fois  par  divers  groupes 
d'équations  provenant  de  T!,  :  l'élimination,  entre  ces  derniers  groupes, 
des  dérivées  (troisièmes)  semblables  qui  y  figurent,  nous  fournira  des 
relations  d'où  il  faudra  éliminer  finalement  les  dérivées  principales 
du  premier  et  du  second  ordre.  En  considérant  successivement  les 
divers  groupes  de  dérivées  troisièmes  qui  admettent  plusieurs  expres- 
sions, et  en  effectuant,    relativement  à  chacun  d'eux,  le  calcul  qui 

vient  d'être  indiqué,  on  obtient,  comme  nous  allons  le  voir,  — 

relations,  qui  sont  les  conditions  de  passivité  cherchées. 

180.  Calcul  des  conditions  de  passivité  du  système  ortho- 
no  nie  (R,,  R2). 

1.  Désignant  par  y  et  k  deux  entiers  distincts  pris  dans  la  suite 
I,  2,  ...,  Ai,  considérons  les  deux  équations  suivantes,  formées  à 
l'alinéa  II  du  n"  178  : 

^  da       ù'''U      _  d\Xjj.         I   ù\i.j^j 
^Oxk      ùx)       ~~    àxj  1    dxi, 

du        0'^  u  I    ôixkj. 


yfç.  Ou       t>2 

Jmd  OXu   dXj 


I 


dxf^        1     ôXj 
Difi'érenliant  la  première  par  rapport  à  Xh  et  la  seconde  par  rapport 
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'^   du        â^u  ^d^u   ()-u        _    à-yi/j^-  i   d'^ix/^j 

^  àxk  dx'j  dx/,       ^  dxl  âx]        ~  àxj  dx/,        i     dxl 

^  àx^-  âxj  âx,-  "^^  [dxj  OxJ    ~  2     dx)    ' 
de  ces  deux  dernières,  on  déduit  par  soustraction 

Chaque  combinaison  de  deux  entiers  distincts  pris  dans  la  suite  i, 
2,  ...,  Al  fournit  ainsi    une  relation  :  on  obtient   donc  un  premier 

groupe,  compose  de équations,   ou  ne  hgureront  plus  les 

dérivées  troisièmes  de  u,  i^,  . . .,  ^v. 

Désignant  par  «,  y,  k  trois  entiers  distincts  pris  dans  la  suite  1, 
2,  ...,  /i,  considérons  les  deux  équations  suivantes,  formées  à  l'ali- 
néa II  du  n"  178  : 


du       d^ 


ii_  =  1  (^}!±L  -^  ^^^  ''  _  ^!^V 


dxi  dxj  dx/c        1  \  dx/,  Oxj  dxi 

du       d-  u  I    d\x.i 


y^  ou        Ô' 

Amà  dXi    dXi 


dxk        2    dxk 


DifFérentiant  la  première  par  rapport   à  xi  et  la  seconde  par  rapport 
à  Xj^  il  vient 

'^  du  d^u  ^  d~  u      d^-u  _   i  /   d~  ixjj  d^  [Xf^i  d'^  ixij,\ 

Aak  dXi  dxi  dxj  dx/,-      j^  dxJ   (^Xj  dXk  2  \  dxi  dxk        dxt  OXj  oxj    / 

•^  du  d'^u  "^     d'-u         d-u      _  i     d-\}.ij 

^d  dxi  dXi  dx  j  dXk      j^  dxi  dxj  dxi  dx^        1  dx  j  dx// 

de  ces  dernières,  on  déduit  par  soustraction 

^   fd'^u       d^-u  d^-u         d-^u     \ 

^  \  dx]   dXj  dxk        dXi  dxj  dxi  dxk  ) 

2  \  dXi  dXk        dxi  dxj  dx'j  dx  j  dxk  ) 

En  permutant,  dans  la  relation  (i5),  i  avec  y,  puis  avec  /r,  il  vient 


d'^  u  d'^  (t  d^  u 

\dxj   dXidXk        dXjdXi  dxjdxii 

1  \  dxj  dXk        dxj  dxi  dx)  dXi  dx/,  J 
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()-  Il  â^-  Il 


dxi^  ôxj  âxk  àxi 
1  \  âr/,  âxi        ôx/c  dxj  àx'i  àx 


j  àXi  )  ' 


Chaque  combinaison  de  trois    entiers  distincts  pris  dans  la  suite   i, 
2 n  fournit  ainsi  trois  relations  :  on   obtient  donc  un  second 

groupe,  compose  de ; équations,  ou  ne  figurent  plus 

les  dérivées  troisièmes  de  w,  v^  .  . .,  w. 

Désignant  enfin  par  «,  y ,  k,  i  quatre  entiers  distincts  pris  dans  la 
suite  1,2,  ...,  n,  considérons  les  deux  équations  suivantes,  formées 
à  l'alinéa  II  du  n"  178  : 

ÂêÀ  OXi    ÔXk  dXi  •!  \    ÔXi  ÔXk  ÔXi    1   ' 


au       à- IL       I   /d\i.jj        à\x/i        d\j.fj\ 

Oxi         2  \  ôxi  ôXj  àxi  I 


■^  du,       fP 

Z^  ÔXi   <Jf'j 


Ditîérentiant  la  première  par  rapport  à  Xj^  et  la  seconde  par  rapport 
à  Xif,  il  vient 

^  àu^  à^u  ^      ù'-u  fPa       _    i  /  ô^ix/c.i      ,      à-ix/j  â^  ix/,j  \ 

Jmd  dXi    ÔXj  ÔXii  ÔX(         ^  ÔXi  ^^y    ^^A'  C^/    ~    2  \ÔX j  ÔX /   "^   ÔXj  ÔX^  ÔX ,  ÔXi)  '' 

^  OU  ô^u  ^     â-u         ô'U      _   1  /  ô^ix/j  à^l>'/.i  '^'■^l^././\. 

^  ÔXi  ÔXj  ôx/^  ôxi      ^  ÔXi  ÔX/,-  dXj  dxi  ~  •?.  \ôxj,  ôxi        ôxk  àxj        dr/,.  ôxi)^ 

de  ces  dernières,  on  déduit  par  soustraction 

^^  (     ô'U         è'^u  ()-  u         à-  a     \ 

^d  \  ÔXi  àXj   ÔXu  ÔXi  ÔXi  (^^k    '^Xj  ôxi  ) 

\    /  Ô-  [X/,.^;  ^^V-jJ  à-\Xij  ^^-IJ-/ 


'1  \  ÔXj  ÔXi        ôXk  Oxi        ÔXi  '^Xj        àxii  ôx/ 
d'où,  en  permutant  i  et  y, 

,  "^  /     ô-  u  ô-  u  ô^  u         ê^  u    \ 

jLd  \  ÔXi  ÔXj    ÔXlc  ÔXi  Ô39j  ÔX/c    àXi  ÔXi  / 

\  (  ô'^ix/.j  (y-\Xi,/  0'-]x,,j  0-^iXi,i 


1  \  dxi  ôxi        ôxk  ÔXj        ÔXi  ^x j        ^^^k  ^^/ 

Chaque  combinaison  de   quatre   entiers  distincts   pris  dans  la  suite 
1,2,   ...,  n  fournit  ainsi  deux  relations  :  on  obtient  donc  un  troi- 
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,    ,    ni  n —\)(n  —  i)in --'^)   , 
sieme  groupe,  compose  de — — ^ — équations,  ou  ne 

figurent  plus  les  dérivées  troisièmes  de  w,  c,  . . .,  w. 

Si  maintenant  on  réunit  les  équations  des  trois  groupes,  on  obtient 
un  nombre  d'éqviations  égal  à 

n{n  —  i)        ni  n  —  \)  [n  —  'j.)        ni  n  —  i)  {n  —  ■2)(/i  —  3) 


,              ,.       ,   n-in^—i) 
c  est-a-dire  a • 

I'2 

Il  reste  à  éliminer  de  ces  équations  les  dérivées  secondes  de  a, 
t",  . . .,  (V,  toutes  principales  dans  (R|,  R2),  et  les  dérivées  principales 
premières. 

II.   Nous  établirons  à  cet  effet  les  deux  lemmes  suivants. 
A.   Si,  en  formant  le  carré  du  déterminant  différentiel 


ou 

âv 

dw 

dx. 

dXy 

dx. 

du 

dv 

ôw 

ô:^. 

àxt 

dx^ 

du 

dv 

dw 

OXn 

dXn 

dXn 

O'n  tient  compte  des  équations  {\),  on  tombe  sur  l'expression 


(•20) 


M  = 


1-^2,1         1^2,2 
^n,l        M-«,2 


1^2,  « 
lJ-n,n 


(Nous  avons  posé  plus  baut  la  convention  [jiy  >^=  'i^f<J-) 

On  obtient  immédiatement  ce  résultat  en  formant  le  carré  de  D 
par  la  règle  de  multiplication  des  déterminants. 


B.   Désignons  par 


U/,     V,, 


w, 


les  coefficients  respectifs  des  éléments 


uu  dv 

dxi        dxi 


dw 
dxi 
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dans  le  déterminant  D,  pary,  k  deux  entiers,  distincts  ou  non,  pris 
dans  la  suite  1,2,  .  .  .,  /i,  et  par  My^y^  le  coefficient  de  l'élément  \kj^h 
dans  le  déterminant  (20).  Gela  étant,  si,  en  formant  la  somme  des 
produits 

UyU/,+  VyV/.+...+  WyW,., 

on  tient  compte  des  équations  (i),  on  tombe  identiquement 
sur  My,A. 

Effectivement,  si,  dans  la  suite 

a,     p,      .  .  . ,     «^, 

on  désigne  par  s  la  fonction  inconnue  de  rang  />,  Sy  est  le  produit 
de  ( —  \)P'^J  par  la  déterminant  d'ordre  n  —  i  qu'on  déduit  de  D  en 
y  supprimant  la  colonne  de  rang  p  et  la  ligne  de  rang  y,  et,  de  même, 
Sa  est  le  produit  de  ( —  \)P'^^  par  le  déterminant  d'ordre  n  —  i  qu'on 
déduit  de  D  en  y  supprimant  la  colonne  de  rang  p  et  la  ligne  de 
rang  A".  Si  donc  on  applique  à  la  formation  du  produit  SyS^  la  règle 
de  multiplication  des  déterminants,  on  tombera  sur  un  déterminant 
d'ordre  n  —  i  dont  les  éléments  s'obtiendront  en  considérant  les 
premiers  membres  de  certaines  des  équations  (i)  et  en  y  supprimant 
les  produits  de  dérivées  de  la  fonction  s.  Parmi  les  équations  (i), 
celles  dont  on  a,  comme  il  vient  d'être  dit,  à  considérer  les  premiers 
membres,  sont  celles  qui  ont  pour  seconds  membres 


. . . . , 


Pl,A-l, 
1 

(^y-t-l,A-l: 


P-l,A--i-lj 
? 

fAy-l,A+i, 

|^y-+-l,  A-i-l, 


.  .  .  .  , 
? 


On  a  donc,  pour  SySy^,  en  tenant  compte  des  équations  (i). 


)   (-1)'-* 


V-IA      - 


()S 


ds       as 
'  '"'''      àx-_i  ôXj 
f)s      as 


^•+1,1 


l^nA      - 


R. 


Ox-_^^  dx^ 

f)s     Os 
âx^  âx 


\^IA- 


^-',A- 


^•-,1- 


(h- 

as 

()X^ 

4h,_, 

as 

ôx._ 

as 

1  <J^k- 

as 

ds 

()s      ds 


H-l,(r  +  l  Xr 


dx^  dx^_^i 


^i- 


ds 

Ox-^ 

ds 


ds 


dXf.^^ 
ds 


'      àx.^,  dx,_,    ^i+'M^      dx-^,  dx.^i 


,  ^5 

ds 

•••  y-i,n 

dx, 

dx. 

ds 

ds 

•"     \^M 

'"  dx^_ 

:àF„ 

ds 

ds 

"•     1^,.. 

"  à^,. 

:àx„ 

\^n.k- 


ds       ds 
dx„  dxi^_i 


M-«,k+i    - 


ds       ds 


-i^J 
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Dans  ce  produit,  faisons  provisoirement  abstraction  du  facteur 
(  —  ^y"^^-)  et  considérons  le  déterminant  qui  figure  à  la  suite  :  chacune 
de  ses  colonnes  peut  évidemment  se  décomposer  en  deux  sous- 
colonnes,  respectivement  formées  avec  les  termes  précédés  du 
signe  H-  et  les  termes  précédés  du  signe  — ;  deux  sous-colonnes 
quelconques  de  la  deuxième  espèce  ont,  d'ailleurs,  leurs  éléments 
proportionnels  :  si  donc  on  décompose,  par  la  considération  des  sous- 
colonnes,  le  déterminant  ci-dessus  en  une  somme  de  plusieurs 
autres,  un  certain  nombre  de  ces  derniers  s'évanouissent  comme 
ayant  deux  colonnes  proportionnelles,  et  il  reste  simplement  n  déter- 
minants d'ordre  n  —  i ,  dont  l'un  s'obtient  en  ne  prenant  la  deuxième 
sous-colonne  dans  aucune  des  colonnes  du  déterminant  (21),  et 
chacun  des  n  —  i  suivants  en  la  prenant  dans  une  seule  colonne  : 
dans  le  premier  de  ces  n  déterminants,  tous  les  éléments  sont 
précédés  du  signe  -f-  ;  dans  chacun  des  n  —  i  suivants,  tous  les 
éléments  d'une  certaine  colonne  contiennent  le  facteur  —  i,  et  l'on 
peut  alors  le  supprimer  dans  cette  colonne  pour  le  mettre  en  évidence 
en  dehors  du  déterminant.  Cela  fait,  on  a  une  somme  algébrique  de  n 
déterminants  que  nous  supposerons  écrits  les  uns  à  la  suite  des 
autres  sur  une  même  file  horizontale,  le  premier  de  ces  déterminants 
étant  précédé  du  signe  +,  et  tous  les  autres  du  signe  — . 

Pour  avoir  maintenant,  abstraction  faite  du  facteur  ( — i)-/+*.  la 
somme  2UyUA,  il  faut  faire  la  somme  de  n  files  horizontales  sem- 
blables à  la  précédente,  mais  où  l'inconnue  quelconque  s  se  trouve 
remplacée  successivement  par  les  n  inconnues  w,  (^,  ...,  ix\  En  écri- 
vant ces  /i  files  horizontales  les  unes  au-dessous  des  autres,  etlectuanl 
leur  somme  par  files  verticales,  et  désignant  par  Ay^^  le  déterminant 
qui  se  déduit  de  (20)  par  la  suppression  de  la  ligne  de  rangy  et  de  la 
colonne  de  rang  A",  on  obtiendra  pour  la  première  file  verticale  n^j^h] 
pour  toute  autre  file  verticale,  on  obtiendra  manifestement,  en  tenant 
compte  des  équations  (i),  — Ay,/f;  d'où  résulte  que  la  somme  des 
n  files  a  pour  valeur  nàj^ff —  (n  —  i)' Ay /^,  ou  Ay^/^. 

Finalement,  si  l'on  rétablit  dans  le  produit  (21)  le  facteur  négligé 
(—  iy+^,  il  vient 

c'est-à-dire,  comme  nous  l'avions  annoncé. 


n 
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III.  Désignant  par  (ô  un  symbole  quelconque  de  dérivation 
seconde,  et  par  a,,  ao,  .  ..,  a,/  certaines  fonctions  de  x^^  .ro,  ...,  x,i 
se  déduisant  des  seconds  membres  (donnés)  de  (r)  par  des  opérations 
élémentaires  exécutées  sur  leurs  dérivées  premières,  les  n  dérivées 
semblables  du  second  ordre 

(22)  (Dï<,     (Dp,     ...,     cD(p 

sont,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  (n'^  178,  II),  liées  aux  variables 
indépendantes  et  aux  dérivées  premières  de  «,  (',  .  . .,  (V',  par  n  rela- 
tions de  la  forme 

du     ^  dv     ^  dw    .^ 

CÔ  w  -^ eu  P  -+-...  H (0  (V  =  ai , 

du     -^  ôv     ^  Ow    .^ 

- —  eu  M  +  - —  cD  P  + .  .  .  ^  - —  (0  pp  =  ao, 
ôx^  ôx=i  dX', 


du    ,-.  dv     -.  dw    ^ 

-. CÔ  U  -f- (D  P  +  .  .  .  -{- CD  W  =  CLn . 

dx,i  dXa  dXn 

Les  mêmes  notations  étant  adoptées  qu'à  l'alinéa  précédent  pour 
le  déterminant  (2)  et  pour  les  coefficients  de  ses  éléments,  la  résolu- 
tion de  ces  formules  par  rapport  aux  dérivées  (22)  donne 

I    \y(S^u  =  aj  Ui  -h  a,  U2  -h.  .  .-4- a„U„, 

,    o,  1   D(Dt^    =-a,Vi   +a,V2  +...-+- a^V,^, 

(2i) 

/    ' 

'    D  (Ô  w  =  ai  Wi  4-  aaWa  4-  ...-+-  a,iW„. 

En  désignant  par  Q'  un  deuxième  symbole  de  dérivation  seconde 
(identique  ou  non  au  précédent  (D),  et  par  a'^ ,  a',,  ...,  aj^  certaines 
fonctions  de  ^,,  jCo^  -  -  -■,  oCn  se  déduisant  encore  des  seconds  membres 
de  (i)  par  des  opérations  élémentaires  exécutées  sur  leurs  dérivées 
premières,  on  a  de  même 

iDcD'w  =  a'j  Ui  -f-agUî  -h.  .  .-f-a,',  U„, 
D(Î)V  =a;v,  4-a;V2  -h...+  a;,V„, 
D  (D' w  =  a'i  \Vi  +  a;  W2  ^ . . .  -4-  a,',  W„. 

Enfin,  si  l'on  multiplie  membre  à  membre  deux  relations  de  même 
rang  prises  respectivement  dans  les  groupes  (2-3)  et  (24),  et  qu'on 


<U„) 
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ajoute  les  n  équations  résultantes,  il  vient 

D2  V(Ow(lc^'f<  =  V(a,Ui  +  a2U2  +  ...-+-a,,U„)(a',  Ui  +  a^U,^. 
=  a,  a;  2  Uf  +  a.,  a;  2  U|  -+- .  .  . 
-4-  ( a,  a^  -^  as  a-;  ) \^  U,  U2  + . .  . , 
c'est-à-dire,  en  ayant  égard  aux  deux  lemmes  de  l'alinéa  précédent, 

(25)  M^^{S^U{\^'  U  =  ^  a,.a;.  M,.,;.  -4-  '^  (  g^,  g;^  -H  g^  g;,  )  \1  ^^^^ 


P'<l 


OÙ  r  désigne  un  entier  quelconque  pris  dans  la  suite  j,  2,  ..,  /?., 
et/?,  ^  deux  entiers  distincts  quelconques  pris  dans  la  même  suite. 
11  résulte  de  là  que  la  somme  ^  (O  w  cO'  a  s'exprime  à  l'aide  des  seules 
fonctions  données  jjl  [qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  (i)] 
et  de  leurs  dérivées  premières. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  aux  relations  (14)7  (i^)?  {^^)i  (17)7 
(18);  (19)1  01^  ^oit  t|ii6  les  quantités 


2( 

V 

2 


d-  u 
ô'-u 


dx 
â^  u 


■jàx,J    J 


d'^  u 

d'  u 

ôxj  dxi; 

d'-  u 
àXi  ôx/,-        dxj  d.Ti   âxj  dx/,- 

d- u  d'^  u  d- u 


d'-u 
ôxi  dxj   dxi  àxf^ 


ôxl     ôxj  ()Xi        dxk  àxj  dxk  dxi 


à-  u 


dXi  dXj  dxk  àx/ 
d2  u         d^  u 


ô-u 


ô^u 


ôxi  ôxj^  dx  j  dxi  J 


dXi  dxj  ôxu-  dxi        dxj  dx/^  >Jx,-  ôx/ 

qui  figurent  dans  leurs  premiers  membres,  sont  elles-mêmes* expri- 
mables à  l'aide  des  seules  fonctions  données  |jl  et  de  leurs  dérivées 
premières. 

Les  conditions  de  passivité  du  système  orthonome  (R,,  R2)  sont 
donc  de  la  forme  suivante  : 


(26) 


àxl 


âxJ 


d'- 


l^j\k 


fWy    âX/,- 
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OÙ  (/,  k)  désigne    une    combinaison  quelconque    de    deux    entiers 
distincts  pris  dans  la  suite   i ,  2,  . . .,  /i; 


(27) 


à'^  [^iJ    _^  à'  ixj^/,  _     â-^  IX,- j    __   d^  ix.i^k    _^ 
dxj  dxk  àxj  dxi  âx/,-        âxi  àxj 

c>a:,-  c^iTyt  C-^j  àXj  Oxfc        dxi  àxj 

àxi  dxj  dx^.  ôxi  dXk        àXj  dx^ 


OÙ  (i,  y,  /:)  désigne  une  combinaison  quelconque   de  trois  entiers 
distincts  pris  dans  la  suite  1 ,  2,  . . .,  /i; 


(28) 


âx/i  dxi        dxi  dxj        âxj  âx/         dxi  âx/,- 

^^^^y  _^  ^V/;,/  _  à^  [^^/  _  à^V-j\k 
dx/,-  ôxi        Oxi  ôXj        dxj  dxk         dxt  dxi 


o, 


où  (f,  y,  /r,  /)  désigne  une  combinaison  quelconque  de  quatre 
entiers  distincts  pris  dans  la  suite  i,  2,  ....  n.  Dans  chacune  des 
équations  (26),  (2^),  (28),  les  termes  non  écrits  ne  dépendent  que 
des  fonctions  jx  et  de  leurs  dérivées  premières. 

181.  Pour  former  le  système  orthonome  (R,,  R2),  dont  les  condi- 
tions de  passivité  viennent  d'être  calculées,  nous  avons  considéré 
l'une  quelconque  des  solutions  numériques  du  système  (i),  et  nous 
avons  mentalement  supposé  qu'à  partir  des  valeurs  constituant  la 
solution  numérique  dont  il  s'agit,  le  système  (i)  se  trouvait  résolu 
(conformément  au  principe  général  des  fonctions  implicites,  n"  120) 

par  rapport  à dérivées  premières  choisies  de  telle  façon  que 

le  Tableau  résultant,  moyennant  un  ordre  convenable  adopté  pour 
ses  lignes  et  pour  ses  colonnes,  présentât  la  disposition  indiquée  à 
l'alinéa  I  du  n"  178.  Or,  tout  en  faisant  intervenir,  dans  notre 
raisonnement,  les  formules  de  résolution,  nous  n'y  avons  pas  eu 
recours,  en  fait,  dans  notre  calcul,  et  nous  n'avons  fait  usage  des 
équations  (i)  que  sous  la  forme  même  où  elles  se  trouvaient  données. 
Les  résultats  de  notre  calcul  ne  changent  donc  pas,  quelle  que  soit  la 
solution  numérique  considérée  au  début  pour  le  système  (i);  il 
n'y  figure,  notamment,  aucune  des  fonctions  inconnues  u,  v^  ...,  ^v 

ni  de  leurs  dérivées  paramétriques,  en  sorte  que  les relations 
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obtenues  subsistent  entre  les  seules  fonctions  données  jji  des 
variables  indépendantes  ^,,  jCo,  .  .  .,  .r^,  et  leurs  dérivées  premières 
et  secondes.  Si  donc  on  se  .reporte  à  ce  qui  a  été  dit  au  n"  112,  si 
l'on  observe  d'autre  part  que,  dans  les  limites  mêmes  où  les  formules 
de  résolution  du  système  (i)  sont  applicables,  ce  dernier  équivaut,  au 
point  de  vue  de  l'intégration,  au  système  orthonome  considéré  dans 
notre  raisonnement,  on  est  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

Ou  bien  les ; relations  obtenues  par  le  calcul  précédent 

sont  identiquement  vérifiées  (quels  c[ue  soient^,,  .To,  .  ..,  Xii)i  et 
à  toute  solution  numérique  du  système  (i)  [considéré  comme 
subsistant  entre  n  [n -\- i)  quantités,  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  début 
du  n"  178]  correspond  alors  un  groupe  unique  d^intégrcdes  {àé\e- 
loppables  à  partir  des  valeurs  numériques  de  x^^  ^r^,  ...,  Xn  qui 
figurent  dans  cette  solution); 

Ou  bien  elles  ne  le  sont  pas,  et  le  système  (i  )  n'admet,  en  pareil 
cas,  aucun  groupe  d'intégrales. 

Pour  cette  raison,  nous  les  nommerons  désormais  conditions  de 
possibilité. 


182.  Les  valeurs  initiales  des  variables  indépendantes  étant 
choisies  à  volonté  dans  la  région  IX  (n"  177),  et  les  conditions 
de  possibilité  (/i°  181)  étant  supposées  satisfaites,  tout  groupe 
d^  intégrales  particulières  du  système  (i)  est  calculable  par  chemi- 
nement (  AZ*^  69)  du  point  initial  à  tout  autre  point  de  la  région. 

En  désignant  f>ar  ('j,  cd,  ...,  'h)  l'un  quelconque  des  groupes 
d'intégrales  dont  il  s'agit,  la  solution  générale  du  système  (i) 
est  donnée  par  les  for înu les 


(29) 


(V  =  //,  u  -h  /?„  cp  +  .  .  .  +  Çn  ^  -+-  h,i, 

oii  /?,,  Ao-  •••7  ha  désignent  n  constantes  entièrement  arbitraires,  et 


(30) 


h,    />i,     •••,    qu 

In,      Pu,       •••,       qn 
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les  éléments  cV an  déterminant  orthogonal  arbitraire  [d'ordre  n). 

La   solution    générale  du  système   (i)  dépend  ainsi  de  

constantes  arbitraires. 

Enfin,  les  solutions  particulières,  en  nombre  infini,  fournies 
par  les  formules  (29)  sont  deux  à  deux  opposées. 

l.  Si,  parmi  les  solutions  numériques  du  système  (i)  ('),  on 
considère,  à  l'exclusion  de  toutes  les  autres,  celles  oit  x^^  x.,^  .  •  -, 
Xn  ont  des  valeurs  déterminées^  (^1)0,  (^2)0?  •••?  (•^«)o?  <^^?  ^^  Von 
désigne  par  (u,  cp,  . . .,  <];)  le  groupe  d'intégrales  particulières  du 
système  (i)  qui  correspond  à  l' une  déciles,  l'ensemble  des  groupes 
d'intégrales  qui  correspondent  respectivement  à  ces  diverses 
solutions  numériques  est  donné  par  les  formules  (29). 

Effectivement,  puisque  les  fonctions  u,  cd,  . . .,  ^  sont  développables 
à  partir  de  (^i)o,  (-^2)05  •••7  (•^«)o  et  vérifient  identiquement  le 
système  (1),  on  voit  d'abord  que  les  fonctions  w,  v,  ...,  w  définies 
par  les  formules  (29)  sont  développables  à  partir  des  mêmes  valeurs, 
puis,  en  tenant  compte  de  ce  que  le  déterminant  des  quantités  (3o) 
est  orthogonal,  que  leur  substitution  dans  les  relations  du  système  (i) 
vérifie  ces  dernières  identiquement. 

Pour  établir  qu'inversement  les  formules  (29)  fournissent  tous  les 
groupes  d'intégrales  visés  par  l'énoncé  du  présent  alinéa  I,  adjoignons 
à  ces  formules  celles  qui  s'en  déduisent  par  toutes  les  différentiations 
premières  possibles,  et,  dans  ces  n  (n -h  i)  relations,  remplaçons, 
d'une  part,  -j,  'j,  ...,  ^  et  leurs  dérivées  premières  par  les  valeurs 
numériques  qu'elles  prennent  au  point 

(3i)  [(^1)0,  (^2)0,  ...,(^«)o], 

d'autre  part,  m,  i',  ...,  (^  et  leurs  dérivées  premières  par  des  valeurs 


(')  Bien  que  le  système  (i)  ne  contienne  pas  explicitement  u,  v,  ...,  w,  on  doit, 
ainsi  qu'il  a  été  dit  au  début  du  n"  178  et  à  la  fin  du  n°  181,  le  considérer  comme 
subsistant  entre 

oO  I  j        ^09  •  •  •  J  //1 

u,       V,       ...,     w, 
et  les  tlérivées  premières  de  u,  v,  ...,  w. 


1 
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numériques  indéterminées;  nous  aurons  ainsi  le  système  suivant  : 


(32) 


Wo=  /«Uo-f-/>,jCpo-f-..  .-i-gn'^i 


(El 

\dxi 


(33) 


1^)    =.J^\^p^ 
\  dXi  j  0  \  OXi  ]  0 

iÈL\  =  i  (ÈL\  +     (h. 

\dxJo~    ^\0.rJo      ^^\0Xi 


ôXi/q        "\àXi/o 


d'j  \  (  dcp 

axi 


■h„; 

"^'(S),, 

-(â). 

-(â)o 

f 


f  =   1,  2, 


Si  maintenant,  dans  le  système  (i),  nous  remplaçons,  d'une  part, 
x^^x^^  .-.,  Xn  par  les  valeurs  numériques  {x^)q^  (^2)05  •••7  («^//)o, 
d'autre  part,  les  dérivées  premières  de  w,  (^,  ...,  (^  par  les  valeurs 
numériques  indéterminées  dont  nous  avons  parlé,  nous  tombons  sur 

j     n{n-\- 1)   ,  •  1    '1    •  >         X  V         V   ' 

un  système  de équations  algébriques,  ou  se  trouvent  explici- 
tement engagées  les  n^  indéterminées 

(ë)o'  (ê)«'  ••■•  (£).    <'-=''^' •■•'")= 

relativement  à  ces  dernières,  la  solution  générale  du  système  est 
fournie,  en  vertu  du  n"  174,  par  les  formules  (33),  où  les  quan- 
tités (3o)  désignent  les  éléments  d'un  déterminant  orthogonal  arbi- 
traire; et,  les  quantités  (3o)  étant  ainsi  choisies,  les  indéterminées  «0? 
(^0,  ...,  Wq^  calculées  à  l'aide  des  formules  (32),  prendront,  moyen- 
nant un  choix  convenable  de  Ai,  /12,  •  •  -,  hn-,  des  valeurs  numériques 
arbitrairement  choisies  d'avance.. 

II.  Si,  parmi  les  solutions  numériques  du  système  (1),  on 
considère  exclusivement,  comme  à  l^ alinéa  I,  celles  où  x^^  Xi^  .  . ., 
Xn  ont  les  valeurs  (^i)o,  (^2)0^  •  •  •?  (-^/Oo?  '^  existe  quelque  cons- 
tante positive,  /'o,  telle  que  les  groupes  correspondants  d^ inté- 
grales, développés  à  partir  de  (^i)o,  (^2)07  •••5  {^11)01  admettent 
tous  des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux  à  r^. 

Si  Von  désigne,  en  outre,  par 

(34)  \{X,)\{X^)\   ...,{Xn)'] 
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un  autre  système  de  valeurs  numériques  attribuées  à  x^^  x^^  •  •  -, 
Xii-,  et  qu'on  lui  fasse  correspondre  de  même  une  constante 
positive  r^  ^  on  peut  toujours,  lorsque  le  point  {^^)  est  suffisamment 
voisin  du  point  (3i),  choisir  la  constante  r'  de  telle  façon  que  sa 
différence  à  r^  soit  moindre  en  valeur  absolue  que  toute  quantité 
donnée. 

Effectivement,  si  (u,  cp,  ...,  <i^)  désigne  la  solution  particulière 
considérée  à  l'alinéa  I,  et  /q  une  quantité  positive  assez  petite  pour 
que  ces  /?  fonctions,  développées  à  partir  des  valeurs  (3 1),  admettent 
des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux  à  /o,  il  est  clair  quelles 
n  fonctions  définies  par  les  formules  (^9)  seront  développables  dans 
les  mêmes  limites.  Ainsi  se  trouve  établie  la  première  partie  de 
l'énoncé  ci-dessus. 

Gela  étant,  si  l'on  assujettit  les  différences 

(a7i)'— (a7i)o,     (372)'— (^2)0,      •••,     (^/i)'— (^«)o 

à  avoir  des  modules  inférieurs  à  r^,  et  si  l'on  désigne  par  s  le  plus 
grand  de  ces  modules,  la  solution  particulière  (u,  cp,  ...,  (i;),  déve- 
loppée à  partir  des  valeurs  (34),  admettra  des  rayons  de  convergence 
au  moins  égaux  à  /'o —  £,  en  sorte  qu'on  pourra  prendre  r' =  r^ —  £• 
Si  donc  le  point  (34)  est  suffisamment  voisin  du  point  (3i),  la  diffé- 
rence /'(,  —  r',  égale  à  =,  tombera  au-dessous  de  toute  quantité  donnée. 
Ainsi  se  trouve  établie  la  seconde  partie. 

111.  Si  l'on  distingue  par  S  un  fragment  limité  et  complet 
(n"'  2  et  3)  de  la  région  H,  et  que  Von  considère  exclusif  enflent, 
parmi  les  solutions  numériques  du  système  (i),  celles  oii  .r, ,  x^^  •  •  ., 
x,i  ont  pour  valeurs  les  coordonnées  des  divers  points  de  S^  il 
existe  quelque  constante  positive,  r,  telle  que  les  groupes  corres- 
pondants d'intégrales  admettent  des  rayons  de  convergence  au 
moins  égaux  à  r. 

Considérons  en  effet,  dans  l'espace  [[^4,  x^^  •..,  ^«]]i  lî^  région 
limitée  et  complète  S ^  et,  dans  cette  région,  un  point  quelconque  : 
à  ce  point  correspondent  des  solutions  numériques  en  nombre  infini 
du  système  (i).  Cela  étant,  nous  nommerons  caractéristique  du 
point  toute  constante  positive  (>"o)  telle  que  les  groupes  d'inté- 
grales correspondant  à  ces  diverses  solutions  numériques  admettent 
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tous  des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux  à  cette  constante  : 
l'existence  d'une  semblable  caractéristique  résulte  de  l'alinéa  II 
(première  partie  de  l'énoncé).  Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  même 
alinéa  II  (deuxième  partie  de  l'énoncé)  que,  si  un  point  déterminé 
de  S'  admet  parmi  ses  caractéristiques  une  constante  déterminée, 
tout  point  de  S  suffisamment  voisin  du  premier  admet  parmi  ses 
caractéristiques  quelque  constante  dont  la  différence  à  la  précédente 
tombe  au-dessous  de  toute  quantité  donnée. 

Ainsi,  les  diverses  conditions  spécifiées  au  n"  10  relativement  aux 
caractéristiques  se  trouvent  bien  remplies  dans  la  région  limitée  et 
complète  J',  et,  comme  les  caractéristiques  sont  ici  essentiellement 
supérieures  à  zéro,  il  existe  bien  quelque  constante  positive,  r, 
possédant  la  propriété  énoncée  (n"  13). 

IV.  Sî,  dans  la  région  li,  on  trace  un  arc  continu,  et  que  Von 
considère  exclusivement,  parmi  les  solutions  numériques  du 
système  (ij,  celles  où  x,,  ^-o,  . . .,  Xn  ont  />our  valeurs  les  coor- 
données des  divers  points  de  l' arc,  il  existe  quelque  constante 
positive,  /•,  telle  que  les  groupes  correspondants  d^ intégrales 
admettent  tous  des  rayons  de  convergence  au  moins  égaux  à  r. 

Car,  les  variables  (réelles),  5,  /,  . . .,  dont  l'arc  dépend,  étant  assu- 
jetties à  se  mouvoir  dans  un  intervalle  complexe,  c'est-à-dire  dans  une 
région  de  Fespace  [5,  ^,  . .  •]  1  à  la  fois  limitée  et  complète  (n"  9,  II), 
il  résulte  du  n"  18  que  l'ensemble  des  divers  points  (^<,  .To,  . . .,  Xn) 
qui,  en  vertu  des  formules  définissant  l'arc,  correspondent  (avec 
répétition  possible)  aux  divers  points  de  l'intervalle  complexe,  forme, 
dans  l'espace  \[pC\^  x^-,  .-.,  ^"«J  ,  une  région  à  la  fois  limitée  et 
complète  :  les  conclusions  de  l'alinéa  III  sont  donc  applicables. 

V.  Si,  dans  la  région  H,  on  trace  un  chemin  continu  formé 
d' arcs  placés  bout  à  bout,  et  que  Von  considère  exclusivement, 
parmi  les  solutions  numériques  du  système  (i),  celles  oii  j^,, 
Xo-,  ...,  x,i  ont  pour  valeurs  les  coordonnées  des  divers  points  du 
chemin^  il  existe  quelque  constante  positive,  /•,  telle  que  lés 
groupes  cor/espondants  d'' intégrales  admettent  tous  des  rayons 
de  convergence  au  moins  égaux  à  r. 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  de  l'alinéa  IV. 
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VI.  Tout  groupe  d^ intégrales  particulières  du  système  (i)  est 
calculable  par  cheminement,  du  point  initial  choisi  dans  la 
région  11  Cl  tout  autre  point  de  la  région. 

Etlectiveiiient,  la  région  11,  étant  supposée  normale  (n°  177),  est, 
par  là  même,  continue  (n*"  41  ),  et,  dès  lors,  les  deux  points  considérés 
peuvent  être  reliés  l'un  à  l'autre  par  une  suite  d'arcs  continus  placés 
bout  à  bout  dans  la  région  11,  le  premier  de  ces  arcs  ayant  pour 
extrémité  initiale  le  premier  point,  et  le  dernier  pour  extrémité  finale 
le  second  point  (n"  39).  Cela  étant,  le  point  à  établir  est  une  consé- 
quence immédiate  de  l'alinéa  V  et  du  n"  38. 

VII.  En  désignant  par  (u,  'i>,  ...,  o)  un  groupe  quelconque 
d'intégrales  particulières  du  système  (i),  la  solution  générale  de 
ce  dernier  est  donnée  par  les  formules  (29). 

Effectivement,  tout  groupe  d'intégrales  particulières  du  système, 
étant  calculable  par  cheminement  jusqu'en  un  point  quelconque  de 
la  région  11,  peut  être  considéré  comme  déterminé  par  un  groupe  de 
conditions  initiales  où  x^^  ^o,  •••5  ^n  ont  des  valeurs  numériques 
assignées  d  avance  indépendamment  du  groupe  d'intégrales  que  l'on 
considère. 

Cela  étant,  le  point  que  nous  avons  actuellement  en  vue  est  une 
conséquence  immédiate  de  l'alinéa  I. 

VIII.  Les  solutions  particulières  fournies  par  les  formules  (29) 
sont  deux  à  deux  opposées. 

Car  si  Ton  remplace  par  leurs  opposées  les  n  {n -\- i)  constantes 
qui  figurent  dans  les  formules  (29),  les  /i-  constantes  (3o)  ne  cessent 
pas  de  former  un  déterminant  orthogonal. 

183.  Plaçons-nous  actuellement  dans  le  monde  des  quantités 
réelles,  et  ne  considérons,  parmi  les  intégrales  du  système  (1),  que 
celles  qui  sont  réelles.  La  région,  IV,  dans  laquelle  nous  ferons 
mouvoir  les  variables  .r,,  ^27  •  '•-,  ^n  devra  satisfaire,  en  pareil  cas, 
aux  deux  conditions  indiquées  plus  haut  (n"  177),  mais  avec  cette 
restriction  essentielle  que,  pour  tout  point  de  la  région,  la  forme 
quadratique  (3)  soit  la  somme  (proprement  dite)  des  carrés  de 
n  formes  linéaires  indépendantes  à  coeflicients  réels.  En  désignant 
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par  (u,  »,  .  ..,  «1»)  une  solution  réelle  particulière  du  système  (i),  la 
solution  réelle  la  plus  générale  est  donnée  par  les  mêmes  formules  (29), 
où  les  constantes  ne  recevront,  naturellement,  que  des  valeurs 
réelles. 

Si  l'on  considère  l'une  quelconque,  (w,  p,  .  .  .,  ^v),  de  ces  solutions 
réelles,  le  déterminant  différentiel  (2),  étant  différent  de  zéro  dans 
toute  l'étendue  de  la  région  tl',  y  reste  ou  constamment  positif,  ou 
constamment  négatif.  Dans  les  théories  physiques  où  intervient  le 
système  (i)  [avec  l'hypothèse  /i  =  3],  on  ne  considère,  parmi  les 
solutions  réelles,  que  celles  où  le  déterminant  dont  il  s'agit  est  po- 
sitif :  or,  on  voit  immédiatement,  en  effectuant  sur  les  formules  (29) 
toutes  les  différentiations  premières  possibles,  que  le  déterminant 


du 
du 


dv 
dxx 
dv_ 

âx^ 

àX:i 


dXx 
dw 
dx-i 
dw 
âxz 


est  le  produit  des  deux  déterminants 


Pi 

qx 

Pi 

91 

, 

Pi 

9z 

âxi 
(h 
àx<î 

âxs 


dxi 

ÔX-i 

àx-i 


âxi 
âx^ 
dxs 


Si  donc  on  se  place  au  point  de  vue  des  applications  physiques,  et 
si  l'on  suppose,  comme  il  est  en  pareil  cas  naturel  de  le  faire,  que  le 
second  facteur  de  ce  produit  soit  positif  (l'Oi/-  n°  182,  VIII),  il  faudra 
que  le  premier  ait  pour  valeur  +  i . 


184.   Un  cas  très  simple  où  les  conditions  de  possibilité  (n"  181) 

sont  identiquement  satisfaites  est  celui  où  les  fonctions  a 

se  réduisent  toutes  à  des  constantes,  ces  constantes  étant,  naturelle- 
ment, choisies  de  telle  façon  que  la  forme  quadratique  (3)  soit 
décomposable  en  une  somme  algébrique  de  ai  carrés  indépendants. 
La  solution  la  plus  générale  du  système  (i)  est  donnée,  en  pareil  cas. 
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par  les  formules 

U   =  «i.ri  H-  «2^2  -+-•  •  •-^-  CLn^n  "H  ««-l-l- 
(33) 

dans  ces  dernières, 

désignent  n  constantes  entièrement  arbitraires,  et 

I   «1,     a2,        .    ,     ««, 
(ib) 


^1,       ^2,        •••-      gn 


n(  n  -h  i)       1 
/i-  constantes  assujetties  aux ^ relatians 

(  37  )  «y  «/.■  -H  6y  6/.  +  .  .  .  -+-  ^y  gk  =  [^y, A , 

OÙ  (y,  k)  désigne  une  combinaison  de  deux  entiers,  distincts  ou 
non,  pris  dans  la  suite  i,  2,  .,.,  n. 

Effectivement,  les  n-  dérivées  premières  des  fonctions  w,  t^,  ...,  pp, 
définies  par  (35),  se  réduisant  respectivement  aux  constantes  (36),  il 
résulte  des  relations  (3y)  que  les  fonctions  dont  il  s'agit  vérifient 
identiquement  le  système  (i). 

Réciproquement,  on  peut,  moyennant  un  choix  convenable  des 
constantes  figurant  dans  les  formules  (35),  faire  en  sorte  que  les 
fonctions  dont  il  s'agit  coïncident  avec  des  intégrales  particulières 
assignées  d'avance  :  car  leurs  n'^  dérivées  premières  peuvent,  en 
vertu  de  (3^),  prendre  toutes  valeurs  numériques  vérifiant  le  sys- 
tème (i),  et,  cela  étant,  les  formules  (35)  permettent  de  déterminer 
^n+ii  ^/2+<7  •  •  •)  S'n+i  de  telle  sorte  que,  pour  des  valeurs  numériques 
données  de  Xt,  x^^  • . .,  .x'«,  les  fonctions  w,  (%  . . .,  w  prennent  elles- 
mêmes  des  valeurs  numériques  données. 

Si  l'on  se  place  dans  le  monde  des  quantités  réelles,  on  doit  sup- 
poser que  la  forme  quadratique  (3)  est  la  somme  (proprement  dite) 
des  carrés  de  n  formes  linéaires  indépendantes  à  coefficients  réels,  et 
Ton  ne  doit  attribuer  aux  constantes  des  formules  (35)  que  des 
valeurs  réelles. 
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Lorsque  les  n  fonctions  {^.|,ii  [^2,27  •  •  ^  "^n.n  se  réduisent  à  l'unité, 
et  toutes  les  autres  fonctions  [7.  à  zéro,  les  relations  (3;)  sont  celles 
qu'on  obtient  en  exprimant  que  le  déterminant  des  quantités  (36) 
est  orthogonal;  les  solutions  réelles  s'obtiendront  en  donnant  aux 
constantes  des  valeurs  réelles. 


Étude  du  système  formé  par  les  conditions  de  possibilité. 

185.   Les  — fonctions  données,  ay^yi,  des  variables^, ,  ^27  ••  , 

Xn  devant  vérifier  identiquement,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut 

(n°  181),  les  — — ^ conditions  de  possibilité,  un  point  intéressant 

consiste  à  rechercher  quels  sont,  dans  le  choix  de  ces  fonctions, 
les  éléments  dont  on  peut  disposer  arbitrairement.  Pour  résoudre 
cette  question,  nous  considérerons,  dans  les  conditions  de  possibilité, 

les  lonctions  dont  il  s  agit  comme  des  inconnues,   et  nous 

mettrons  le  système  différentiel  résultant  sous  une  forme  orthonome 
complètement  intégrable  :  comme  nous  allons  le  voir,  il  suffit  ici, 
pour  j  parvenir,  d'une  résolution  des  plus  simples.  Cela  fait,  il  ne 
restera  plus  qu'à  fixer,  dans  la  forme  ainsi  obtenue,  l'économie  des 
conditions  initiales. 


186.   Les fonctions  inconnues  a  ont  chacune — -  déri- 

'2  '  2 

vées  secondes,   ce  qui  fait  en  tout dérivées  secondes   :   il 

nous  sera  commode,  pour  l'étude  que  nous  nous  proposons  actuelle- 
ment, d'opérer  entre  ces  dérivées  secondes  la  répartition  suivante, 
fondée  sur  la  considération  des  indices  dont  se  trouvent  affectées, 
dans  chacune  d'elles,  la  fonction  ^  d'où  elle  provient,  et  les  deux 
variables  de  dilTérentiation.  Quatre  cas  sont  évidemment  à  consi- 
dérer, suivant  que,  parmi  ces  quatre  indices,  un,  deux,  trois,  ou  tous 
les  quatre  sont  distincts  entre  eux. 

1"  Les  quatre  indices  sont  égaux  entre  eux. 

A  un  entier  i,  pris  dans  la  suite  i ,  2,  . . .,  /?,  correspond  une  seule 

dérivée  seconde  de  cette  espèce,  ^''  :  cette  dérivée  ne  figure  pas 
dans  les  conditions  de  possibilité. 
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2"  Deux  des  quatre  indices  sont  distincts  entre  eux. 
A  une  combinaison,  {j\  A),  de  deux  entiers  distincts  pris  dans  la 
suite   I,   2,    ...,  /2,  correspondent  sept  dérivées  secondes    de    cette 


espèce. 


â'-lX,j  â'^lXA-.A-  ^^a,^yr- 

— : — r~  > 


dxj  dxj  dx/^ 

dxj  dxk        dx/^  dXj  dxj  dxj, 

les  trois  premières  figurent  seules  dans  l'équation  (26)  du  n"  180, 
sans  figurer  ailleurs,  et  aucune  des  quatre  dernières  ne  figure  dans 
les  conditions  de  possibilité. 

S'*  Trois  des  quatre  indices  sont  distincts  entre  eux. 

A.  une  combinaison,  (i-,j\  k),  de  trois  entiers  distincts  pris  dans 
la  suite  i,  2,  ...,  /i,  correspondent  douze  dérivées  secondes  de  cette 
espèce, 


dxj  dxu  ' 

dxi  dxi, 

dXi  dxj 

dxf- 

dx)    ' 

dXi  dxj  ' 

dxi  dXk  '      dXj 

dx/      dXj 

dXk  '  dxk  dXi  ' 

dxi,  dXj 

ces  douze  dérivées  figurent  seules  dans  le  groupe  (27)  du  n"  180, 
sans  figurer  ailleurs. 

4"  Les  quatre  indices  sont  distincts  entre  eux. 

A  une  combinaison,  (i^  j\  k,  l),  de  quatre  entiers  distincts  pris 
dans  la  suite  1,2,  . . .,  /i,  correspondent  six  dérivées  de  cette  espèce, 

d^lJ.,J  d^ix,,j 


dx/^  dxi  ' 

d-\};\lc 

dxj  dxi  ' 

<f'^\^ij 

dXi  dXj 
dxi  dxk 


dxj  OXk        dxi  dxi 

ces  six  dérivées  figurent  seules  dans  le  groupe  (28)  du  n"  i80,  sans 
figurer  ailleurs. 

Cela  posé,  nous  résoudrons  comme  il  suit  les  trois  groupes  (2G), 

f(2^),  (28),  dont  il  vient  d'être  question. 
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S'il  s'agit  de  (26),  nous  résoudrons  par  rapport  à         ';  '  ou  par 
port  a        g    y  suivant  que  y  est  intérieur  ou  supérieur  a  k. 
S'il  s'agit  de  (27),  nous  résoudrons  par  rapport  à 

Supposant,  enfin,  qu'il  s'agisse  de  (28),  nous  observerons,  en  pre- 
mier lieu,  que,  les  quatre  entiers  /,  y,  /r,  /  étant  donnés  et  distincts, 
les  deux  indices  qui,  dans  chaque  dérivée  seconde,  affectent  la  fonc- 
tion u.,  indiquent,  non  seulement  à  quelle  fonction  cette  dérivée 
appartient,  mais  encore  quelles  sont  les  deux  variables  de  différen- 
tiation,  en  sorte  que  ce  dernier  groupe,  (28),  peut  s'écrire,  sans 
ambiguïté,  sous  la  forme  abrégée 

(0     (i. y)  -+- (>^^  0  -+-... =  {l,k)  +  (y,  0 -+-...  =  (i,  /)  +  (y,  A-)  +  . . . . 

Nous  observerons,  en  second  lieu,  que  si,  parmi  les  six  parenthèses 
figurant  dans  les  trois  expressions  ci-dessus,  on  considère  les  trois 
parenthèses  oii  figure  un  même  entier,  /  par  exemple,  ces  trois  paren- 
thèses, 

(*,/),     (y,/),     (X:, /), 

figurent  respectivement  dans  les  trois  expressions.  Nous  observerons 
enfin  que  les  sommes 

qui  correspondent  respectivement  à  ces  trois  parenthèses,  sont  néces- 
sairement inégales  entre  elles.  Gela  étant,  nous  considérerons,  parmi 
les  six  parenthèses,  les  trois  où  figure  le  plus  grand  des  quatre 
entiers  i,  y.  A",  /,  puis,  parmi  ces  trois  dernières,  les  deux  auxquelles 
correspondent  les  plus  grandes  sommes;  et  nous  résoudrons  finale- 
ment les  équations  (i)  [c'est-à-dire  les  équations  (28)  du  n"  180]  par 
rapport  aux  deux  parenthèses  dont  il  s'agit.  Si,  pour  fixer  les  idées, 

on  a 

i<J<k<l, 

ces  deux  parenthèses  seront  (y,  /),  (A,  /),  et  les  équations  (i)  devront 
être  mises  sous  la  forme 

(^,/)  =  (i,/)-+-(y,A)-(^y)+..., 
(y,/)  =  (.,/)  +  (y,/-)-(^A")-i-.... 
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D'après  ce  que  nous  avons  dit  il  j  a  un  instant  sur  les  divers 
groupes  de  dérivées  secondes,  il  est  clair  que  le  système  des  condi- 
tions de  possibilité,  ainsi  résolu,  ne  contient  dans  ses  seconds 
membres  aucune  dérivée  principale.  Le  système  est,  de  plus,  ortho- 
nome :  car,  ainsi  qu'on  le  voit  sans  peine,  chacune  de  ses  relations 
eslnormale  (n"  107)  si  l'on  attribue  aux  variables  indépendantes  et 
aux  inconnues  les  cotes  suivantes  : 


Cotes  premières. 


Cotes  secondes. 


Cotes  troisièmes 


Cotes  quatrièmes. . 


^k       V-i,i  M-;,t  (75^^) 


■ 

0 

0 

o 

l 

0 

o 

0 

Le  plus  grand 
des  deux  entiers  y,  k 

0 

0 

j  +  k 

Dans  le  'cas  où  n  est  égal  à  2,  ce  système  orthonome  est  évidem- 


ment yoa^^i/.-  car  on  a  alors 


nHn-^—  0 


=  I ,  et  le  système  se  compose 


d'une  équation  unique. 

Dans  le  cas  où  n  est  plus  grand  que  2,  la  passivité  a  encore  lieu, 
comme  nous  allons  le  voir  :  pour  l'établir,  nous  aurons  recours  à  la 
règle  du  n"  163,  et,  en  conséquence,  nous  nous  occuperons  tout 
d'abord  d'évaluer,  dans  les  conditions  initiales  convenablement 
écrites,  la  cote  première  maxima  des  premiers  membres. 


187.    Supposons   que,   dans  une  fonction   schématique    des  deux 
groupes  de  variables 

X,     y,      .,.,     z         et         5,      ..., 

on  effectue,  conformément  à  la  méthode  du  Chapitre  V,  une  coupure 
à  l'aide  d'un  ensemble,  E,  comprenant  : 

i"  Les  produits  deux  à  deux  des  différences 

oc  —  xq,    y  —  yo,     ...,    z  —  zq-, 

2"  Les  produits  obtenus  en   multipliant  V une  quelconque  de 
R.  28 
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ces  dernières  par  Viitie  quelconque  des  différences 

s  —  5o,     ...  ; 
Je  dis  que  le  résultat  d^ une  pareille  opération  est 

(2)      (^-;ro)G(ar)  +  (j^-7o)H(jK)+...-l-(^-^o)P(^)-i-F(5,  ...), 

oïL  G(^),  H(y),  ...,  P(-3),  F(5,  ...)  désignent  des  fonctions 
schématiques. 

1.  La  proposition  est  vraie  si  le  nombre  des  variables  du  pre- 
mier groupe  se  réduit  à  i . 

Supposons,  en  effet,  que  le  premier  groupe  se  réduise  à  la  seule 
variable  ^,  auquel  cas  l'ensemble  E  s'obtient  en  multipliant  par  :;  —  Zq 
chacune  des  différences  s  —  5„,  ....  En  appliquant  la  méthode  du 
Chapitre  V,  on  voit  que  le  résidu  de  la  coupure  est  de  la  forme 

To(5,  ...)-T- (z  — ;3o)  T(2,  s,  ...); 

que  l'expression  T^,  (5,  .  . .  )  s'obtient  en  ne  pratiquant  aucune  coupure 
dans  une  fonction  schématique  des  seules  variables  5,  ...,  et,  par 
suite,  est  identique  à  une  semblable  fonction;  enhn,  que  l'expres- 
sion T(:;,  5,  . . .)  s'obtient  en  pratiquant  la  coupure 


dans  une  fonction  schématique  de  toutes  les  variables  5,  s.  ...,  et, 
par  suite,  se  réduit  à  une  fonction  schématique  de  z.  Il  vient  donc, 
conformément  à  notre  énoncé, 

F(.,...)  +  (^-^o)P(^), 

où  F (5,  . . .)?  f*(^)  désignent  deux  fonctions  schématiques. 

II.  Si  la  proposition  est  vraie  dans  le  cas  où  le  premier  groupe 
de  variables  en  contient  />,  elle  Vest  encore  dans  le  cas  ou  il  en 
contient  p  -+-  i . 

Soient  x^  y,  . . .,  z  les  />  -4-  i  variables  du  premier  groupe;  .?,... 
celles  du  second;  E^  l'ensemble  partiel  formé  par  les  monômes  de  E 
où  ne  figure  pas  la  différence  x  —  Xq\    E'  l'ensemble  partiel  formé 
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par  les  monômes  de  E  où  elle  figure.  D'après  la  définition  de  E,  l'en- 
semble E^  comprend  :    i°  les  produits  deux  à  deux  des  différences 

2°  les  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  l'une  quelconque  de 
ces  dernières  par  l'une  quelconque  des  différences 


Et  l'ensemble  E^  comprend  les  produits  de  x — -Xq  par  chacune  des 
différences 

JK— 7o,        •..,       -s  —  So,       5  — So,        

Cela  étant,  si  l'on  nomme  e^  l'ensemble  déduit  de  E^  par  la  suppres- 
sion du  facteur  x  —  Xq,  qu'on  pose,  pour  raison  de  symétrie,  e*^  =  E^, 
et  qu'on  mette  le  résidu  de  la  coupure  sous  la  forme 


l'expression  To(y,  . . .,  3,  5,  . . .)  s'obtiendra,  comme  on  sait,  en  pra- 
tiquant dans  une  fonction  schématique  des  seules  variables  y,  .  . .,  z, 
5,  ...  la  coupure  e^,  et  l'expression  T(x,y^  ...,5,  5,  ...)  en  prati- 
quant dans  une  fonction  schématique  de  toutes  les  variables  x^  y^  ..., 
3,  5,  ...  la  coupure  (e^,  e^  ).  Or,  d'après  ce  qui  est  admis  pour  />,  le 
résidu  de  la  première  coupure  est 

OÙ  H(jk),  "•-,  P{^)^  F (.9,  ...)  désignent  des  fonctions  schématiques; 
d'autre  part,  l'ensemble  (e^,  e'),  si  on  le  rend  irréductible,  se  réduit 
manifestement  à  e',  c'est-à-dire  à  l'ensemble  des  différences 

y—yo,     ...,    z  —  zo,    s  —  so,     ..., 

et,  par  suite,  T(.r,  y,  .  . ., -s,  5,  . . .)  à  une  simple  fonction  schéma- 
tique de  X.  En  désignant  par  G(x)  une  pareille  fonction,  on  tombe 
finalement  sur  l'expression  (2). 

[II.   Le  simple  rapprochement  de  I  et  II  prouve  l'exactitude  de 
notre  énoncé  général. 

188.   On  déduit  de  là  la  conséquence  particulière  suivante  : 

Si,  dans  une  fonction  schématique  des  n  variables  ^,  y,  . . . , 
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z,  5-,  on  pratique,  conformément  à  la  méthode  du  Chapitre  V, 
une  coupure  à  l'aide  d'un  ensemble,  E,  comprenant  les  divers 
produits  deux  à  deux  des  différences 

^  —  •^0,     JK— JKo,      •..,     -s—  -So,     -s  —  *o, 
on  tombe  sur  l'expression 

{x-Xo)G(x)-\-(y  —  y,)U(y)^...^(z  -  Zo)  P(z)  ^  F  (s), 

ail  G{x),  H(y),  ...,  P(^),  F(5)  désignent  n  fonctions  schéma- 
tiques. 

Partageons,  en  effet,  les  n  variables  en  deux  groupes  comprenant 
respectivement  les  n —  i  premières  d'entre  elles,  et  la  dernière;  l'en- 
semble donné  E  pourra  alors  être  considéré  comme  comprenant  : 

i"  Les  produits  deux  à  deux  des  n  —  i  différences 

x  —  xo,    y—yo,     .  •.,    z  —  zo; 

2"  Les  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  l'une  quelconque  de 
ces  dernières  par  s  —  Sç^. 

Cela  étant,  il  suffît  de  se  reporter  à  l'énoncé  du  numéro  pré- 
cédent. 

189.  Supposons  que,  dans  une  fonction  schématique  des  deux 
groupes  de  variables 

X,    y,     ...,     z         et         5,      ...,     f,     M, 

on  effectue,  conformément  à  la  méthode  du  Chapitre  V,  une  coupure 
à  l'aide  d'un  ensemble,  E,  comprenant  : 

i"  Les  produits  deux  à  deux  des  différences 

X       a^o,    y — yQ,      ...,     z  —  Zo,     s  —  5o,      ...,     t  —  ^o,     u  —  U(,\ 
2"  Les  carrés  des  différences 

X  —  xo,    y—yo,     ...,    z  —  zo. 
Je  dis  que  le  résultat  de  l'opération  est 

(3)  A(x  -  Xo)  -^  B(y  —y,)  -^  .  .  .-i-  C{z  -  zo) 

^{s  —  So)F{s)-h...-h{t-to)H{t)-^P{u). 
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OÙ  A,  B,  ...,  Cx  désignent  des  constantes  schématiques,  et  F (5),  ..., 
H(^),  P(w)  des  fonctions  schématiques. 

I.  La  proposition  est  vraie  si  le  nombre  des  variables  du  pre- 
mier groupe  est  égal  à  i. 

Supposons,  en  effet,  que  le  premier  groupe  ^,  JK,  ...,  ^  se  ré- 
duise à  la  seule  variable  2,  auquel  cas  l'ensemble  E  comprend  les 
produits  deux  à  deux  des  différences 

Z  —  ^0,       s  —  ^0,        •  .  .  ,       t  ^Oî        ^  U{)i  ' 

et  le  carré  de  la  différence  z  —  Zq.  Si  l'on  nomme  alors  E<^  l'ensemble 
partiel  que  forment  les  produits  deux  à  deux  des  différences  autres 
que  z  —  2^0,  E'  l'ensemble  partiel  que  forment  les  produits  de  ces 
mêmes  différences  par  z  —  Zq^  e^  l'ensemble  déduit  de  E'  par  la  sup- 
pression du  facteur  z  —  Sq,  et  qu'on  pose,  pour  raison  de  symétrie, 
e^=z  E*^,  il  résulte  des  considérations  exposées  au  Chapitre  V  que  le 
résidu  est  de  la  forme 

To(s,  . .  .,  ^,  a)  -h  (>s  —  Zq)  Ti(5,  .  ...,  t,  u), 

où  les  expressions  To  et  T,  s'obtiennent  en  pratiquant,  dans  une 
fonction  schématique  des  seules  variables  5,  ...,  t,  w,  les  coupures 
respectives  e^  et  (e^^e^).  Or,  en  vertu  du  numéro  précédent,  le 
résidu  de  la  première  coupure  est 

(s  —  so)  F  (s)  -h-. .  .-^  {t  -  to)  [i{t)  -h  P(u), 

OÙ  F(5),  ...,  H(^),  P{u)  désignent  des  fonctions  schématiques; 
d'autre  part,  l'ensemble  («?o,  ^'),  si  on  le  rend  irréductible,  se  réduit 
manifestement  à  «?*,  c'est-à-dire  à  l'ensemble  des  différences 

et,  par  suite,  T,  à  une  simple  constante  schématique  G.  Il  vient  donc 
bien,  conformément  à  notre  énoncé, 

C(z  —  zo)  -h  (s  —  s„)  F(s)  ^.  .  .-h  {t  —  to)  m  t)  -h  P(a). 

II.  Si  la  proposition  est  vraie  dans  le  cas  où  le  premier  groupe 
de  variables  en  contient  p,  elle  Vesl  encore  dans  le  cas  où  il  en 
contient  p  -h  1. 
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Soient  ^,  j%  ...,  z,  les  p -\- i  variables  du  premier  groupe,  5,  ..., 
t,  H  celles  du  second  ;  E<^  l'ensemble  partiel  formé  par  les  monômes 
de  E  où  ne  ligure  pas  la  diÛerence  x  —  ^r^  ;  £'  l'ensemble  partiel 
formé  par  les  monômes  de  E  où  elle  figure  au  premier  degré.  D'après 
la  définition  de  E,  l'ensemble  E"  comprend  :  1°  les  produits  deux  à 
deux  des  différences 

J'— jKo,      •.-,     z  —  Zq,     s  —  So,      ...,     t — ^0,      u—Uj-, 

2"  les  carrés  des  différences 

y—yo,     ••.,    -  —  -0. 

El  l'ensemble  E^  comprend  les  produits  de  x'  —  Xq  par  chacune  des 
différences 

r  —  JKo,        •  •  . ,       ^  —  -So,      S  —  Sq.,       .  .  .  ,       t  —  to,       Il  —   Uq. 

Cela  étant,  si  l'on  nomme  e'  l'ensemble  déduit  de  E^  par  la  sup- 
pression du  facteur  x  —  Xq^  et  qu'on  pose  pour  raison  de  symétrie 
go  __  £0^  il  résulte  des  cansidérations  exposées  au  Chapitre  V  que  ce 
résidu  est  de  la  forme 

To(jK,  ...,z,s,  ...,t,u)-h{x—Xo)Ti(y,  .  ..,z,  .ç,  ...,t,  11), 

OÙ  les  expressions  Tq  et  Ti  s'obtiennent  en  pratiquant,  dans  une 
fonction  schématique  des  seules  variables  y,  ...,  z,  s,  ...,  t,  w,  les 
coupures  respectives  e^  et  (e^,  e').  Or,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis 
pour  /?,  le  résidu  de  la  première  coupure  est 

B(r  -ro)+-.-+Gu  — .3o) 

-+-  (s  —  So)F(s)-h...^{t—to)U{t)^F(u), 

où  B,  ...,  C  désignent  des  constantes  schématiques,  et  F  (5),  ..., 
H(^),  P(«)  des  fonctions  schématiques;  d'autre  part,  l'ensemble 
(e^,  e'),  si  on  le  rend  irréductible,  se  réduit  manifestement  à  e* , 
c'est-à-dire  à  l'ensemble  des  différences 

et,  par  suite,  T,  à  une  simple  constante  schématique  A.  On  tombe 
donc  bien,  conformément  à  notre  énoncé,  sur  l'expression  (3). 
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III.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  I  et  II  prouve  l'exacti- 
tude générale  de  notre  proposition. 

190.  Revenons  maintenant,  en  supposant,  comme  de  raison,  /i  >>  2 
(n°  186),  au  système  orthojiome  (n*'  186)  formé  parles  conditions 
de  possibilité  du  système 

■^  du    du 

défini  au  n"  177. 

Les  cotes  premières  des  fonctions  pi  étant  toutes  égales  à  zéro,  et 
celles  des  variables  x  toutes  égales  à  i ,  la  cote  première  d'une  dérivée 
quelconque  des  a  est  égale  à  son  ordre  même.  En  se  reportant,  d'autre 
part,  aux  propositions  des  n''^  187  et  189  et  à  l'alinéa  I  du  n"  81,  il 
il  est  facile  de  se  convaincre  que,  si  l'on  fixe  l'économie  des  conditions 
initiales  du  système  (aux  inconnues  p.),  les  diverses  circonstances 
énumérées  au  n"  135  s'y  trouvent  réalisées,  et  que  l'ordre  maximum 
de  leurs  premiers  membres  est  égal  à  i  .On  a  donc,  dans  le  cas  actuel, 
r=  I,  d'où  F-f-  2  ^  3  (n"  163),  et  il  suffira,  pour  former  les  condi- 
tions de  passivité,  d'éliminer  les  dérivées  principales  du  second  et  du 
troisième  ordre  entre  les  équations  du  système  (aux  inconnues  ul)  et 
celles  qui  s'en  déduisent  par  différentiations  premières.  Ces  condi- 
tions de  passivité  sont,  comme  nous  allons  le  voir,  identiquement 
vérifiées. 

Pour  effectuer  notre  démonstration,  nous  ne  laisserons  tout  d'abord 
subsister,  dans  les  diverses  équations  du  système  actuellement  étudié, 
que  la  partie  linéaire  et  homogène  du  second  ordre,  et  nous  commen- 
cerons par  faire  voir  que  le  système  résultant  de  cette  suppression  est 
passif. 

191.  Considérons  donc,  comme  il  vient  d'être  dit,  le  système  ortho- 
nome comprenant  : 

i"  Les  équations 

(4)  tlhL^^'>2^L^,^JiL!L, 

ÔXj  ()xl  OXj  ÔXl, 

où  (y,  k)  désigne  une  combinaison  quelconque  de  deux  entiers  dis- 
tincts pris  dans  la  suite   1,2, ^  n^  el  k  le  plus  grand  des  deux 

entiers  y,  /r; 
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1'' 

Les 

équations 

i  dxjùxu 

âxi  dx/,     '    âxi  ôxj 

âx'j 

(5) 

dXj  ùxk 

ôXj  dxi,        ôXi  âXj 

dx-] 

à-  fX/.,>; 

_     <^'-V-j.k             ^'^\^iJ. 

à'  l^'J 

'    âx/  àxj        dXi  ôj/.        dXj  dxk  dx\ 

OÙ   (/, y,  A")  désigne   une  combinaison  quelconque    de  trois  entiers 
distincts  pris  dans  la  suite  i,  2,  . .  . .,  /i  ; 
3"  Les  équations 


dxu  dxi        dxi  dXj        dxj  dx/        dx,-  dxu        àxj  dxk        àxt  dxi 

où  («,  /,  k^  l)  désigne  une  combinaison  quelconque  de  quatre  entiers 
distincts  pris  dans  la  suite  1,  2,  ...,  n\  ces  équations  (6)  doivent 
être  résolues  de  telle  façon,  d'abord,  que  les  deux  fonctions  {jl  figu- 
rant respectivement  dans  les  deux  premiers  membres  aient  chacune 
un  de  leurs  indices  égal  au  plus  grand  des  quatre  entiers  /,  y,  A",  /, 
puis,  cela  étant,  que  leurs  sommes  d'indices  aient  les  deux  plus 
grandes  valeurs  possibles  (n"  186).  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  a 
/<<y  <;/:<<  /,  les  équations  (6)  devront,  d'après  cela,  s'écrire  sous 
la  forme 

à'\xkj  _    <)'ix,\/         ^-{^yy.         f'^-l^'j 

dXi  dx  j        dXj  dxj^        dxi  dx/        dx/,-  dxi 


d'\xjj  à-\Xij  à-ixjj,  d^l^i. 


OXi  àx/-        dxj  dxj-        dxj  dx/        dxj  dx/ 

dans  les  premiers  membres  des  formules  de  résolution,  le  plus  petit 
des  deux  indices  de  |jl  sera  donc  au  moins  égal  à  2,  et  le  plus  grand  au 
moins  égal  à  4- 

11  s'agit  d'établir  que  le  système  orthonome  ci-dessus  défini  est 
passif  :  nous  ferons  voir,  à  cet  eilet,  que  les  diverses  expressions 
ultimes  (n'*  109)  de  chaque  dérivée  principale  du  troisième  ordre 
sont  identiquement  égales  entre  elles. 

1.   Le  point  à  établir  est  exact  lorsque  n  est  égal  à  3. 

La  considération  des  cotes  premières  et  secondes  suffît,  en  pareil 
cas,  à  établir  l'orthonomie  du  système,  qui  se  compose  des  six  équa- 
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lions  suivantes  : 


«^Vl,! 


à-li-1,'2 


d'- 


^V2, 


(7) 


dx.2  dx-i 

dxy  dx-i        dX)^  dXi 

dx\ 

dx-\ 

= 

'  dxx  dx-î           dx'l 

dxi  âx.i 

= 

dx.2  dx.i    '  dxi  dx.2 

dxl 

^-[^3  3 

= 

^  dxi  dx-i          d.Tl 

à-   U3,3 

= 

d'^\X..2^ji                d'^\X\^:^ 

^^[^1,2 

dxi  àx-y 

dxx  dx.i        dx^  dx^ 

dxl 

à^lJ-3,^ 

^  (>'V2.3      ^',^2.2 

àxl 

'"  dx-2  dx.i           ^x'I 

Ces  six  équations  ont  toutes  une  même  cote  première  égale  à  2,  et 
nous  les  avons  partagées  en  trois  groupes  successifs  d'après  leurs 
cotes  secondes  croissantes  1,  2,  3  (n"  186).  Le  premier  groupe  se 
compose,  comme  on  voit,  d'une  équation  unique  ajant  pour  premier 
membre  une  dérivée  de  y-\,\  j  1^  second  groupe,  de  deux  équations 
ayant  pour  premiers  membres  des  dérivées  de  [J.2,2;  le  troisième 
groupe,  de  trois  équations  ayant  pour  premiers  membres  des  déri- 
vées de  ;ji3,3. 

En  exécutant  sur  les  deux  équations  du  second  groupe  les  diverses 
différentiations  propres  à  amener  dans  les  premiers  membres  la  dérivée 

cardinale  du  troisième  ordre    ,    '  'f^ 

dx\  dxz 


8) 


dx\  dx3 
d'ix,,. 


dxi  dxi  dx^ 


il  vient 

dx'l  ^^''i 

d'  H^2.3 


d^ 


f^l,3 


dx'l  ^^3        ^^1  ^^i  ^^'i        ^^i  ^•^'"2        dx\dx\ 

Les  seconds  membres  de  ces  deux  relations  ne  contiennent  d'autre 

dérivée  principale  du  troisième  ordre  que       ^^'^  ;   celle-ci  n'admet 

d'ailleurs  qu'une  seule  expression  ultime,  obtenue  en  différentiant 
la  première  équation  (7)  par  rapport  à  ^2-  Kn  effectuant  cette  diffé- 
rentiation,  il  vient 


f^i.i 


d^^s 


d^  (jLi, 


d^ 


1-^2,3 


dx\  dx:\        dxx  Ox^  dx;y       dxx  dx\        dx'\  dx^ 
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relation   en   vertu   de   laquelle  les  deux  seconds    membres    de   (8) 
deviennent  identiques. 

En  exécutant  maintenant  sur  le  troisième  groupe  des  équations  (7) 
les  diverses  difFérentia lions  propres  à  amener  dans  les  premiers  mem- 
bres les  dérivées  cardinales  du  troisième  ordre 


(9) 

il  vient 


Ox\ôx.i        OXxOx\ 


(10) 


dx\  ôx-2  Oxi  dx=>  ÔX3        âx.2  ôxl 

ôx\  ôx<i        dx\  âx^        dXi  dxi  ôx^        dx\  dx] 

^^M-3,3      <^^M-2,3      '^■^[^i.s     à^\^\.i 
dx\  dx\         âxi  àx2  ^x^        àxj  â.r-^        dx^  Oxl 

à^  [^3.3      _  à^  ^^2,3 à^  H-2.2 

ôxx  ôx'l  dx\  ôxi  dx-i        âxi  âx'l 

Les    seconds    membres    de    ces    quatre    relations    ne    contiennent 
d'autres  dérivées  principales  que 


0X2  àxl        âxi  ôx'l  ' 

chacune  de  celles-ci  n'admet  d'ailleurs  qu'une  seule  expression 
ultime,  qui  s'obtient  en  diiî'érentiant  par  rapport  à  x^  la  première 
ou  la  troisième  des  équations  (7);  en  effectuant  ces  dilFérentiations, 
il  vient 

âxzàx'l        âxiâxl         ôxiôx^Ox-i        dx\Ox:i 

d^\i-^,2      _     ^^1^1,2  (^^1^2.3  ^^ÎJ-1.3 

dxx  dx'l         dx2àxl        ôxy  6x2  àx-^        dx\  dx.^ 

relations  en  vertu  desquelles  les  équations  (10)  ne  fournissent, 
pour  chacune  des  dérivées  cardinales  (9),  qu'une  seule  expression 
ultime. 

Ainsi,  toute  dérivée  cardinale  du  troisième  ordre  n'admet  qu'une 
seule  expression  ultime  :  en  vertu  d'un  raisonnement  général  exposé 
au  Chapitre  VII  (n"  111),  il  en  est  donc  de  même  de  toute  dérivée 
principale  du  troisième  ordre,  et,  dès  lors,  le  système  (7)  est  passif. 

II.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  étudié,  pour  n  =.  3,  le  système 
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linéaire  et  homogène  du   second  ordre  défini  au  début  du  présent 
numéro. 

Supposant  actuellement  /z>>3,  mais  quelconque,  considérons  Jes 
diverses  équations  obtenues  en  exécutant  sur  celles  du  système  toutes 
les  différentiations  premières  possibles.  Dans  ce  système  linéaire  et 
homogène  du  troisième  ordre,  partageons  les  équations  en  groupes 
successifs  d'après  les  cotes  secondes  croissantes  de  leurs  premiers 
membres;  dans  le  premier  groupe,  Gq,  figureront  exclusivement  des 
dérivées  (troisièmes)  de  fonctions  [j.  à  indices  inégaux;  le  second 
groupe,  G, ,  aura  pour  premiers  membres  des  dérivées  (troisièmes)  de 
|ji,j<;  le  suivant,  G2,  des  dérivées  (troisièmes)  de  (JLo^oJ  etc.;  enfin,  le 
dernier,  G^,  des  dérivées  (troisièmes)  de  {J^n^n- 

Considérant  maintenant  le  premier  groupe,  Gq,  qui  s'obtient  en 
différentiant  les  équations  (6)  résolues  et  les  équations  analogues, 
nous  le  partagerons  en  sous-groupes  successifs  d'après  les  cotes  troi- 
sièmes croissantes  de  ses  premiers  membres;  les  premiers  membres  de 
ces  sous-groiipes  seront  des  dérivées  (troisièmes)  de  fonctions  [i.  à 
indices  r/isti?icts,  et  proviendront  :  pour  le  premier  sous-groupe, 
des  diverses  fonctions  où  le  plus  grand  des  de^ux  indices  (inégaux) 
a  la  valeur  4  (à  savoir  jjio,',  et  JJ.3,',  );  pour  le  sous-groupe  suivant,  des 
diverses  fonctions  où  le  plus  grand  des  deux  indices  (inégaux)  a  la 
valeur  5;  etc.;  enfin,  pour  le  dernier  sous-groupe,  des  diverses 
fonctions  où  le  plus  grand  des  deux  indices  (inégaux)  a  la  va- 
leur n. 

Considérant  finalement  l'un  quelconque  de  ces  sous-groupes,  nous 
le  partagerons  en  sous-groupes  partiels  successifs  d'après  les  cotes 
quatrièmes  croissantes  de  ses  premiers  membres  :  la  cote  quatrième 
d'une  dérivée  étant,  pour  une  fonction  jji  à  indices  inégaux,  la  somme 
des  deux  indices  delà  fonction,  il  est  clair  que  le  sous-groupe  partiel 
figurant  en  tête  de  tous  les  autres  a  pour  premiers  membres  les 
dérivées  principales  du  troisième  ordre  de  la  fonction  1^.2, 4- 

Le  groupe  Gq  se  trouve  ainsi  partagé  en  groupes  définitifs, 

Gî,,    g;;,    ...,    G'o^\ 

jouissant  de  cette  propriété  que  l'un  quelconque  d'entre  eux  ne  con- 
tient dans  ses  seconds  membres  d'autres  dérivées  principales  que  les 
premiers  membres  des  groupes  antérieurs.  11  est  manifeste,  d'ailleurs, 
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que  les  dérivées  principales  contenues  dans  les  seconds  membres  des 
groupes  suivants,  G,,  G2,  . . .,  G,/,  ne  peuvent  être  :  s'il  s'agit  de  G,, 
que  les  premiers  membres  de  Gq  ;  s'il  s'agit  de  G2,  que  les  premiers 
membres  de  Go  et  G,  ;  etc.  ;  s'il  s'agit  enfin  de  G^,  que  les  premiers 
membres  de  Go,  Gi,  G2,  ...,  G„_,. 
Des  groupes  successifs 

(II)  g;,    g;',     ...,    G'«>,    G„    G2,     ...,    G„ 

on  peut,  comme  il  est  dit  au  Chapitre  Vil,  déduire,  pour  chaque  dé- 
rivée principale  du  troisième  ordre,  un  certain  nombre  d'expressions 
ultimes.  Cela  étant,  cliacune  des  dérivées  principales  figurant 
dans  les  premiers  membres  du  premier  des  groupes  (i  i)  n^ admet 
quUine  seule  expression  ultime. 

Effectivement,  le  groupe  G'^,,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  plus 
haut,  a  pour  premiers  membres  les  dérivées  principales  du  troisième 
ordre  de  la  seule  fonction  UL24.  Le  système  actuellement  étudié  ne 
contient,  d'ailleurs,  (|u'nne  seule  équation  ayant  pour  premier 
membre  une  dérivée  de  [J^2,/o  savoir  : 

^V2,4     _      ^'^^«•1,4  à-^V-1,i  ^Vl,3    . 

dxxdx:i        dx^âXi        dx^^ôxi,        dx^dxi^' 

le  groupe  GJ^  comprend  donc,  à  l'exclusion  de  toute  autre,  les  diverses 
équations  déduites  de  la  précédente  par  toutes  les  différentiations 
premières  possibles,  et  ces  équations  ont  évidemment  leurs  premiers 
membres  tous  distincts  :  il  n'y  a,  dès  lors,  pour  chacun  de  ceux-ci, 
qu'une  seule  expression  ultime. 

III.  Supposant  actuellement  n  égal  ou  supérieur  à  3  (d'où 
Al  -f-  I  >*  3),  remplaçons  n  par  /z  -|-  i ,  et  désignons  par 

(12) 

la  suite  de  groupes,  analogue  à  (  1 1  ),  que  l'on  déduit  alors  du  système 
proposé  à  l'aide  du  mécanisme  décrit  à  l'alinéa  précédent;  désignons 
euûn  par  G  l' un  quelconque  des  groupes  (12)  autre  que  le  premier. 
Si,  dans  le  système  (aux  inconnues  |ji)  qui  correspond  à  la  va- 
leur n,  les  conditions  de  passivité  sont  identiquement  satisfaites, 


f 
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si,  de  plus,  dans  le  système  qui  correspond  à  la  valeur  /i4-  i, 
chacune  des  dérivées  principales  figurant  dans  les  premiers 
membres  des  groupes  antérieurs  à  G  n^ admet  qu^ une  seule  expres- 
sion ultime,  il  en  est  de  même  pour  toute  dérivée  principale  figu- 
rant dans  les  premiers  membres  du  groupe  G. 

En'ectivement,  pour  passer  du  système  [(4),  (5),  (6)],  qui  Concerne 
la  valeur  /«,  au  système  analogue  concernant  la  valeur  /i  -|-  i ,  il  suffit 
d'adjoindre  à  [(4)?  (5),  (6)]  les  diverses  équations  suivantes  : 

i"  L'équation 

dx'j  ~      dxidxn+x        ^^«+1  ' 

où  i  désigne  un  entier  arbitrairement  choisi  dans  la  suite  i ,  2,  . . . .,  /i; 
2"  Les  trois  équations 


(i4) 


^V«+1,«+1 

^Vy,«+i   ,■  ^V/i-,«+i 

à'i^J.k 

(Ixj  dxk 

dx,,.âXn+i     '     àXjdXn+i 

àrU,  ' 

dx„^^  dxk 

ôxj  ôx,,         ÔXj  dx„^^ 

âx) 

à-lJ.k,k 

__   à^l^-k.n-^l     j    Olif^/,/, 

à-  l^j.n+l 

dXn-^l  OXj 

dxj  âx/,         ôxi,  dxn+i 

Oxl 

(i5 


où  (y,  k)  désigne  une  combinaison  de  deux  entiers  distincts  arbitrai- 
rement choisis  dans  la  suite  i ,  2,  . . .,  ai; 
3"'  [^'équation 

OXi  dx j  dxj  dxi-         dxi  dxn+i        dxk  dXn^x 

OÙ  Htji  k)  désigne  une  combinaison  de  trois  entiers  distincts  arbi- 
trairement choisis  dans  la  suite  i ,  2,  . . .,  n^  et  i  le  plus  petit  de  ces 
»  trois  entiers. 
Cela  étant,  observons  cju'une  dérivée  principale  du  troisième  ordre 
fi^xiTe  plusieurs  fois  dans  les  premiers  membres  des  groupes  (12)  si 
elle  est  carrfinale,  mais  qu'elle  n'y  figure  qu'une  seule  fois  dans  le 
cas  contraire.  iJès  lors,  puisque,  par  hypothèse,  chacune  des  déri- 
vées principales  figurant  dans  les  premiers  membres  des  groupes  anté- 
rieurs à  G  n'admet  qu'une  seule  expression  ultime,  il  suffit,  pour 
établir  la  même  propriété  relativement  aux  dérivées  (troisièmes)  figu- 
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rant  dans  les  premiers  membres  de  G,  de  considérer  exclusivement, 
parmi  ces  dernières,  celles  qui  sont  cardinales,  c'est-à-dire  qui  s'ob- 
tiennent, conformément  à  notre  définition  du  n"  92,  par  la  comparai- 
son de  deux  premiers  membres  du  système  appartenant  à  une  même 
fonction  inconnue  :  ces  derniers,  qui  sont  du  second  ordre,  doivent 
donc  avoir  une  variable  de  difierentiation  commune,  et  une  seule. 

Divers  cas  sont  maintenant  à  distinguer. 

Si  l'entier  ii  -\-  i  ne  figure,  dans  les  deux  premiers  membres  que 
l'on  compare,  ni  comme  indice  de  la  fonction  inconnue,  ni  comme 
indice  d'une  variable  de  différentiation,  il  ne  figure  non  plus  à  aucun 
de  ces  deux  titres  dans  les  seconds  membres  correspondants  :  cela 
étant,  les  diverses  expressions  ultimes  de  la  dérivée  cardinale  (troi- 
sième) que  l'on  considère  s'obtiendront  manifestement  parla  seule 
considération  du  système  relatif  à  la  valeur  /i,  sur  lequel  on  aura 
effectué  toutes  les  différentiations  premières  relatives  à  :r,,  ^o,  . . .,  Xn 
(avec  exclusion  de  ^«4.1).  Donc,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis  pour 
la  valeur  n,  les  diverses  expressions  ultimes  de  cette  dérivée  sont 
toutes  identiques  entre  elles. 

Si  l'entier  n  -\-  i  figure  (soit  comme  indice  de  fonction,  soit  comme 
indice  de  variable)  dans  quelqu'un  des  deux  premiers  membres  que 
l'on  compare,  si,  de  plus,  ces  derniers  appartiennent  à  une  fonction 
[JL  afïèctée  d'indices  inégaux  [auquel  cas  les  deux  équations  corres- 
pondantes n'appartiennent  ni  au  type  (4),  ni  au  type  (5)],  il  résulte 
de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  le  mode  de  résolution  des  équations 
du  type  (6)  [voir  le  début  du  présent  n"  191]  que,  dans  les  premiers 
membres  dont  il  s'agit,  l'entier  n  -f-  i  figure,  non  comme  indice  de 
variable,  mais  comme  indice  de  fonction.  Au  cas  donc  où  l'entier 
n  -h  I  figure  dans  quelqu'un  des  deux  premiers  membres  que  l'on 
compare,  les  diverses  hypothèses  que  nous  avons  à  examiner  sont  les 
suivantes  : 

t"  Un,  et  un  seul,  des  deux  indices  de  la  fonction  jj.  est  égal  à 
/^  H-  i; 

2"  Les  deux  indices  de  la  fonction  ^  sont  égaux  entre  eux  et  infé- 
rieurs à/i-f-i,  et,  dans  l'un  au  moins  des  deux  premiers  membres 
que   l'on  compare,   quelqu'une   des  variables  de   différentiation  est 


X 


n+\  , 


3"  Les  deux  indices  de  la  fonction  ijl  sont  égaux  à  n  -{-  i . 
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A.  Première  hypothèse.  —  Dans  les  premiers  membres  que  l'on 
compare,  un,  et  un  seul,  des  deux  indices  de  la  fonction  ui  est  égal  à 
«H-i. 

En  pareil  cas,  les  équations  appartiennent  forcément  l'une  et  l'autre 
au  type  (i6),  et  ont  respectivement  pour  premiers  membres 

ôXi  dxj  dxi  dxi 

où  A,  ;,  y,  /  désignent  quatre  entiers  distincts  inférieurs  à  /i  -(-  i  ; 
d'ailleurs,  d'après  la  manière  même  dont  on  forme  les  équation&du 
type  (i6),  k  ne  peut  être  ni  le  plus  petit  des  trois  entiers  A-,  i^  y, 
ni  le  plus  petit  des  trois  entiers  k,  /,  /.  Cela  posé,  trois  cas  sont  à 
distinguer  : 

i''  /,  l'indice  de  la   différentiation   commune    aux   deux   premiers 
membres  que  l'on  compare,  est  à  la  fois  inférieur  à  y  et  à  /; 
2"  /est  compris  entre  y'  et  /,  et  l'on  a,  par  exemple, 

J<i<l\ 

3"  i  est  à  la  fois  supérieur  ày  et  à  /. 

Dans  le  premier  cas  {î<.j\  i<iO^  ^  ^^t  nécessairement  le  plus 
petit  des  trois  entiers  /f,  /,y',  et,  de  même,  le  plus  petit  des  trois  en- 
tiers /r,  i,  l.  Les  deux  équations  dont  on  compare  les  premiers  mem- 
bres sont  alors 

ÔXi  ôXj  dxj  dx/c         dXi  àXfi+i 

ÔXi  dx/  âx/  âx/,.         âxi  dXn-^-i        dxk  àx,i+i 

(on   suppose   que   la   dérivée    cardinale    correspondante,         ^'^'''''"^\» 

UX  i  OXj  OX  i 

figure  comme  premier  membre  dans  le  groupe  G).  En  dilTérentiant 
ces  deux  équations  par  rapporta  xi  et  Xj  respectivement,  on  obtient 
les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 

_  )  ÔXi  ôxj  dx[        dXj  dx/i  ôxi        dxi  dxi  dXn-^.\        dx^  dxi  àxa-^^ 

dXiOXjdx/        dxjdxkdxi    '    dXidxj  dXn+i         dxj  dx/g  dxn+i' 
dont    les   seconds    membres    ne    contiennent,     comme    il  a   été  dit. 


d'- 

l^'J 

d'- 
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d'autres  dérivées  principales  que  les  premiers  membres  des  groupes 
antérieurs  à  G  :  il  s'agit  de  constater  qu'en  remplaçant  chacune  de  ces 
dérivées  principales  par  son  expression  ultime  unique,  les  deux 
seconds  membres  de  (17)  deviennent  identiques  l'un  à  l'autre,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a  identiquement,  après  la  substitution, 

à'^V-j.k  à^V-i,i  ^^''V-iJ  ,  à^V-i^k 


(18) 


âx/  dXi  ôxn^i        âXj  âx/,-  dXfi^i        âx/  âx/,- àxa-hi        Oxj  ôxi  dx,i^^ 


Or,   dans    notre   système    figure    (après   résolution    convenable)   le 
couple  d'équations 

dxi  dXi        dxj  dxic        ^^1  <^^A-        ^^i  ^^j        àxj  dxi        àxi  dx/c 
qui,  différentié  par  rapport  à  Xnj^\^  donne 


(«9) 


dx/  àxiâxn+i        dxj  ôx/;  âXn-i-i        dxi  dxkàXn-Ar\        âxi  dxj  âXn-h\ 

dXj  âxi  dXfi^i        dx,-  âx/,-  ôx,t^i 


les  diverses  fonctions  ^  qui  figurent  dans  les  équations  (19)  ayant 
chacune  leurs  deux  indices  distincts,  et  ces  divers  indices  étant  tous 
inférieurs  à  n  +  i ,  les  équations  (19),  convenablement  résolues,  font 
partie  des  groupes  antérieurs  à  G,  et,  si  l'on  y  remplace  chacune  des 
dérivées  principales  qui  y  figurent  par  son  expression  ultime  unique, 
elles  se  réduisent  à  des  identités  :  la  même  chose  a  donc  lieu  pour  la 
relation  (18). 

Dans  le  second  cas  (y  <<  i  <i  /),  J  est  nécessairement  le  plus  petit 
des  trois  entiers  k,  /,  y,  et  i  le  plus  petit  des  trois  entiers  /r,  «',  /.  Les 
deux  équations  dont  on  compare  les  premiers  membres  sont  alors 

(^2^/,.„+i  _  d^  Hy,„■^-l  d-^  ixij, d^  ixf^j 

dXi  dXj  dxi  dxk         dxj  dx^^  1        dx/^  dx,i-+- 1 


dxidxi  dx/dx/,  dx/dx^+i        dx/,dx„^i 

En  les  difïerentiant  par  rapport  à  x/  et  xj  respectivement,  on  ob- 
tient les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 


(20) 


dxidxjdxi        dxidxudxi         dxj  dxi  dXn^i        dx^dxi  dxn-<r\ 

d^^,,^r,-^\     _  à'^  H-t.//+i        o'^■^/■/.- 0''^]J-iJ 

dXi  dxi  dXj        dxi  dx^  dxj        dXi  dxj  dx,i^i        dx/,-  dxj  dx^+i 
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dont  les  seconds  membres  ne  contiennent,  comme  ceux  de  (17), 
d'autres  dérivées  principales  que  les  premiers  membres  des  groupes 
antérieurs  à  G  :  il  s'agit  de  constater  qu'en  remplaçant  chacune  de  ces 
dérivées  principales  par  son  expression  ultime  unique,  les  deux  se- 
conds membres  de  (20)  deviennent  identiques  l'un  à  l'autre,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a  identiquement,  après  la  substitution, 

(21)  ^^V-J,n+i       ^  à^l^i^k  ^  à^l^ij 

ôxi  dx/(dxi        dx j  dx i  dx a-^\        dx/^  dxj  dXa+\ 


dXi  dXkÔXj  âXi  àXj  <)Xn-y-\  dx/^  âx/  OXn-^i  « 

Or,   puiscjue  j   est  ici  le  plus  petit  des  trois   entiers   k,  /,  j,  notre 
système  comprend  l'équation 

dxj  dxii  (iXi  dxk         àxj  àx,i+\        dx,-  dxn^\ 

qui,  différentiée  par  rapport  à  xi^  donne 

(22)  (^V/,^-f-i      ^      ^'Và^+i       ,  ^V/,A-  '  à^l^j^k 

dXj  ôxii  dxi        dxi  ôxf-  dxi        ôxj  ôxi  ôx,i^i        dxi  àxi  dxn->r\ 

Il   comprend,   d'autre   part,  après  résolution  convenable,  le  couple 
d'équations 

Oxi  dx/        âxj  dx/,        dXi  dx/^        ôXj  dx[        dxi  dx/^        dx,  dxj 
qui,  différentié  par  rapport  à  x,i^\^  donne 
(•23)  ^^f^-/'/^-  ,  '^'^i'i  -  ^^^J^i  ,  '^^^^'^ 


dXi  dxi  dx,i^i        dxj  dx^  dXn-v  1        àxi  dx^  dx,i+ 1        dXj  dx/àxn^x 

dxi  dx/c  dXfi^i        dxi  dx  j  dx„^\ 

Les  diverses  fonctions  u  qui  figurent  dans  les  équations  (22)  et  (28) 
ayant  chacune  leurs  deux  indices  distincts,  les  entiers  /,  y.  A",  /  étant 
d'ailleurs  tous  inférieurs  à  /i  H-  1 ,  et  l'entier  i  (comme  il  a  été  dit) 
inférieur  à  /r,  les  équations  (28),  convenablement  résolues,  et  l'équa- 
tion (2'^)  font  partie  des  groupes  antérieurs  à  G,  et,  si  l'on  y  remplace 
chacune  des  dérivées  principales  qui  y  figurent  par  son  expression 
ultime  unique,  elles  se  réduisent  à  des  identités  :  la  même  chose  a 
R.  29 
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donc  lieu  pour  toute  combinaison  de  (22)  et  (aS),  et  notamment 
pour  (21). 

Dans  le  troisième  cas  {j  <C  h  ^<  0'  J  ^^^  nécessairement  le  plus 
petit  des  trois  [entiers  /r,  /,  y,  et  /  le  plus  petit  des  trois  entiers  A",  /,  /. 
Les  deux  équations  dont  on  compare  les  premiers  membres  sont 
alors 

dxidxj  dxidxk      '    àxjâxn+i        àx/cdx,i+i 

dxidx/  dxidxk         ùxidxn^x         '^^k^Xn^x 

En  les  différentiant  par  rapport  à  xi  et  Xj  respectivement,   on  ob- 
tient les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 


\  dxi  dxj  ôxi        âxi  Ox/^  dx/        dx  j  ôx i  âxn-hi        àx/,-  dx/  dXn-^\ 

('^4)       * 

'   dsl^xi  dlcj        ôxi  dxi-  dXj        dxi  âxj  dXn-^-\        àx/,-  dxj  àXn+\  ' 
d'où  l'on  déduit,  par  soustraction, 

âxi  dx/^  (Jxi        ôXk  àxj  dxii+x        dxt  dx^  àxj  ~^  àx/,-  dxi  dx,i-^x 

Or,  notre  système  comprend  (après  résolution  convenable)  le  couple 
d'équations 

âXi  dxi         dxj  dx,i-^x         àxj  âx/         ôxt  dx n-^x  àxi  dXj         dxi  dxn-i-i  ' 

l'entier  i  étant  ici  supérieur  à  j  et  /,  si  l'on  suppose,   pour  fixer  les 
idées,  J  <C  l-,  ce  couple  doit  être  résolu  par  rapport  aux  deux  dérivées 

.     \ — )       '    \ — J  et  lournira  notamment  1  équation 

àxj  OX/        oxi  oxj  T 


dXi  axj  ôXi  ÔX[  ôxj  oar^j+i        dxi  dXn-^\ 

d'où  l'on  déduit,  par  une  difFérentiation  relative  à  Xk^  la  relation  (25). 
Cette  dernière,  convenablement  résolue,  figure  donc  dans  les  groupes 
antérieurs  à  G,  et  se  réduit  dès  lors  à  une  identité  quand  on  y  remplace 
chacune  des  dérivées  principales  qui  y  figurent  par  son  expression 
ultime  unique. 
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B.  Deuxième  hypothèse.  —  Dans  les  premiers  membres  que  l'on 
compare,  les  deux  indices  de  la  fonction  [jl  sont  égaux  entre  eux  et 
inférieurs  à  /i-t-  i,  et,  dans  l'un  au  moins  de  ces  premiers  membres, 
l'une  des  variables  de  différentiation  est  Xn^K- 

L'entier  /i  -}-  i  ne  pouvant  être  deux  fois  variable  de  différentiation 
pour  un  même  premier  membre,  trois  cas  seulement  sont  à  distinguer 
suivant  que  les  premiers  membres  dont  on  opère  la  comparaison  sont 
respectivement  : 


dxn-i-i  àxk  àxn^x  dxi 

OÙ  y,  /:,  /  désignent  trois  entiers  distincts  inférieurs  à  /i  -f-  i 


à'i^JJ  ^^         ^^î^y. 


dr„^_l  dx/,-  dxk  dxi 

OÙ  y,  k,  l  ont  la  même  signification; 

30  f-^Z_      et      —4^, 

aXn^X  d^k  OX/ç 

OÙ  l'on  a  k  <ij  <i  n  -{-  i. 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  équations  comparées  appartiennent 
l'une  et  l'autre  au  tjpe  (  i  5),  et  sont  de  la  forme 

âxn+i  dxk         ôXj  dxfc         âxj  ôx,i+i  âx] 

àXn-^-\  dxi  ÔXj  ôxi  dXj  dXn+\  àXj 

En  les  diff'éreHtiant  par  rapport  kxi  et  Xfç  respectivement,  on  obtient 
les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 


IJ-J\A-  O-  fJlA-,«+l 


^  dXa+\  àXf,  àXi  ÔXj  ÔXu  dxi  ÔXj  ÔXn+\  dxi  ôx'j  ÔXi 

(26)         j  ^ 


dxn-h\  àxi  ôxk        ÔXj  ôx,  ôxi,        ÔXj  ôxn+x  àx k         ôx)  ÔX/c 
d'où  l'on  déduit,  par  soustraction, 

(2-)  d^l-ty.A  ^     t)V/.„^i    ^   <JV/,.»+i     ^  Ô^\i.jj 

ÔXj  ÔXi  ÔXn-\-\  ôx'j  ÔXk  Ôx'j  ÔXi  àx j  ÔXk  àXn-i-i 

Or,  dans  notre  système  figure  (après  résolution  convenable)  le  couple 
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d'équations 

dx/OXfi-h\         dxjôx/c 

dXj  àxi          dx/^  àxn+i 

dx,,àxi         dxjdxn+x 

qui,  diirérentié  par  rapport  à  Xj^  donne 


(ï8) 


dxjôxiOx,i+\         d.rj  âx/,  dx]  âx/         dXjôx^ôXn^x 

~~   diCy  ÔX/c  ÙXi  dx'j  dXn+i  ' 

les  diverses  fonctions  [Ji  qui  figurent  dans  les  relations  (28)  ayant 
chacune  leurs  deux  indices  distincts,  tandis  que  la  fonction  ^jj  a  ses 
deux  indices  égaux,  les  équations  (28),  convenablement  résolues, 
font  partie  des  groupes  antérieurs  à  G,  et,  si  l'on  y  remplace  chacune 
des  dérivées  principales  qui  y  figurent  par  son  expression  ultime 
unique,  elles  se  réduisent  à  des  identités  :  la  même  chose  a  donc  lieu 
pour  la  relation  (2^). 

Dans  le  second  cas,  les  deux  équations  comparées  sont  de  la  forme 


dXa^X  àxi,  ÔXj  dXk  àXj  âXn+l  ÔXj 

dxk  àx[         ÔXj  dx/i  àxj  âx/  dxj 

En  les  différentiant  par  rapport  à  Xi  et  .z*«+f  respectivement,  on  ob- 
tient les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 


âxn+i  dxk  àx,        dxj  dxk  dx/  ôxj  âxn+i  àx/  dx'j  dx/ 

d^\t.jj  d^\i.ij  à^l^j,k  ^\u^/.-./ 


dx/c  dxi  dxn^x        àXj  dXk  àXn^\        ôXj  dx,  dxn^x        àx'^-  dx n^\ 

on  vérifiera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la  relation  obtenue  en 
les  retranchant  membre  à  membre  se  réduit  à  une  identité  par  l'éli- 
mination des  dérivées  principales. 

Dans  le  troisième  cas,   les  deux  équations  comparées  sont  de  la 
forme 


àXn^\àXk            dXjdXk             dXj-dXn^y 

à.) 

dx'l            Oxj  dxk           dx) 

■ 
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En  les  différentiaiit  par  rapport  à  Xk  et  Xn^\  respectivement,  on  ob- 
tient les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 

\  âx,,^i  âx'l  ~~  dxj  âx'i  àxj  ôXa-^\  dx/,         Oxj  dx/,  ' 

àxl  àXn  +  i  ^^J  ^^l<  ^^n+\  dXj  âXn+i  ' 

d'où  l'on  déduit,  par  soustraction, 

/3o)  ^^f^y,»+i    ,       ^'R.a      ^  <^Vy,A  ,    à-^lJ-A.n^i 

dxjdx'l         dx'j  âxn+x        dxj  dxi,dXn-y-\         âx]  dx/, 

Or,  dans  notre  système  figure  l'équation 


dxjdXn+i         dxjdxk         dx/,dxn^i  àx 


d'où  l'on  déduit,  par  une  différentiation  relative  àjry,  la  relation  (3o). 
Cette  dernière,  convenablement  résolue,  figure  donc  dans  les  groupes 
antérieurs  à  G,  et  se  réduit  dès  lors  à  une  identité  par  l'élimination 
des  dérivées  principales, 

C.  Troisième  hypothèse.  —  Dans  les  premiers  membres  que  l'on 
compare,  les  indices  de  la  fonction  [jl  sont  tous  deux  égaux  k  n -{-  \ . 

Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  les  premiers  membres  dont 
on  opère  la  comparaison  sont  respectivement 

ÔxJ  dXjdxi, 

OÙ  /",  k  désignent  deux  entiers  distincts  inférieurs  à  /i  +  i  ; 

dXj  ôxk  dXj  xi 

OÙ  y.  A-,  /  désignent  trois  entiers  distincts  inférieurs  à  /i  -h  i . 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  équations  seront  [types  (i3)  et  (i4)] 

àx]  ~  ^  àXj  ôxn+x        àxl^^  ' 

dXjdx/t  dxkâXfi-^i  dxjdXn-hi        ^^«+i 

En  différenliant  la  première  par  rapport   à   x/(   et  la  seconde   par 
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rapport  à  Xj^  on  obtient  les  deux  équations  suivantes  du  groupe  G  : 

àx)dxk      ~     dxjùxkàxa^x        àxj  dxn+i        OXjdxl^^' 
d'où  l'on  déduit,  par  soustraction, 

(3,)  (J-Vyj  ^       d^\l.k.n+X     ^         ^V./\/^+i  ^         ^^K/\A- 

da:;t(^;r;i+i         d^j  da:,^^.!        âxjdx/,âXn+i        ()xjâxfi+^ 

Or,  dans  notre  système  figure  l'équation 

c/iCA:  c/a7,n_i  ~~    £^ary  dx,,         dXj  dxn^x  dx'j 

d'où  l'on  déduit,  par  une  difierenliation relative  à  j"//_^<,  la  relation  (3 1). 
Cette  dernière,  convenablement  résolue,  fait  donc  partie  des  groupes 
antérieurs  à  G,  et,  dès  lors,  se  réduit  nécessairement  à  une  identité 
quand  on  y  remplace  chacune  des  dérivées  principales  qui  y  figurent 
par  son  expression  ultime  unique. 

Dans  le  second  cas,  les  deux  équations  com  parées  seront  [type  (  1 4  )] 

dxjdxk  àxkdxji^x        ôxjàxn^x         ^^«+i 

ôxjdxi  âx/r)Xn-{-\         âxjâx,i-h\        à^?i+i 

En  difFérentiant  la  première  par  rapport  à  Xi  et  la  seconde  par 
rapport  à  ^y^,  on  tombe  sur  les  deux  équations  suivantes  du 
groupe  G  : 

dxj  dxk  àxi        dxk  àxi  âXfi-^i        âxj  ôx/  àxn-+-i        ^^i  ^^^h+i 

dXj  dxfc  ôxi        àxk  àxi  dxn-\-i        àxj  ôxk  àx,i  f-i        dXk  <^^'«+i 
d'où  l'on  déduit,  par  soustraction, 

(32)  à^V-k.n  +  \  ^  à^V-j^l        ^  t)3f^/,„+,  ,         ^^V./,A- 

dXj  âx/  âXfi-i-i        dxkàxfi^x         dxj  âx/^  âx^+i        âx/âx^+x 

Or,  dans  notre  système  figure  (après  résolution  convenable)  le 
couple  d'équations 

âxj  ôxi         dxk  <ix,i^i         àxj  dx/i         dxi  dxn+\  àx/,-  âx/         Oxj  ôxn^\ 


m 
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qui,  différentié  par  rapport  à  X/^.,.,,  donne 


(33) 


dXj  dxi  âXn+\        àxk  àx%^^         Oxj  dx/,-  OXn-^i        àxi  àxjij^  j 

dXkôxidXn^x         dxjdx%+^^ 


les  diverses  fonctions  [jl  qui  figurent  dans  les  équations  (33)  ayant 
chacune  leurs  deux  indices  inégaux,  tandis  que  la  fonction  fJi«+i,«+i 
a  ses  deux  indices  égaux,  les  équations  (33),  convenablement  réso- 
lues, font  partie  des  groupes  antérieurs  à  G,  et^  si  l'on  j  remplace 
chacune  des  dérivées  principales  qui  j  figurent  par  son  expression 
ultime  unique,  elles  se  réduisent  à  des  identités  :  la  même  chose  a 
donc  lieu  pour  la  relation  (32). 

IV.  Si  les  conditions  de  passivité  sont  identiquement  satisfaites 
dans  le  système  (aux  inconnues  pi)  qui  correspond  à  la  valeur  n, 
elles  ne  peuvent  manquer  de  l'être  aussi  dans  celui  qui  correspond 
à  la  valeur  n  -\-  \ . 

C'est  là  une  conséquence  immédiate  des  alinéas  II  et  III. 

V.  Les  conditions  de  passivité  du  système  orthonome  (aux 
inconnues  jji)  spécifié  au  début  du  présent  n^  191  sont  identique- 
ment satisfaites,  quel  que  soit  n. 

Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  rapprocher  l'un  de  l'autre  les 
alinéas  I  et  IV. 


192.  Le  système  orthonome  (linéaire,  mais  non  homogène,  par 
rapport  aux  dérivées  secondes  des  inconnues  |jl)  spécifié  au  n"  186 
est  passif. 

Les  conditions  de  passivité  de  ce  système  se  forment,  comme  il  a 
été  dit  plus  haut  (n"  190),  en  éliminant  les  dérivées  principales  du 
second  et  du  troisième  ordre  entre  les  équations  du  système  lui-même 
et  celles  qu'on  en  déduit  par  différentiations  premières.  Or,  il  résulte 
du  numéro  précédent  que  tous  les  termes  du  troisième  ordre  dispa- 
raissent dans  cette  élimination  :  il  suffit  donc,  pour  établir  que  les 
conditions  de  passivité  sont  identiquement  satisfaites,  de  faire  voir 
qu'elles  sont  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  numériques  attribuées 
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aux  fondions  |ji,  à  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  et  à  leurs  dérî^ 
vées  paramétriques  du  second  ordre. 

Ettectivement,  les  relations  dont  il  s'agit  sont,  au  point  de  vue  de 
l'intégration,  des  conséquences  nécessaires  du  système  (n*'  112),  et  il 
suffît  dès  lors,  pour  prouver  qu'elles  sont  identiquement  vérifiées  au 
point  de  vue  numérique,  d'établir  que  le  système  en  question  admet 
certainement  quelque  groupe  d^ intégrales  ou  les  inconnues  |jl, 
leurs  dérivées  premières  et  leurs  dérivées  paramétriques  secondes 
prennent,  pour  des  valeurs  numériques  données  de  x^ ,  X21  .  .  . ,  x,,^ 
des  valeurs  numériques  données  :  dans  cette  démonstration,  on 
devra  supposer,  puisque  les  termes  d'ordre  inférieur  à  2  des  équations 
du  système  ont  pour  dénominateur  commun  le  déterminant 


1-12,1 


1^1,2 
[^2,2 


1^1,  « 

1-^2, /i 


iV-j.k=  \^kj)^ 


que,  pour  les  valeurs  numériques  assignées  aux  [ji,  la  forme  quadra- 
tique spécifiée  au  n'*  177  est  décomposable  en  une  somme  algébrique 
de  n  carrés  indépendants. 


Cela  étant,  considérons  les 


n  (n  ^-  1  ) 


2 

du 

dXj 

du 

àx,, 

équations 


"^  au     au 
^d  dx  i  ôxl- 


V-J.k 


du  n*'  177,  les 


n^{n 


I  ) 


équations  du  second  ordre  qui  s'en  déduisent 


par  diilérentiations  premières,  et  les 


n2(^-H  1)2 


équations  du  troisième 


ordre  qui  s'en  déduisent  par  difï'érentiations  secondes  :  comme  au 
n°  179,  nous  désignerons  ces  trois  groupes  d'équations  respecti- 
vement par  S<,  S,,  S'j.  Si,  dans  les  équations  Si,  on  remplace  les  ij. 
par  les  valeurs  qui  leur  sont  assignées  d'avance,  on  pourra  trouver 
pour  les  n'^  quantités 


(34) 


du 

dv 

dw 

dx,' 

dx,'       " 

■'      dx, 

du 

dv 

dw 

dx^/ 

dx^' 

■'     <,x, 

du 

dv 

dw 

dXn 

dXn' 

■'        à.T„ 
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considérées  comme  autant  de  variables  indépendantes  distinctes,  des 
valeurs  numériques  qui  vérifient  les  équations  S,;  pour  ces  valeurs 
numériques,  le  déterminant  des  quantités  (34)  est  d'ailleurs  néces- 

sairement  ditlerent  de  zéro.  Si  maintenant,  dans  les ^ •  équa- 
tions S,,  on  remplace  les  dérivées  premières  des  ^  par  les  valeurs  qui 
leur  sont  assignées   d'avance,  et  les  quantités  (34)  par  les  valeurs 

,  ,  1  f  ^  f  •  1  n^  (n  -+-  i) 
précédemment  trouvées,  on  pourra  déterminer,  pour  les    

dérivées  secondes  de  ii^  r,  ....  (v,  considérées  comme  autant  de 
variables  indépendantes  distinctes,  des  valeurs  numériques  qui  véri- 
fient ces  - — équations.  Calculons  finalement,  à  l'aide  du  sys- 
tème orthonome  formé  par  les  conditions  de  possibilité  (n"  186),  les 
valeurs  numériques  que  doivent  prendre  les  dérivées  principales  se- 
condes des  u,  quand  on  donne  aux  ;ji,  à  leurs  dérivées  premières  et 
à  leurs  dérivées  paramétriques  secondes  les  valeurs  numériques  assi- 

,,  .  ,  1  1  7l2  (/l  +    l)2      ,  ^„ 

gnees  d  avance  ;  puis  remplaçons,  dans  les équations  S^, 

les  dérivées  paramétriques  secondes  des  ^  par  les  valeurs  numériques 
assignées  d'avance,  leurs  dérivées  principales  secondes  parles  valeurs 
numériques  ainsi  calculées,  et  les  dérivées  premières  et  secondes  de 
M,  r,    .  .  . ,  pp  par  les  valeurs  numériques  précédemment  trouvées  : 

les  ; équations  résultantes  se  réduiront  alors,   en  vertu  du 

4 

calcul  d  élimination  exécute  au  n"'loO,  a  un  système  de 7^ 

'111                              .            n^  (n-h  i)(?i  -+-  'i)    ,  ,  .    ,       ^      . 
équations  résolubles  par  rapport  aux -r dérivées  troi- 
sièmes de  w,  i^,  .  .  . ,  cv,  et  fourniront  pour  ces  dernières  des  valeurs 
numériques  déterminées. 

Gela  fait,  choisissons  à  volonté,  pour  ^i,  .x->,  .  .  .,  .^/?,  des  valeurs 
initiales,  (.^1)0,  (^2)07  •••1  (•^//)o7  puis  prenons  pour  u,  (^,  ...,  pp  des 
fonctions  de  .r,,  x.,,  ,  .  .,  x„  arljitrairement  choisies  sous  les  seules 
restrictions  que  les  valeurs  initiales  de  leurs  dérivées  premières, 
secondes  et  troisièmes  soient  celles  qui  viennent  d'être  calculées 
successivement.  Formons  enfin,  à  l'aide  des  n  fonctions  dont  il  s'agit, 

,       n  (  n  -h  I  )  .  ^%    du    du         >    /  •    /  \     1  '  •  i  • 

les  ; expressions    >   -—  - — >  ou  (j,n)  désigne  une  combi- 

'2  ^H    OX  j    OX 1^ 

naison  quelconque  de  deux  entiers,   distincts  ou  non,   pris  dans  la 

,       /i  (  n  H-  I  )   ^         .  j  .      . 

suite  1,  2,  ...,/?:  les  ; fonctions  de  x^-,  x^^   .  .  .,  x^  ainsi 
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obtenues  et  leurs  dérivées  premières  et  secondes  ont  alors  comme 
valeurs  initiales  les  valeurs  numériques  qui  sont  assignées  d'avance 
aux  jji,  à  leurs  dérivées  premières,  à  leurs  dérivées  paramétriques 
secondes,  et  celles  que  le  système  des  conditions  de  possibilité 
(n"  186)  détermine  alors  pour  leurs  dérivées  principales  secondes. 
Cela  étant,  remplaçons  dans  le  système  S<  les  seconds  membres  u 

par  les  •  fonctions  dont  il  s'agit  :  il  est  clair  que  le  système 

résultant  sera  identiquement  vérilié  par  les  n  fonctions  w,  t^,  .  .  . ,  ^v, 
formées  précédemment  ;  comme  le  déterminant  difierentiel  de  ces 
n  fonctions   est  différent  de  zéro,    les  conditions   de   possibilité  ne 

peuvent  manquer  d'être  satisfaites,  et,  dès  lors,  les  — ^^ — — —  fonctions 

que  nous  venons  de  choisir  pour  seconds  membres  de  S,  ne  peuvent 
manquer  de  fournir  un  groupe  d'intégrales  du  système  formé  par  les 
conditions  de  possibilité  :  or,  pour  les  valeurs  initiales  (^i)o, 
(^2)07  .  .  .;  (^«)oî  elles  prennent  bien,  ainsi  que  leurs  dérivées  pre- 
mières et  leurs  dérivées  paramétriques  secondes,  les  valeurs  initiales 
assignées  d'avance. 

193.  Si  aux  équations  (26),  (27),  (28)  du  n"  180  on  applique  la 
résolution  indiquée  au  n"  186,  les  premiers  membres  des  groupes 
résultants  ne  contiennent,  s'il  s'agit  de  (26)  et  (27),  que  des  fonc- 
tions ]x  à  indices  égaux,  et,  s'il  s'agit  de  (28),  que  des  fonctions  u 
à  indices  inégaux  :  nous  avons  observé,  en  outre,  qu'après  cette  réso- 
lution toute  fonction  u.  à  indices  inégaux  figurant  dans  un  premier 
membre  a  son  plus  petit  indice  au  moins  égal  à  2  et  son  plus  grand 
indice  au  moins  égal  à  4-  Nous  venons  de  démontrer  enfin  que  le 
système  (orthonome)  ainsi  obtenu  est  passif  (et,  par  suite,  complè- 
tement intégrable). 

11  résulte  de  là  que  les  n  fonctions  inconnues  (à  indices  inégaux) 

(35)  1^^'^'     ^''^'     •■••     ^•'"' 

sont  entièrement  arbitraires  dans  la  solution  générale  du  système. 
Si,   parmi   les  fonctions   ^  à   indices  inégaux,   on  fait  abstraction 

des  n  fonctions  (35),  il  en  reste ^ :  or  (en  supposant,  comme 

de  raison,  w>3),  il  est  facile  de  voir  que,  dans  le  système  ortho- 


APPLICATIONS   DES   THÉORIES    PRÉCÉDENTES.  459 

nome  passif  étudié  au  n°  192,  l'ensemble  des  conditions  initiales 
relatives  à  ces inconnues  contient  (avec  diverses  fonctions 

2 

arbitraires  dépendant  chacune  de  moins  de  n  —  i  variables)  n  fonc- 
tions arbitraires  de  n  —  i  variables. 

Effectivement,  les  inconnues  jjio,  4  et  |ji3^,  n'ont  l'une  et  l'autre 
qu'une  seule  dérivée  figurant  dans  les  premiers  membres  du  système, 
et  ces  dérivées  sont  respectivement 


âxi  dx-i        ôxi  ôx-i  ' 

En  formant  donc  les  conditions  initiales  relatives  aux  deux  incon- 
nues considérées,  on  trouve,  d'après  ce  qui  a  été  vu  au  n"  188  et  à 
l'alinéa  I  du  n°  81,  qu'elles  contiennent,  s'il  s'agit  de  [Ji.2,4,  deux 
fonctions  arbitraires  dépendant  respectivement  des  groupes  de 
n  —  I   variables 

(372,  373,^4,   ...,a7„),        (^1,  372,374,    .  .  .  ,  X  n) , 

et,  s'il  s'agit  de  [Ji.3,4,  deux  fonctions  arbitraires  dépendant  respecti- 
vement des  groupes  de  Ai  —  i  variables 

(372,373,374,    ...,a7„),       (37,,373,  3^-4,    ..  .,37^). 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  g  un  entier  quelconque,  au  moins 
égal  à  5,  de  la  suite  1,2,  .  .  . ,  n,  les  dérivées  (secondes)  de  }Ji2,^ 
figurant  dans  les  premiers  membres  du  système  étudié  sont  celles  qui 
intéressent  les  divers  couples  de  variables  obtenus  par  l'association 
de  x^  avec  l'une  quelconque  des  variables  ^^3,  .  .  .,  Xg_^.  On  voit 
alors  qu'en  vertu  du  n"  187  et  de  l'alinéa  I  du  n°  81,  les  conditions 
initiales  relatives  à  ^i^g  contiennent  (avec  diverses  fonctions  arbi- 
traires dépendant  de  moins  de  /i  —  i  variables)  une  fonction  arbitraire 
des  n  —  I  variables  x^^  x^.,  .  .  . ,  Xn- 

Quant  aux  inconnues  à  indices  inégaux  autres  que  celles  dont 
l'examen  a  été  fait  ci-dessus,  leurs  conditions  initiales  ne  contiennent 
que  des  fonctions  arbitraires  dépendant  de  moins  de  n  —  i  variables. 

Nous  constatons  donc,  en  somme,  pour  les  ^ inconnues  à 

indices  inégaux  autres  que  (35),  la  présence,  dans  les  conditions 
initiales,   de  n  fonctions    arbitraires  dépendant   chacune  de    /i  —  i 
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variables  (avec  diverses  fonctions  arbitraires  dépendant  d'un  nombre 
moindre  de  variables). 

Enfin,  l'ensemble  des  conditions  initiales  relatives  aux  n  in- 
connues à  indices  égaux, 

contient  (avec  diverses  arbitraires  dépendant  de  moins  de  deux  va- 
riables)   ■  fonctions  arbitraires  de  deux  variables. 

Effectivement,  si  l'on  désigne  par  g  un  entier  quelconque  de  la 
suite  1,2,  .  .  . ,  /i,  les  dérivées  (secondes)  de  ^g^g  figurant  dans  les 
premiers  membres  du  système  sont  : 

i"    Toutes    celles    qui    intéressent    deux   variables    distinctes    du 

groupe 

a?!,      ...,     ^^-i,     Xg-^\^      ....     x,i', 

2*'  Toutes  celles  qui  intéressent  deux  fois  une  seule  et  même  va- 
riable du  groupe 

Il  en  résulte,  en  vertu  du  n°  189  et  de  l'alinéa  I  du  n"81,  que  dans 
le  groupe  des  conditions  initiales  relatives  à  l'inconnue  p^^,  ^  figurent 
(avec  diverses  fonctions  arbitraires  de  moins  de  deux  variables) 
n  —  g  fonctions  arbitraires  dépendant  respectivement  des  couples 
de  variables 

En  faisant  g  égal  successivement  à  1,2,  .  .  .^  n  —  i,  aï,  et  sommant 
les  nombres  correspondants, 

{n  —  \)  ->r  { n  —  2)H-...-hi-}-o, 

*              1  •        n{n —  I  ) 
on  trouve  bien - 

Nous  aurons  à  revenir  au  Chapitre  XIV  (n°  224)  sur  quelques-unes 
de  ces  remarques. 

Examen  d'un  cas  particulier. 

194.  Nous  supposerons  actuellement  que,  parmi  les  fonctions  ijl 
figurant  dans  les  seconds  membres  du  système 

/  .  XT'  ^u     du 
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toutes  celles  qui  sont  pourvues  d'indices  inégaux  se  réduisent  identi- 
quement à  zéro. 

Les   formules   (6),   (7),    (8),    (9),    (10)  du    n"    178    deviennent 
alors 


du    d'-it  _        I   d\x.ij 
àxi   àxf  ~~       2    âxi  ' 
^   du    d-u,  _        I   d\j.ij 


^  du        d^u 

^dXj     dXjdXl, 

1     dXk 

-^  du       d'^u 
Zà  dxk  dXj  dx,, 

1    dXj 

'^  du       d'^u 
j^  dXq  dXj  dx/, 

=  0, 

où  «  désigne  un  entier  quelconque  de  la  suite   1,  2,  ...,  n,  et  q  un 
entier,  différent  de  «,  pris  dans  la  même  suite  ; 


(3) 


où  y,  k  désignent  deux  entiers  inégaux  quelconques  de  la  suite  i , 
2,  ...,  Al,  et  ^  un  entier,  différent  de  J  et  /r,  pris  dans  la  même 
suite. 

Quant  aux  relations 

(i4),    (i5),    (16),    (.7),    (18),    (19) 

du  n^  180,  fournies  par  le  calcul  des  conditions  de  possibilité  du 
système  (1),  elles  deviennent,  dans  le  cas  actuel. 


^Vy,y   .   <^^'^/v,^ 


dxl  dx 


k,k       yr^  \d-u  d^'u      /   d'-u   \n  _ 

t--^^2d\jj^  d^^~[dxjdx;J    J  -""• 


OÙ  y,  /:  désignent  deux  entiers  distincts  arbitrairement  choisis  dans 
la  suite  1,2,  .  . .,  n] 


/    ^Vm     ,  , 


^^^  ^   dx 


yç  VrPu      d-^u  d-^u        d'^u    1  _ 

dxj  dx/i    '    "  ^d  L  dx'i   dxj  dxk  dxi  dxj  dxt  OXk  J          ' 

^-\^JJ            ^  [d'^u      d-^u  d^-u         ^^^^     "1  _ 

/  dx/,           ^ÊÀ  \  O.r'j   dxi  dxi,  dxj  dxi  dXj  dxu  J          ' 


dxi  dxj  Zd  \  Ox\  dxi  dxj        dx/,  dxi  dx/,  dxj  J 

où  i,  y,  k  désignent  tr(jis  entiers  distincts  arbitrairement  choisis  dans 
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la  suite  i ,  2 
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(6) 


,  //  ;  et  enfin 


.^  àxi  dxj  dxk  àxi  ~  Aêà  dxt  àx^  dxj  ôxi       ^d  dxi  ôxi  dxj  dxk 


OÙ  «,  y,  /r,  /  désignent  quatre  entiers  distincts,  arbitrairement  choisis 
dans  la  suite  i,  2,  . . .,  /i.  Il  va  sans  dire  que,  dans  les  relations  (4), 
(5),  (6),  on  devra,  pour  obtenir  les  conditions  de  possibilité,  rem- 
placer les  dérivées  secondes  de  m,  v^  ...,  fv  par  leurs  valeurs  tirées 
de  (2)  et  (3),  en  tenant  compte  des  équations  (i)  (^voir  le  calcul  du 
n«  180). 

Gela  étant,  nous  établirons  les  divers  points  suivants  : 

I.   Les  conditions  de  possibilité  fournies  par  (6)  sont  identique- 
ment vérifiées. 

Considérons  en  effet  l'expression 

A^  dcl^dxj  dxk  dxi 

où  /,  y ,  /r,  /  désignent  quatre  entiers  distincts  pris  dans  la  suite  i , 
2,  ...,  /i,  et  évaluons-la  à  l'aide  de  la  formule  (26)  du  n"  180,  en 
supposant  que,  dans  cette  dernière,  les  symboles  de  dérivation  (D  et  (©' 

soient  respectivement  -^ — ; —  et  - — ^ —  Le  déterminant 


dxidxj        Ox^dx 


1^1,1 


f^2,2 


[^«,1        (^«,2 


{désigné  au  n"  180  par  M)  a,  dans  le  cas  actuel,  tous  ses  éléments 
identiquement  nuls,  à  l'exception  de  ceux  qui  figurent  dans  la  diago- 
nale principale,  et  se  réduit  en  conséquence  au  produit 


<7) 


Fi,i>     [^2,2, 


\^n,n  ' 


le  coefficient  M^^^  de  l'élément  Y-r.ri  situé  sur  la  diagonale  principale, 
s'obtient  en  supprimant  dans  le  produit  (7)  le  facteur  \)-r,r-,  et  le  coef- 
ficient de  tout  élément  non  situé  sur  la  diagonale  principale  se  réduit 
à  zéro.  Quant  aux  quantités  désignées,  dans  la  formule  (2 5)  du  n'*  180, 
par  ^r  et  a^,  elles   sont,  dans  le  cas  actuel,  d'après   leur   définition 
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même,  les  seconds  membres  des  deux  formules,  extraites  de  (3),  qui 
ont  respectivement  pour  premiers  membres 


dx,.  dxi 


>■-  Il  -^  du       d- 

i  dXj  '       ^^  dXr   dXfc 


d-u 

k  Oxi  ■ 


les  quatre  entiers  /,  y,  A,  /  étant  distincts,  l'entier  /',  arbitrairement 
choisi  dans  la  suite  i,  2,  . ..,  /i,  ne  figurera  jamais  à  la  fois  dans  les 
deux  couples  («,  y),  (/:,  /),  et  dès  lors,  en  vertu  des  formules  (3), 
l'une  au  moins  des  quantités  a^,  a^.  se  réduira  à  zéro.  La  formule  (26) 
du  n°  180  a  donc,  ici,- son  second  membre  nul,  d'où  résulte 


^2  Ll 


ô-^u 


on  a,  de  même. 


dXi  dXj  dx/,  dxi 


^      d'^u 
^d  dxi  dx 


à'^u 


dxii  dxj  ôxi 


y^     d^  Ll         à^  u 
^d  dxi  dx/  dxj  àa 


f  àxu 


et  les  conditions  de  possibilité  fournies  par  (6)  se  réduisent  bien, 
comme  nous  l'avions  annoncé,  à  des  identités. 

11.   Restent  les  conditions  de  possibilité  fournies  par  (4)  et  (5). 

Pour  en  former  un  système  ortbonome,  on  appliquera  les  considé- 
rations du  n"  186,  en  adoptant  les  simplifications  qui  s'y  introduisent 
d'elles-mêmes,  c'est-à-dire  qu'on  attribuera  aux  variables  Xh  et  aux 
inconnues  a,/  les  cotes  premières  et  secondes  indiquées  ci-dessous, 


Cotes  premières. 


Cotes  secondes, 


et  qu'on  résoudra 


I 

0 

0 

i 

.   à^lJ-Aj, 


d'- 


V-JJ 


i"  L'équation  (4)  par  rapporta — 7-^  ou  par  rapport  à      '  y •'  )  sui- 

vant  quey  est  inférieur  ou  supérieur  à  k] 

2"  Chacune  des  équations  (5)  par  rapport  à  la  dérivée  (unique)  du 
second  ordre  qu'elle  contient. 

Je  dis  maintenant  que  ie  système  orthonome  provenant  de  cette 
résolution  est  passif. 

Revenons,  en  effet,  pour  un  instant  au   système  orthonome  que 
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forment,  dans  le  cas  générai,  les  conditions  de  possibilité  convena- 
blement résolues  (n''  186),  et  partageons  ces  équations  en  deux 
groupes,  A2,  B2,  suivant  que  la  dérivée  (seconde)  qui  figure  dans  leur 
premier  membre  appartient  à  une  fonction  ;j.  pourvue  d'indices  iné- 
gaux ou  à  une  fonction  jji  pourvue  d'indices  égaux  ;  désignons  en- 
suite par  A!,,  B.,  les  groupes  respectivement  déduits  de  Ao,  B^  par 
toutes  les  dilïerentiations  possibles  du  premier  ordre.  Le  système 
(A2,  B2)  étant  passif  (n"  19!2),  l'élimination  des  dérivées  principales 
secondes  et  troisièmes  entre  les  équations 

(8)  A2,    B,,   a;,    b:, 

conduit  à  des  identités;  pour  avoir  la  solution  numérique  générale 
du  système  (8),  il  suffira  donc  d'adjoindre  à  (A2,  B2)  un  groupe  par- 
tiel extrait  de  (A.,,  B., )  sous  la  seule  condition  qu'il  ait  pour  premiers 
membres,  sans  omission  ni  répétition,  les  dérivées  principales  troi- 
sièmes des  diverses  fonctions  [jl,  puis  d'effectuer  la  résolution  du  sys- 
tème résultant  par  rapport  aux  dérivées  principales  du  second  et  du 
troisième  ordre.  A  cet  effet,  on  tirera  successivement:  i"  des  équa- 
tions Ao,  B2,  déjà  résolues,  les  dérivées  principales  secondes  des 
diverses  fonctions  iji;  2"  du  groupe  partiel  extrait  de  A'^,  et  en  tenant 
compte  de  (  A2,  B2),  les  dérivées  principales  troisièmes  des  fonc- 
tions jji  à  indices  inégaux,  ce  qui  donnera  un  groupe  A3  ;  3*'  du  groupe 
partiel  extrait  de  B',,  et  en  tenant  compte  de  Ao,  Bo,  A3,  les  dérivées 
principales  troisièmes  des  fonctions  [jl  à  indices  égaux,  ce  qui  don- 
nera un  groupe  B3.  Finalement,  la  solution  numérique  générale  du 
système  (8)  sera  donnée  par  les  formules 

(9)  A2,     B2,    A3,     B3. 

Remplaçons  maintenant,  dans  les  conditions  de  possibilité 
(A2,  B2),  tous  les  ^  à  indices  inégaux  par  des  fonctions  identi- 
quement nulles,  et  convenons  désormais,  pour  indiquer  l'introduc- 
tion de  cette  hypothèse  dans  un  système  quelconque  déduit  de 
(A2,  Bo),  de  mettre  entre  doubles  crochets  la  notation  primitivement 
adoptée  pour  le  système  dont  il  s'agit.  Observons  en  outre  : 

i"  Que  si,  dans  les  équations  Ao  ou  B2,  on  se  propose  d'introduire 
<:/'a6ort/ l'hypothèse  actuelle  (toutes  les  fonctions  [jl  à  indices  iné- 
gaux identiquement  nulles  ),  et  d'effectuer  ensuite  toutes  les  dilTé- 
rentiations   premières    possibles,    on  peut,   sans  changer  le  résultat 
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final,   intervertir  l'ordre   de  ces   deux   opérations  consécutives;  ou, 
en  d'autres  termes,  que  les  systèmes 

[[As]]'.     [[B2]]', 

obtenus  par  la  première  suite  d'opérations,  sont  respectivement  iden- 
tiques aux  systèmes 

[[AU],  [[b;j], 

obtenus  par  la  deuxième  suite; 

2°  Que  l'hypothèse  actuelle  transforme  en  identités  les  équa- 
tions A!,  ;  car  les  équations  [Ao]  étant,  comme  nous  l'avons  vu  (1), 
des  identités,  il  en  est  de  même  des  équations  MA2] ]',  qui  s'en  dé- 
duisent par  toutes  les  différentiations  premières  possibles,  et  par 
suite  aussi,  en  vertu  de  i",  des  équations  mA'.,  ]1; 

3""  Que  cette  même  hypothèse,  transformant  en  identités  les  équa- 
tions Ao,  et  annulant  identiquement  leurs  premiers  membres,  ne 
peut  manquer  d'annuler  aussi  identiquement  leurs  seconds 
membres  ; 

4"  Enfin,  que  l'hypothèse  dont  il  s'agit  ne  peut  manquer  de  trans- 
former en  identités  les  équations  A3  :  on  obtient,  en  efiet,  un  groupe 
numériquement  équivalent  à  A3  en  remplaçant  d'abord,  dans  le 
groupe  partiel  extrait  de  A!,  (voir  plus  haut),  les  dérivées  princi- 
pales secondes  des  [jl  à  indices  inégaux  parleurs  valeurs  tirées  de  Ao, 
puis,  dans  les^relations  résultantes,  les  dérivées  principales  secondes 
des  jjL  à  indices  égaux  parleurs  valeurs  tirées  de  Bo  ;  or,  en  verlu 
de  2°  et  3",  l'hypothèse  considérée,  introduite  après  la  première 
partie  de  l'opération,  donnerait  déjà  des  identités;  elle  en  donne 
donc  aussi  après  la  seconde. 

Cela  étant,  puisque  la  solution  numérique  générale  du  système  (8) 
est  donnée  parles  formules  (9),  les  deux  systèmes 


et 


[[A^]],   [[B2]],    [[a;]],   [[b',]], 

[[A2]],     [[B,]],     [[A,J],     [[B3]], 


qui  se  déduisent  respectivement  de  (8)  et  (9)  en  y  remplaçant  tous 

les  jjià  indices  inégaux  par  des  fonctions  identiquement  nulles,  s'équi- 

R.  3o 
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\audront  numériquemen  L  l'un  à  l'autre  ;  c'est-à-dire,  en  tenant  compte 
des  diverses  observations  qui  précèdent,  que  la  solution  numérique 
générale  du  système 

[[B,]],     |[Bd]' 

sera  donnée  par  les  formules 

[[B.]].     [[Ba]]. 

En  conséquence,  l'élimination  des  dérivées  principales  secondes 
et  troisièmes,  efl'ectuée  entre  les  équations  du  système  ortho- 
nome [[B^]]  et  celles  qui  s'en  déduisent  par  difFérentiations  pre- 
mières, conduira  à  des  identités;  le  système  [Bo]  est  donc  passif,  ce 
que  nous  proposions  d'établir. 

111.  Dans  le  système  orthonome  passif  [Bo]  ,  examiné  à  l'alinéa 
précédent,  C ensemble  des  conditions  initiales  contient  (avec  di- 
verses  arbitraires  dépendant  chacune  de  moins  de  deux  variables) 

fonctions  arbitraires  de  deux  variables. 

11  suffit,  pour  s'en  convaincre,  d'observer  que  les  seules  inconnues 
de  ce  système  sont  les  fonctions  |jl  à  indices  égaux,  que  la  répartition 
de  leurs  dérivées  en  principales  et  paramétriques  y  est  la  même  que 
dans  (A2,  Bo);  puis  de  se  reporter  à  la  remarque  finale  du  n"193. 


Détermination  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales 

à  n  variables. 


195.  Les  considérations  qui   précèdent  fournissent  une   méthode 
îs  simple  poi 
vées  partielles 


1                   .1-1               ^            .       n(  n  —  I  )    ,  •  1  ,   • 

très  simple  pour  étudier  le  système  des ■ équations  aux  deri- 


(■)  ES 


Ou     au 

- —  =  o, 


OÙ  (y,  k)  désigne  une  combinaison  quelconque  de  deux  entiers  dis- 
tincts pris  dans  la  suite  1,  2,  . ..,  /?,  et  où  les  sommations  indiquées 

par  le  symbole  ^  doivent  s'étendre  aux  n  fonctions  inconnues  «, 
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r,  . . .,  «^  :  le  système  (i)  est',  comme  on  sait,  celui  qui  détermine  les 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  à  n  variables. 
Pour  en  faire  l'étude,  on  désignera  par 

n  fonctions  inconnues  auxiliaires  adjointes  à  w,  (^,  ...,  (V,  et  l'on 
posera 

<^)  2(ë)'='''-"  2(ê)'=f^'^'  ••■'  2 (£)'=''"•"• 

Ces  inconnues  auxiliaires  devront  satisfaire  au  système  orthon,ome 
passif  MB2]],  examiné  dans  les  alinéas  II  et  III  du  numéro  précé- 
dent, et  où  l'ensemble  des  conditions  initiales  contient  (avec  diverses 

arbitraires  dépendant  de  moins  de  deux  variables) -fonctions 

arbitraires  de  deux  variables. 

La  détermination  des  n  inconnues  auxiliaires  une  fois  opérée,  celle 
des  n  inconnues   primitives   s'effectue  par  l'intégration  du  système 

[(1),  (2)],  dont  la  solution  générale  dépend  de  ^  ^  +  0  constantes 
arbitraires. 
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CHAPITRE  Xll. 


SYSTÈMES  DIFFERENTIELS   OU    LES   CONDITIONS  INITIALES  PRESENTENT 
UNE  DISPOSITION  RÉGULIÈRE. 


Simplification  de  certains  théorèmes  d'existence  dans  le  cas  où  les 
conditions  initiales  du  système  proposé  présentent  une  disposition 
régulière. 

196.  Étant  donné  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  di- 
verses dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées, 
nous  dirons  que  le  damier  des  conditions  initiales  (n°  90)  y  est  /é- 
giilier,  si,  en  adoptant  pour  ses  lignes,  c'est-à-dire  pour  les  variables 
indépendantes  du  système,  un  ordre  convenable,  les  cases  blanches 
de  chaque  colonne  se  trouvent  toutes  situées  au  bas  de  cette  co- 
lonne. 

INous  supposerons  actuellement  qu'on  ait  affaire  à  un  système  dif- 
férentiel oii  le  damier  des  conditions  initiales  soit  régulier,  et 
nous  établirons  alors  les  deux  points  suivants  : 

I**  Dans  l'énoncé  du  troisième  théorème  d'existence  (n"  168),  toute 
restriction  d'inégalité  devient  inutile,  et  les  hypothèses  restantes  suf- 
fisent, en  vertu  du  premier  théorème  d'existence  (n°  163),  à  assurer 
l'intégrabilité  complète  du  système  ; 

2'*  Dans  l'énoncé  du  quatrième  théorème  d'existence  (n"  170),  les 
restrictions  d'inégalité  posées  peuvent  être  remplacées  par  d'autres 
notablement  plus  simples. 

197.  Considérons  un  système  différentiel.  S,  satisfaisant  aux  di- 
verses conditions  ci-après  : 

i"  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  dérivées 
dont  il  s'agit  aopartiennent  respectivement  à  des  inconnues  toutes , 
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différentes;  les  seconds  membres  sont  d'ailleurs  indépendants  de 
toute  dérivée  principale. 

2°  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  i  et  aux  inconnues 
des  cotes  respectives  convenablement  choisies,  chaque  second 
membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépendantes,  que  des 
quantités  [inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas 
celle  du  premier  membre  correspondant. 

(Les  deux  hypothèses  ci-dessus  figurent  dans  l'énoncé  du  troisième 
théorème  d'existence,  iV  168.) 

'à""  Le  damier  des  conditions  initiales  du  système  est  régulier. 

Cela  étant,  le  système  S  est  forcément  orthonome,  et,  par  suite 
(n°  163,  premier  théorème  d'existence),  complètement  intégrable. 

I.  Considérons,  d'une  part,  la  détermination  initiale  schématique 
(n*'  90)  d'une  inconnue  quelconque,  w,  de  notre  système,  et  extrayons, 
d'autre  part,  du  groupe  total  des  différences  x  —  ^a^  y  — J'o?  •  •  •  (oi^i 
X,  y,  ...  désignent  les  variables  indépendantes,  ^o^J^o^  •  •  •  des  valeurs 
initiales  quelconques),  un  groupe  déterminé  quelconque,  par  exemple 
celui  des  trois  différences  x  —  x^^  y — jKo?  ^  —  ^o-  Cela  étant,  on 
aperçoit  sans  peine  l'exactitude  des  deux  points  suivants  : 

1°  Si  la  détermination  initiale  schématique  de  u  contient  des 
termes  élémentaires  dont  les  degrés  partiels  en  x  —  ^q-,  y — JKo? 
z  —  Zq  puissent  surpasser  à  la  fois  trois  entiers  arbitrairement 
donnés,  toute  somme  schématique  irréductible  (n"  79)  représen- 
tant cette  détermination  initiale  contient  quelque  fonction  sché- 
matique dépendant  à  la  fois  des  trois  variables  x,  y,  5  (et  éven- 
tuellement de  quelques  autres). 

2"  Réciproquement,  si  une  somme  schématique  irréductible  re- 
présentant la  détermination  initiale  de  u  contient  quelque  fonc- 
tion schématique  dépendant  à  la  fois  des  trois  variables  x^  y,  ^, 
cette  détermination  initiale  contient  des  termes  élémentaires 
dont  les  degrés  partiels  en  x  —  x^.,  y  — j^o^  ^  —  ^o  peuvent  sur- 
passer à  la  fois  trois  entiers  arbitrairement  donnés. 

II.  La  proposili(j:i  qui  fait  l'objcL  de  l'alinéa  I  peut  encore  s'énoncer 
de  la  manière  suivante  : 

Pour  que  V inconnue  u  du  système  proposé  possède  des  dérivées 


470  CHAPITRE   XII. 

paramélriques  dont  les  ordres  partiels  relatifs  à  des  variables 
déterminées,  x^y^  z  par  exem/de,  puissent  surpasser  à  la  fois 
trois  entiers  arbitrairement  donnés,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
groupe  de  conditions  initiales  relatif  à  cette  inconnue  contienne 
dans  V ensemble  de  ses  seconds  membres  quelque  fonction  sché- 
matique dépendant  à  la  fois  des  trois  variables  x^  y^  z  (et  éven- 
tuellement de  quelques  autres). 

III.  Les  diverses  dérivées  qui  figurent  dans  les  premiers  membres 
du  système  S,  défini  par  notre  énoncé  général,  n' intéressent 
toutes  qu'une  seule  et  même  variable  indépendante. 

Il  est  impossible  qu'une  dérivée  figurant  dans  un  des  premiers 
membres  du  système  intéresse  à  la  fois  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. Supposons  en  efï'et,  pour  fixer  les  idées,  qu'elle  en  intéresse 
trois,  et  qu'elle  soit  de  la  forme 

d^-^'^-^l  II 
dx^  dy'ii  dsY  ' 

OÙ  u  désigne  l'une  des  fonctions  inconnues,  et  a,  ;3,  y  trois  entiers 
supérieurs  à  zéro.  Gela  étant  admis,  on  voit  tout  d'abord  que  les  con- 
ditions initiales  relatives  à  m  et  à  ses  dérivées  ne  peuvent  contenir 
dans  leurs  seconds  membres  aucune  fonclion  schématique  dépendant 
à  la  fois  de  x,  y^  z  :  car,  s'il  en  était  ainsi,  les  ordres  partiels  relatifs 
k  X,  y^  z  d'une  dérivée  paramétrique  de  u  pourraient  suipasser  à  la 
fois  trois  entiers  arbitrairement  donnés  (II);  et  notamment  les  trois 
entiers  a,  ,3,  y,  ce  qui  est  absurde.  D'auire  part,  puisque  a  est  >  o, 
les  dérivées  de  u  n'intéressant  pas  la  variable  x  sont  toutes  paramé- 
triques, et  les  ordres  partiels  de  ces  dérivées  relatifs  ky  elkz  peuvent 
surpasser  à  la  fois  deux  entieis  arbitrairement  donnés  :  il  en  ré- 
sulte (II)  que  les  conditions  initiales  relatives  à  m  et  à  ses  dérivées 
contiennent  dans  leurs  seconds  membres  quelque  fonction  schéma- 
tique dépendant  à  la  fois  de  y  et  ^,  mais  en  même  temps,  d'après  ce 
qui  précède,  forcément  indépendante  de  x.  En  vertu  d'un  raisonne- 
ment semblable,  elles  contiendront  dans  leurs  seconds  membres 
quelque  fonction  schématique  dépendant  à  la  fois  de  ^  et  -s  sans  dé- 
pendre de  j,  et  aussi  quelque  fonction  schématique  dépendant  à  la 
fois  de  ^  et  /  sans  dépendre  de  z.  On  pourra  donc,  du  damier  des 
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conditions  initiales,  extraire  une  portion  ofiVant  la   disposition  sui- 
vante de  cases  blanches  et  noires  : 


Une  disposition  régulière  du  damier  total  devient,  dès  lors,  quelque 
ordre  qu'on  adopte  pour  les  lignes,  impossible  à  réaliser,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse. 

Ainsi,  toute  dérivée  figurant  dans  un  des  premiers  membres  du 
système  S  n'intéresse  qu'une  seule  variable  indépendante.  Je  dis,  de 
plus,  que  les  dérivées  figurant  respectivement  dans  deux  des  premiers 
membres  ne  peuvent  intéresser  deux  variables  distinctes.  Supposons, 
en  effet,  qu'en  désignant  par  u  et  ç  deux  des  fonctions  inconnues,  le 
système  proposé  contienne  les  deux  équations 


dV-v 


OÙ  À  et  p.  sont,  naturellement,  supérieurs  à  zéro.  Gela  étant  admis, 
on  voit  tout  d'abord  que  les  conditions  initiales  relatives  à  w  et  à  ses 
dérivées  ne  peuvent  contenir  dans  leurs  seconds  membres  aucune 
fonction  schématique  dépendant  de  œ  :  car,  s'il  en  était  ainsi,  l'ordre 
partiel  relatif  à  x  d'une  dérivée  paramétrique  de  u  pourrait  surpasser 
tout  entier  donné,  et  notamment  l'entier  X,  ce  qui  est  absurde. 
D'autre  part,  puisque  X  est  >>  o,  les  dérivées  de  a  n'intéressant  pas 
la  variables  sont  toutes  paramétriques,  et  l'ordre  partiel  de  ces  déri- 
vées par  rapport  ^  y  peut  surpasser  tout  entier  donné  :  il  en  résulte 
que  les  conditions  initiales  relatives  k  u  et  à  ses  dérivées  contiennent 
dans  leurs  seconds  membres  quelque  fonction  schématique  dépen- 
dant de  y,  mais  en  même  temps,  d'après  ce  qui  précède,  forcément 
indépendante  de  x.  En  vertu  d'un  raisonnement  semblable,  les  con- 
ditions initiales  relatives  à  (^  et  à  ses  dérivées  contiennent  dans  leurs 
seconds  membres  quelque  fonction  schématique  dépendant  de.r  sans 
dépendre  de  y.  On  pourra  donc,  du  damier  des  conditions  initiales, 
extraire  une  portion  ofïVant  la  disposition  suivante  de  cases  blanches 
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^ 


m 

H 

y 


Une  disposition  régulière  du  damier  total  devient,  dès  lors,  quelque 
ordre  qu'on  adopte  pour  les  lignes,  impossible  à  réaliser,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse. 

IV.  Tout  système  différentiel  satisfaisant  aux  conditions  i" 
et  2°  de  notre  énoncé  général^  et  tel,  en  outre,  que  les  dérivées 
figurant  dans  les  premiers  membres  n^ intéressent  toutes  qu' une 
seule  et  même  variable  indépendante,  x^  est  nécessairement 
orthonome. 

Puisque  les  dérivées  qui  constituent  les  premiers  membres  de 
notre  système  appartiennent  respectivement  à  des  inconnues  toutes 
différentes,  le  nombre  des  équations  est  au  plus  égal  à  celui  des  in- 
connues ;  il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'il  soit  moindre,  ou,  en  d'autres 
termes,  que  certaines  des  inconnues  n'aient  aucune  dérivée  princi- 
pale. En  pareil  cas,  on  peut  (sans  toucher  aux  cotes  des  variables 
indépendantes  ni  des  inconnues  restantes)  choisir,  pour  les  incon- 
nues dépourvues  de  dérivées  principales,  des  cotes  algébriquement 
assez  petites  pour  que  les  inconnues  dont  il  s'agit,  et  celles  d'entre 
leurs  dérivées  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  du  système, 
aient  des  cotes  inférieures  à  celles  des  premiers  membres  :  on  peut 
donc,  pour  établir  la  nature  orthonome  du  système,  procéder  comme 
si  les  inconnues  restantes  y  étaient  seules  engagées,  et  supposer  que 
le  nombre  des  équations  y  est  exactement  égal  à  celui  des  inconnues. 
Nous  plaçant  dans  cette  hypothèse,  nous  désignerons  par 

les  inconnues  engagées  dans  le  système,  et  nous  ferons  voir  qu'on 
peut  leur  attribuer,  ainsi  qu'aux  variables  indépendantes,  des  cotes 
secondes  telles,  que  la  cote  seconde  de  toute  inconnue  ou  dérivée 
figurant  dans  un  second  membre  soit  inférieure  à  la  cote  seconde 
du  premier  membre  correspondant. 
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Soient  donc 

les  équations  dont  se  compose  notre  système;  je  dis  qu'en  attribuant 
à  la  variable  x  une  cote  seconde  égale  à  i ,  à  toutes  les  autres  va- 
riables une  cote  seconde  nulle,  et  aux  fonctions  inconnues  «i,  M2,  . . ., 
Uçr  les  cotes  secondes  respectives  — A'i,  — A'2,  ...,  — kg,  la  condi- 
tion ci-dessus  énoncée  se  trouvera  satisfaite.  Si  l'on  désigne  en  effet 
par  i\  j  deux  entiers,  distincts  ou  non,  pris  dans  la  suite  i,  2,  . .  /,  £?, 
et  que  l'on  considère    l'équation   du    système  qui    a  pour  premier 

membre  'S  le  second  membre  de  l'équation  dont  il  s'agit,  indé- 
pendant par  hypothèse  de  toute  dérivée  principale,  ne  contiendra 
aucune  dérivée  de  Wy  dont  l'ordre  partiel  relatif  à  x  soit  égal  ou  supé- 
rieur à  kj.  Gela  étant,  il  suffît  d'observer  que  le  premier  membre    ,  ^' 

a  pour  cote  seconde  zéro,  que  la  fonction  uj  a  pour  cote  seconde 
l'entier  négatif  — kj,  et  que  toute  dérivée  de  uj  d'ordre  partiel  k  par 
rapport  k  x  sl  pour  cote  seconde  la  différence  k  —  Ây,  négative  dans 
l'hypothèse  k  <.  kj. 

V.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  III  et  IV  nous  montre  que 
le  système  proposé  S  est  orthonome  :  il  est  donc  complètement  inté- 
grable,  en  vertu  du  premier  théorème  d'existence  (n"  163)  ('  ). 

198.  Considérons  un  système  différentiel.  S,  remplissant  les 
diverses  conditions  ci-après  : 

1"  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  et  les  seconds 
membres  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale  ;  quant  aux 
premiers  membres,  aucun  d'entre  eux  n'est  une  dérivée  de  quelque 
autre,  et  deux  au  moins  d'entre  eux  sont  des  dérivées  d\ine 
même  inconnue. 


(')  Les   systèmes  difTérentiels  visés  par  l'énoncé  du  n»  197  comprennent  comme 
cas  particulier  ceux  de  M'"*  de  Kowalevsky.  Les  mêmes  notations  étant  adoptées  que 
dans  l'alinéa  IV,  il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  d'attribuer  à  toutes  les  variables  indé- 
pendantes X,  y.,  ...  une  cote  (première)  égale  à  i,  et,  aux  inconnues  m,,  u^,  ...,  u 
du  système  kowalevskien   les  cotes   (premières)   respectives  — A,,  — Aj,   ...,  — k  , 
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o,"  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système,  aux 
variables  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  \^  et  aux  incon- 
nues des  cotes  respectives  convenablement  choisies,  chaque  second 
membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépendantes,  que  des 
quantités  {inconnues  et  dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas 
celle  du  premier  membre  correspondant. 

(Les  deux  hypothèses  ci-dessus  figurent  dans  l'énoncé  du  qua- 
trième théorème  d'existence,  n"  170.) 

3°  Le  damier  des  conditions  initiales  du  système  est  régulier. 

4**  En  désignant  par  o  la  cote  minima  des  premiers  membres 
de  S,  par  A  leur  cote  maxima,  et  par  Y  la  cote  maxima  des  pre- 
miers membres  des  conditions  initiales  écrites  conformément 
aux  indications  du  /z"  155  (A^F  -f-  i),  on  peut,  des  groupes 

du  système  S  prolongé,  extraire  respectivement  des  groupes, 
possédant  la  triple  propriété  de  comprendre  les  groupes 


du  système  S  (n^   14-4),   de  se  composer  d'équations  en  nombres 
respectivement  égaux  à  ceux  des  dérivées  principales  de  cotes 

ô,    ô H- 1,    .. .,    r  -^  I, 
et  d'être  successivement  résolubles  par  rapport  à  ces  dérivées. 

(La  restriction  d'inégalité  à  laquelle  se  trouvent  ainsi  assujetties  les 
valeurs  numériques  des  quantités  figurant  dans  les  seconds  membres 
de  S  est,  comme  on  le  voit,  notablement  plus  simple  que  celles  qui 
figurent  dans  l'énoncé  du  quatrième  théorème  d'existence.) 

Cela  étant,  pour  que  le  système  proposé  S  soit  complètement 
intégrable,  il  faut  et  il  suffit  (comme  dans  les  deuxième  et  qua- 
trième théorèmes  d'existence,  n"^  163  et  170)  que  ^élimination  des 
dérivées  principales  de  cotes 

0,       ô  -4-  I,       ....       r  -r  I,       r  -+-  2, 
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effectuée  entre  les  équations 

Sg,    Sg-t-i,    ...,    Sr+i,    Sr+2, 

conduise  à  des  identités. 

1.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  l^ énoncé  ci-dessus, 
on  peut,  du  gi'oupe  Sc(G^o),  extraire  un  groupe  résoluble  par 
rapport  aux  dérivées  principales  de  cote  C. 

Pour  l'établir,  je  construirai  d'abord,  à  l'aide  du  mécanisme  sui- 
vant, un  autre  système  différentiel,  F. 

Considérant,  parmi  les  inconnues  et  dérivées  qui  figurent  dans  un 
second  membre  du  système  S,  celles  dont  la  cote  se  trouve  être 
précisément  égale  à  celle  du  premier  membre  correspondant,  je 
remplace  ce  second  membre  par  une  fonction  linéaire  et  homogène 
des  inconnues  et  dérivées  dont  il  s'agit,  en  donnant  pour  coefficient 
à  chacune  de  ces  quantités  la  valeur  initiale  de  la  dérivée  partielle  du 
second  membre  primitif  par  rapport  à  la  quantité  considérée.  (11  va 
sans  dire  que,  dans  le  cas  où  le  second  membre  primitif  ne  contient, 
outre  les  variables  indépendantes,  que  des  inconnues  et  dérivées  de 
cote  inférieure  au  premier  membre  correspondant,  on  remplacera  ce 
second  membre  par  zéro.)  En  répétant  l'opération  précédente  sur 
chacun  des  seconds  membres  du  système  S,  on  tombe  sur  un  sys- 
tème, F,  ayant  les  mêmes  premiers  membres  que  S  avec  la  même 
économie  des  conditions  initiales,  et  présentant  en  outre  les  parli- 
cularilés  suivantes  :  i"  Chaque  équation  du  système  F  prolongé  est 
linéaire,  homogène  et  à  coefficients  constants  par  rapport  à  l'en- 
semble des  fonctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées.  2"  Si,  dans  le 
système  F,  on  attribue  aux  variables  indépendantes  et  aux  inconnues 
les  mêmes  cotes  respectives  que  dans  le  système  S,  chaque  second 
mem.bre  de  ¥  prolongé  ne  contient  que  des  quantités  [inconnues 
et  dérivées)  dont  la  cote  soit  exactement  égale  à  celle  du  premier 
membre  correspondant.  3"  Dans  les  systèmes 

S  prolongé,     F  prolongé, 

les  équations  se  correspondent  chacune  à  chacune,  et  Uon  passe 
d^ une  équation  quelconque  de  ^prolongé  à  l'équation  correspon- 
dante de  ¥  prolongé  par  le  même  mécanisme  que  U on  passe  d' une 
équation  quelconque  de  S  à  Inéquation  correspondante  de  F. 
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Tout  revient  donc  à  prouver  que  du  groupe  F^  on  peut  extraire  un 
groupe  partiel  résoluble  par  rapport  aux  dérivées  principales  de 
cote  C. 

Or,  si,  conformément  à  nos  conventions  du  n°  144,  on  désigne  par 

(0  /gi  /g+i'    •••'  f^ 

les  équations  du  système  F,  partagées  en  groupes  d'après  leur  cote 
croissante,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que,  des  groupes 

Fg,     Fg+i,     ...,     Fr+i, 

on  peut  extraire  autant  de  groupes  partiels  possédant  la  triple  pro- 
priété de  comprendre  les  groupes  (i),  d'être  composés  d'équations  en 
nombres  respectivement  égaux  à  ceux  des  dérivées  principales   de 

cotes 

ô,    8-4-1,    ...,    r-f-i, 

et  d'être  respectivement  résolubles  par  rapport  à  ces  dérivées.  On 
pourra  donc,  par  le  mécanisme  décrit  au  n°  156,  déduire  de  F  un  sys- 
tème, 4>,  de  grade   i,  possédant  la  triple  propriété  ci-après  : 

i^  Le  Tableau  du  système  <1>  est  régulier  (parce  que  la  disposition 
des  cases  pleines  et  vides  y  est  identique  à  celle  que  présentent,  dans 
le  damier  des  conditions  initiales  de  F,  les  cases  noires  et  blanches). 

2"  Chaque  second  membre  est  une  fonction  linéaire,  homogène, 
et  à  coefficients  constants,  des  diverses  dérivées  paramétriques  ou 
fonctions  inconnues  ayant  même  cote  que  le  premier  membre  corres- 
pondant. 

(Du  rapprochement  de  ces  deux  propriétés  résulte  l'orthonomie 
de  <ï>,  n°  161,  I.) 

3^*  Si  l'on  désigne  par  H  l'ensemble  des  relations  obtenues  en 
égalant  chaque  inconnue  adjointe  de  ^  à  la  dérivée  ancienne  qu'elle 
admet  pour  homonyme,  les  systèmes 

it:)4>     et     (iC)H,(C)F) 

s'équivalent  numériquement,  d'où  résulte,  puisque  chacune  des 
équations  linéaires  et  homogènes  dont  ils  se  composent  ne  contient 
que  des  quantités  toutes  de  même  cote,  que  les  systèmes 

*c    et    (Hc,  Fc) 
s'équivalent  aussi  numériquement. 
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Observons  maintenant  que  toutes  les  dérivées  principales  du  sys- 
tème F  sont  également  principales  dans  le  système  <I>,  et  que,  de  plus, 
toute  dérivée  d'inconnue  adjointe  coïncidant,  à  la  notation  près,  avec 
une  dérivée  principale  de  F  est  elle-même  principale  dans  <I>;  cela 
étant,  partageons,  comme  il  suit,  en  trois  sortes  les  dérivées  princi- 
pales de  cote  (première)  C  du  système  <l>  : 

I"  Les  dérivées  principales  du  système  F; 

2''  Les  dérivées  d'inconnues  adjointes  qui  coïncident,  à  la  nota- 
tion près,  avec  quelqu'une  des  précédentes; 

;V'  Diverses  dérivées  coïncidant,  soit  exactement,  soit  à  la  notation 
près,  avec  des  dérivées  paramétriques  du  système  F. 

Le  système  <ï>  étant  orthonome,  on  peut  extraire  de  ^^  un  groupe 
partiel  résoluble  par  rapport  aux  dérivées  principales  de  cote  (pre- 
mière) C  du  système  <E>,  et  dès  lors  aussi  an  groupe  partiel  réso- 
luble par  /apport  à  celles  qui  sont  des  deux  premières  sortes  :  la 
même  chose  a  donc  nécessairement  lieu  pour  (H^;,  F(;),  numérique- 
ment équivalent  à  <ï>c.  Or,  parmi  les  équations  Hc,  celles  dont  les 
deux  membres  coïncident  (aux  notations  près)  avec  une  même  déri- 
vée paramétrique  de  F  ne  peuvent  évidemment  nous  fournir  aucune 
équation  pour  le  groupe  partiel  spécifié  en  dernier  lieu,  et  celles 
qui  restent  nous  donnent  les  dérivées  de  la  deuxième  sorte  exprimées 
à  l'aide  des  dérivées  correspondantes  de  la  première  (auxquelles 
elles  sont  identiques,  aux  notations  près)  :  cela  étant,  et  les  équa- 
tions F^;  ne  contenant  ni  les  inconnues  adjointes,  ni  leurs  dérivées,  il 
faut  bien  que  de  Fc  on  puisse  extraire  un  groupe  partiel  résoluble  par 
rapport  aux  dérivées  de  la  première  sorte.  C'est  ce  qu'il  s'agissait 
d'établir. 

IL  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  notre  énoncé  général, 
on  peut,  du  système  S,  déduire,  à  l'aide  du  mécanisme  décrit  au 
n"  I06,  un  syslhme  de  grade  i.  S,  possédant  la  double  propriété  : 
1"  d'avoir  un  Tableau  régulier,  comme  le  damier  des  conditions  ini- 
tiales de  S  ;  2"  de  ne  contenir  dans  chacun  de  ses  seconds  membres^ 
outre  les  variables  indépendantes,  que  des  quantités  (inconnues  et 
dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  celle  du  premier  membre  cor- 
respondant. Le  système  S  est,  d'après  cela,  nécessairement  ortho- 
nome in"  161,  I). 
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Cela  étant,  pour  que  le  système  (régulier)  S  soit  passifs  il  faut 
et  il  suffit  que  le  système  (orthonome)  S  le  soit  lui-même. 

Considérons  en  effet,  dans  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  S,  S, 
le  total  que  forment  le  nombre  des  variables  indépendantes^,  y^  . . ., 
et  celui  des  quantités  paramétriques  (inconnues  et  dérivées)  dont  la 
cote  (unique  ou  première)  ne  surpasse  pas  C  :  à  cause  des  relations 
qui  existent  entre  S  et  S,  ce  nombre  est  le  même  dans  les  deux  sys- 
tèmes, et  nous  le  désignerons  par  ^^q.  Cela  posé  : 

i"  Pour  que  le  système  proposé  S  soit  passifs  il  faut  et  il  suffit 
qu'en  considérant  x^y^  ...  et  les  diverses  quantités  {inconnues  et 
dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  C,  comme  autant  de  va- 
riables indépendantes  distinctes,  la  solution  numérique  générale 
de  **^'S  soit  fournie  {quel  que  soit  C)  par  des  formules  exprimant 
les  diverses  variables  dont  il  s'agit  à  l'aide  de  ^^^q  arbitraires, 
^^q  d^ entre  ces  formules  étant  résolubles  par  rapport  aux.  arbi- 
traires. 

C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  l'alinéa  i  et  du  n"  162. 

2"  Pour  que  le  système  S  soit  passif ,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
solution  numérique  générale  de  '^'S  soit  fournie  {quel  que  soit  C) 
par  de  semblables  formules. 

C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  l'orthonomie  de  2  et  du 
n"  162. 

3**  Pour  que  la  solution  numérique  générale  de  ^^^^  soit  four- 
nie par  des  formules  ayant  la  structure  indiquée  dans  i°,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  même  chose  ait  lieu  pour  celle  de  *^*2. 

La  condition  posée  est  nécessaire. 

Si  l'on  désigne  en  efl'et  par  H  l'ensemble  des  relations  obtenues  en 
égalant  chaque  inconnue  adjointe  de  S  à  la  dérivée  ancienne  qu'elle 
admet  pour  homonyme,  et  si  l'on  suppose  que  la  solution  numérique 
générale  de  ^^*S  soit  fournie  comme  l'indique  l'énoncé,  il  est  manifeste 
qu'il  en  sera  de  même  pour  celle  de  ('^*H,  *^*S),   et,   par  suite,  de  '^'2. 

La  condition  posée  est  suffisante. 

Supposons  en  effet  que  la  solution  générale  de  *^'S  soit  fournie  par 
des  formules  ayant  la  structure  qu'indique  l'énoncé,  et  répartissons 


I 
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ces  formules  en  deux  groupes,  '^J,  '^'K,  suivant  qu'elles  ont  ou  non 
pour  premier  membre  quelque  dérivée  (d'ordre  positif  ou  nul)  d'une 
inconnue  adjointe.  Le  système  (*^'J,  *^'K)  ayant  pour  conséquence 
numérique  -^ 'S,  qui,  à  son  tour,  a  pour  conséquence  numérique  *^'H, 
il  est  clair  que  ('^'J,  ^^'R)  a  pour  conséquence  numérique  ('^'H,  *^'K); 
et  comme  ces  deux  systèmes,  visiblement  réduits  ('),  comprennent 
le  même  nombre  d'équations,  ils  sont  numériquement  équiva- 
lents (n"  131)  :  or,  le  premier  d'entre  eux  contient  '^'^  équations 
résolubles  par  rapport  aux  arbitraires  ;  il  en  est  donc  de  même  du 
second  (n"  137),  et,  comme  le  groupe  *^'H  est  indépendant  des 
arbitraires,  les  ^'q  équations  dont  il  s'agit  sont  forcément  contenues 
dans  le  groupe  '^'K. 

Cela  posé,  observons  qu'en  vertu  de  l'équivalence  entre 

iC)E     et     ((C>H,'f-'S), 

les  formules  ('^'J,  '^'K),  qui  fournissent  la  solution  générale  de  *^'S, 
fournissent  également  celle  de  (^^*H,  '^*S),  et  que,  par  suite,  les  for- 
mules '^'K  ne  peuvent  manquer  de  vérifier  constamment  le  système 
'^'S.  Si  l'on  désigne  alors  par  *^'/?  le  nombre  des  dérivées  principales 
du  système  S  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  G,  et  si  l'on 
extrait  de  '^'S  un  groupe  partiel  résoluble  par  rapport  aux  ^^'^p  dérivées 
dont  il  s'agit  (I),  les  formules  ^^'K,  en  nombre  '^'^  +  '^y?,  vérifieront 
en  particulier  le  groupe  partiel;  et  comme  ce  dernier,  composé  de  *^'/> 
équations,  est  réduit,  elles  en  fourniront  (n^  140)  la  solution  géné^ 
raie,  à  plus  forte  raison  celle  du  groupe  total  *^'S. 

4"  Pour  que  S  soit  passif,  il  faut  et  il  suffit  que  S  le  soit. 
C'est  ce  qui  résulte  du  simple  rapprochement  de  i",  2"  et  3". 

III.  La  recherche,  dans  le  système  S,  d^  une  solution  ordinaire 
[hypothétique)  répondant  à  des  conditions  initiales  données,  se 
ramène  à  une  semblable  recherche  exécutée  dans  le  système  S. 

Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  d'observer  ce  qui  suit  : 


(*)  Ils  sont,  en  eiïet,  résolubles  luti  et  l'autre  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes X,  y,  ...  et  aux  quantités  (inconnues  et  dérivées  de  S)  dont  la  cote  pre- 
mière ne  surpasse  pas  C. 
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i"  Si,  comme  plus  haut  (II,  3"),  on  désigne  par  H  l'ensemble 
(les  relations  obtenues  en  égalant  chaque  inconnue  adjointe  de  S  à  la 
dérivée  ancienne  correspondante,  il  résulte  immédiatement  de 
l'alinéa  V  du  n°  156  que  les  deux  systèmes 

(H,  S)     et     S 

s'équivalent  au  point  de  vue  de  l'intégration.  En  conséquence,  toute 
solution  ordinaire  de  S  en  fournit  une  de  S  par  la  simple  adjonction 
aux  fonctions  qui  la  composent  de  quelques-unes  de  leurs  dérivées; 
et,  inversement,  toute  solution  ordinaire  de  S  en  fournit  une  de  S  par 
la  simple  suppression  des  fonctions  trouvées  pour  les  inconnues 
adjointes. 

2°  L'économie  des  conditions  initiales  est  la  même,  aux  notations 
près,  dans  les  deux  systèmes  S  et  S  (n°  156,  I). 

IV.  Pour  que  te  système  S  soit  complètement  intégrable,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  système  S  soit  passif  . 

Effectivement,  si  le  système  S  est  complètement  intégrable,  le 
simple  rapprochement  de  l'alinéa  I  et  du  n°  103  montre  qu'il  est  pas- 
sif; le  système  S  l'est  donc  aussi  en  vertu  de  II. 

Réciproquement,  si  le  système  S  est  passif,  il  ne  peut  manquer, 
puisqu'il  est  orthonome,  d'être  complètement  intégrable  ;  le  système  S 
l'est  donc  aussi  en  vertu  de  III. 

V.  Pour  que  le  système,  orthonome  et  de  grade  i,  S,  soit  pas- 
sif,  il  faut  et  il  suffit  que  la  solution  numérique  générale  de 
(r+2)2  soit  fournie  par  des  formules  exprimant  les  variables  indé- 
pendantes x^  y  ^  ...et  les  quantités  [inconnues  ou  dérivées  de  S) 
dont  la  cote  {première)  ne  surpasse  pas  Y-\-i  à  V aide  de  ^^^'^^q 
arbitraires,  ^^"^-^q  d^ entre  ces  formules  étant  résolubles  par  rap- 
port aux  arbitraires. 

La  condition  posée  est  évidemment  nécessaire  (II,  2"). 
Elle  est  d'ailleurs  suffisante. 

Supposons  en  effet  que  la  solution  numérique  générale  de  ^r+2)v 
soit  fournie  par  des  formules  ayant  la  structure  qu'indique  l'énoncé. 
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Si  l'on  désigne  par  ^^+2)^  \q  nombre  des  dérivées  principales  du  sys- 
tème S  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  F  +  2,  et  si  l'on  extrait 
de  ^r'+'^S  un  groupe  partiel  ayant  pour  premiers  membres,  sans  omis- 
sion ni  répétition,  les  ^l'+^j^  dérivées  principales  dont  il  s'agit,  les 
formules,  en  nombre  ^^'^'^^q  -h^^'^^^^-,  qui  donnent  la  solution  géné- 
rale de  (r+2)2  ne  peuvent  manquer  de  vérifier  constamment  le  groupe 
partiel;  et  comme  ce  dernier,  composé  de  ^^+^W  équations,  est  réduit, 
elles  en  fournissent  aussi  la  solution  générale  (n°  140).  Le  système 
(r4-2)v  équivaut  donc  numériquement  au  groupe  partiel,  et,  dès  lors, 
si  entre  les  équations  (r+«)2  q^  élimine  les  diverses  dérivées  prin- 
cipales de  S  dont  la  cote  première  ne  surpasse  pas  F  4-  2,  on  est  con- 
duit à  des  identités. 

Cela  étant,  comme,  dans  le  système  S,  ortlionome  et  de  grade  i, 
la  cote  première  maxima  des  inconnues  est  F,  et,  par  suite,  celle  des 
dérivées  cardinales  (toutes  du  second  ordre)  F  -h  2,  il  résulte  de  la 
règle  provisoire  du  n"  112  que  le  système  S  est  passif  :  c'est  ce  qu'il 
s'agissait  d'établir. 

VI.  Pour  que  la  solution  numérique  générale  de  (F+2)2  ^Qd 
fournie  par  des  formules  ayant  la  structure  indiquée  à  C alinéa 
précédent,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  en  soit  de  même  pour  celle  de 

C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  l'alinéa  II,  3°. 

VII.  Pour  que  la  solution  numérique  générale  de  (F+2)§  ^^^-^ 
fournie  par  des  formules  ayant  la.  structure  dont  il  s'agit,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'élimination  des  dérivées  principales  de  cotes 

8,    o-hi,    ...,    r  +  i,    r4-'2, 
effectuée  entre  les  équations 

(a)  Sg,    Sg+i,    ...,    Sr-i-i,    S1V2, 

conduise  à  des  identités. 

Observons  tout  d'abord  qu'en  vertu  de  l'alinéa  I,  on  peut,  des 
groupes  (2),  extraire  des  groupes, 

successivement  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  principales  dont 
il  s'agit. 

R.  3i 
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Cela  étant,  la  condition  posée  est  évidemment  suffisante. 

Elle  est  d'ailleurs  nécessaire.  Désignons  en  effet  par  ^^+2)^  }g 
nombre  des  dérivées  principales  de  S  dont  la  cote  ne  surpasse  pas 
T -\- 2.  Si  la  solution  numérique  générale  de  (^+2)5  ggt  exprimable 
comme  l'indique  notre  énoncé,  les  formules,  en  nombre  ^^"'"-^^-f-^^"^-^/?, 
qui  la  fournissent  ne  peuvent  manquer  de  vérifier  constamment  le 
système  réduit  des  ^^"'"-^/?  équations  (3),  et  en  donnent  par  suite 
(n°  140)  la  solution  générale  :  les  systèmes  (2)  et  (3)  sont  donc  nu- 
mériquement équivalents,  et  l'élimination  indiquée  entre  les  équa- 
tions (2)  conduit  forcément  à  des  identités. 

VIII.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  IV,  V,  VI  et  VII  suffît 
à  prouver  l'exactitude  de  notre  énoncé. 

199.   Considérons,  par  exemple,  le  système  différentiel  fort  simple 
\  dx^  àx  ây 

OÙ  u  désigne  une  fonction  inconnue,  et  H,  K,  M,  N  quatre  fonctions 
connues  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y.  En  désignant  par 
Xqj  jKo  les  valeurs  initiales  de  ^,.)  ,  et  par  a,,  «2,  «3,  <^4  des  constantes 
schématiques,  les  conditions  initiales  sont  ici  de  la  forme 


pour  X  —  Xo  =  y  —  yo  =  o  : 


àx  dy 

elles  présentent  donc  une  disposition  régulière  (puisque  toutes  les 
cases  du  damier  sont  noires),  et  l'hypothèse  3°,  posée  au  début  du 
numéro  précédent,  se  trouve  réalisée.  Des  deux  hypothèses  1"  et  2^*, 
la  première  est  évidemment  vérifiée,  et,  si  l'on  attribue  à  ^,y,  u  les 
cotes  respectives  i,  i,  o,  la  seconde  l'est  également.  Enfin,  les  en- 
tiers 0,  r  sont  l'un  et  l'autre  égaux  à  2,  en  sorte  que  les  groupes 


u 

= 

a 

du 
àx 

= 

a 

du 

dy 

= 

a 

cPu 
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Spécifiés  dans  l'hjpolhèse  4",  se  réduisent  ici,  le  premier  (Sg  ou  S2) 
au  système  (4)  lui-même,  le  deuxième  et  dernier  (Sp+t  ou  S3)  à 

â-^n  _         ^3  u  OH     d'-u  m 

âx^   ~^       àx-  dy         dx   âx  dy         dx 
â^  u     _         d^  Il  dH     â-^  u  dU 


âx'^  dy  dx  dy^         dy   dx  oy        dy 

d^u  ^     d^u  dK    d'-u  d^ 


dx  dy^  dx-  dy        dx   dx  dy        dx 

d^u        ,.   "d^a  dK     d'-u  dN 

=  K  H ! • 

dy^  dx  dy^        dy    dx  dy        dy 

é 

Chacun  de  ces  groupes,  Sa,  S3,  contient,  comme  on  le  voit,  un 
nombre  d'équations  précisément  égal  à  celui  des  dérivées  principales 
de  cote  égale  à  son  indice  ;  le  premier,  S2,  se  trouve,  en  fait,  résolu 
par  rapport  aux  dérivées  principales  de  cote  2,  et  le  second,  S3,  a,  par 
rapport  aux  dérivées  principales  de  cote  3,  un  déterminant  différen- 
tiel égal  à  I  —  HK.  En  supposant  alors,  comme  l'exige  la  restriction 
d'inégalité  posée  dans  l'hypothèse  4"  du  n"  198,  que  le  produit  HK 
soit  différent  de  i  dans  les  limites  où  l'on  fait  varier  .r,  y^  la  condition 
d'intégrabilité  complète  du  système  (4)  s'obtiendra  par  l'élimination 
des  dérivées  principales  entre  les  équations  S2,  S3,  S/,. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

dH        ,,(^K  d^       „c^N 

3 — ^  *l  3—  ::--+-  ^^  7- 

—  ^ '  ~.        ÎJ17       ~"  Vi 


i-HK      ~  -  I— HK 

dY.       ,,  ^H  d^       ^^  dm 

h  K -— hK  — 

dx  dy   _  dx  dy 


=  W 
I  — HK  '  i-HK 

on  tombe  sur  la  relation 

\dy        dx  J  ôx  dy  dy         dx 

qui  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  x^   v,  ?  considérés  comme 

trois  variables  indépendantes  distinctes  (*). 

(')  Les  relations  S3,  résolues  par  rapport  aux  dérivées  troisièmes  de  m,  donnent, 
en  effet, 

d^u     ^^,    0-^u      ^  _^lif_  =v-^î^  +  W 

dx"^  dy  dx  dy  '  dx  dy"^  dx  dy  ' 

<:onsidérant  ces  deux  dernières  formules,  on   différentiera  la  première  par  rapport 
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Dans  le  cas  particulier  où  les  fonctions  H,  K  se  réduisent  à  deux 
constantes  (n'ayant  pas  pour  produit  l'unité),  cette  relation  devient 

H  — —  =: h  K 


âj^'-  (IX  à  y         d.T-  ôx  dy 

200.  Dans  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  diverses 
dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  faisons 
provisoirement  abstraction  de  toute  équation  dont  le  premier  membre 
serait  une  dérivée  de  quelque  autre,  et  supposons  que  le  système 
résultant,  S,  satisfasse  aux  hypothèses  formulées  dans  l'un  ou  l'autre 
des  n"^  197,  198.  Cela  étant,  pour  que  le  système  primitivement 
donné  soit  complètement  intégrable,  il  faut  et  il  suffit  :  i"  que  le 
système  S  le  soit  lui-même;  i**  que  les  équations  jusqu'ici  négligées 
soient  desimpies  conséquences  numériques  de  S  prolongé. 

On  raisonnera  comme  au  n"  171 . 


Réduction  des  systèmes  auxquels  s'appliquent  les  considérations 

précédentes. 

201.  Nous  nommerons  système  simple  un  système  différentiel  du 
premier  ordre  résolu  par  rapport  aux  diverses  dérivées  (premières) 
qui  intéressent  une  seule  et  même  variable,  et  linéaire  par  rapport  à 
l'ensemble  de  toutes  les  dérivées  (premières).  Un  pareil  système  est 
visiblement  orthonome  :  il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  d'attribuer  à 
toutes  les  variables  indépendantes  la  cote  i,  à  toutes  les  inconnues  la 
cote  zéro,  et  de  se  reporter  à  l'alinéa  1  du  n"*  161. 

Gela  posé,  dans  tout  système  différentiel,  S,  auquel  s'applique 
Cun  ou  C autre  des  deux  théorèmes  d'existence  établis  aux  n^^  197 
et  198,  la  recherche  d'' intégrales  ordinaires  répondant  à  des 
conditions  initiales  données  se  ramène  à  une  semblable  recherche 
successivement  exécutée  dans  divers  systèmes  simples. 

I.  La  recherche,  dans  le  système  différentiel  S,  visé  par 
V énoncé  ci-dessus,  d'intégrales  ordinaires  répondant  à  des  condi- 


à  y,  la  seconde  par  rapport  à  x,  et  ri>n   éliminera,  entre  les  quatre  équations,  les 
trois  dérivées 

Ùr'  U  ùr'  U  W'  il 

ôx"^  ôy  '     ôx  oy-       ôx-  ôy- 
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lions  initiales  données,  se  ramène  à  une  semblable  recherche 
exécutée  dans  un  système  orthonome,  passif  et  régulier,  de 
grade  i . 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le  théorème  d'existence 
du  n'*  197  ou  celui  du  n"  198  est  applicable  au  système  proposé  S. 

Dans  le  dernier  cas,  le  point  formulé  au  début  du  présent  alinéa  1 
résulte  de  la  démonstration  même  du  théorème  d'existence  (n*^198). 

Dans  le  premier  cas,  le  système  S  est  (n*"  197,  III)  de  la  forme 

et,  si  l'on  considère  les  conditions  initiales 

u=      Fo(7,  ...)  \ 


du  ,-,    , 


V  =     Go(.r, ...) 
^=    G,(.r,...) 


pour  X  =  370, 


pour  X  =  a7oi 


on  voit  que  les  diverses  circonstances  spécifiées  au  n"  lo5s'y  trouvent 
réalisées.  En  appliquant  au  système  S,  nécessairement  orthonomCj  le 
mécanisme  décrit  au  n"  156,  on  le  ramènera  à  un  système  orthonome 
(n"  lo7)  et  régulier  de  grade  i,  et  ce  dernier,  se  trouvant  résolu  par 
rapport  à  des  dérivées  (premières)  qui  n'intéressent  toutes  qu'une 
seule  et  même  variable,  x^  sera  nécessairement  passif. 

11.  Dans  un  système  orthonome,  passif  et  régulier,  de  grade  i, 
la  recherche  d'intégrales  ordinaires  répondant  à  des  conditions 
initiales  données  se  ram,ène  à  une  semblable  recherche  exécutée 
successivement  dans  divers  systèmes  orthonomes  de  grade  \ ,  dont 
chacun,  impliquant   un  certain  nombre  d^ inconnues,  se  trouve 
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résolu  par  rapport  aux  dérivées  premières  qui  intéressent   une 
seule  et  même  variable. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  affaire  au  système 


(i) 


y 


du 

dx 

dv 

1^  -••' 

dw 

Ix  ^'" 

dr 
dx 

du 

ày~"' 

dv 

ày  "•■• 

dw 

dy 

du  _ 

âz 

du 

ds       *•• 

où  w,  v^  iv,  r  désignent  quatre  fonctions  inconnues  des  cinq  variables 
indépendantes  x,  y,  z,  5,  t.  Désignons  en  outre  par  Xq,  yo,  z-n^  5o,  ^o 
les  valeurs  initiales  choisies  pour  ces  dernières,  par 

UsCO^     V3(^,  5,  0,     W,(z,s,t),     R^{y,z,s,t) 

quatre  fonctions  données,  et  supposons  qu'on  cherche  les  intégrales 
ordinaires,  w,  p,  w,  r,  du  système  (i),  déterminées  par  les  conditions 
initiales 


u  =  UsiO 

(;  =  V3(-5,5,  t) 

'^  =  ^2(^5  2,  S,t) 

Si  l'on  désigne  par 


pour  X  —  XQ=y — yQ=zz 
pour  x-~Xo  =  y  —  jKo  =  o, 
pour  X  —  :ro  =  JK  —  JKo  =  <>, 
pour  X  —  x^)  =  o. 


'0  —  ^  —  ^0  —  ^> 


Ui(^,JK, -s,^,  0»  U2(7,  ^,  5,^),      1)3(2,5,0,      ^4(5,0, 

Wi(x,y,z,s,t),  Y,_(y,z,s,t), 

Wi(x,y,z,.s,t),  W2(jK,2,5, /), 
Ri(x,y,  z,s,  t) 


I 
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certaines  fonctions,  pour  le  moment  inconnues,  il  est  clair  que  les 
intégrales  dont  il  s'agit  peuvent,  par  un  groupement  convenable  des 
termes  de  leurs  développements,  être  mises  sous  la  forme 

[     r=(x—X())    R1-+-R2. 
Si  l'on  pose  en  outre 

(3)      .  (s-So)V,-\-V^,=  \\(s,t), 

la  première  formule  (2)  devient 

Cela  étant,  considérons,  dans  le  Tableau  (1),  la  quatrième  ligne,  où 
ne  figurent,  avec  le  premier  membre—?  que  les  variables  indépen- 
dantes, les  intégrales,  et  leurs  dérivées  paramétriques;  ces  dernières 
se  rapportent  : 

S'il  s'agit  de  w,  à  la  variable  f, 

S'il  s'agit  de  ç  ou  w^  aux  variables  z,  s,  t] 

S'il  s'agit  de  /•,  aux  variables  j%  5,  5,  t. 

Si  dans  la  ligne  considérée  on  introduit  l'hjpothèse  numérique 

X  —  T^  =  y  —  jo  =  z  —  Zo  =  o, 

on  voit,  parla  formule  (4)  et  les  trois  dernières  formules  (2),  d'une 
part,  que  la  fonction  //,  et  ses  dérivées  relatives  k  s,  t  se  réduisent 
respectivement  à  la  fonction  Tj  (5,  t)  et  à  des  dérivées  semblables; 
d'autre  part,  que  les  fonctions  c,  ^ip,  /■  et  leurs  dérivées  paramétriques 
se  réduisent  à  des  fonctions  toutes  connues  de  5,  t.  La  fonction  1% 
satisfait     donc    à    une    équation     orthonome     ayant    pour     premier 

membre  — ^;  elle  satisfait  de  plus,  en  vertu  de  (3),  à  la   condition 

initiale 

1\=U6(/)         |)(Hjr         s  —  So=o: 

on  se  trouve  ramené  dès  lors,  pour  la  déterminer,  à  une  recherche 
de  la  nature  qu'indique  l'énoncé. 
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Supposons  maintenant  connue  la  fonction  V,  (5,  ^),  et  posons 
moyennant  quoi  la  première  formule  (2)  devient 

(6)  a  =  (37  —  a7o)Ui-f-(j— JKo)U2+  V3. 

Si,  dans  la  troisième  ligne  du  Tableau  (1),  où  ne  figurent,  avec  le 
premier  membre  j-»  que  les  variables  indépendantes,  les  intégrales 
et  leurs  dérivées  paramétriques,  on  introduit  l'hypothèse  numérique 

on  voit,  par  la  formule  (6)  et  les  trois  dernières  formules  (2),  d'une 
part,  que  la  fonction  u  et  ses  dérivées  relatives  à  z,  5,  t  se  réduisent 
respectivement  à  la  fonction  r3(z,  5,  t)  et  à  ses  dérivées  semblables; 
d'autre  part,  que  les  fonctions  p,  (V,  r  et  leurs  dérivées  paramétriques 
se  réduisent  à  des  fonctions  toutes  connues  de  2,  s,  t.  La  fonction  T^ 
satisfait  donc  à  une  équation  orthonome  ayant  pour  premier  membre 

-p;  elle  satisfait  de  plus,  en  vertu  de  (5),  à  la  condition  initiale 

^'3=^'4(*,  ^)         pour         z  —  Zo  =  o, 

ce  qui  nous  ramène  à  une  recherche  de  même  nature  que  lorsqu'il 
s'agissait  de  T4. 

Supposons  connue  à  son  tour  la  fonction  ^^(z^  s,  /),  et  posons 

i  (y—Jo)   U2-H    r3=   Y.2{y,z,s,t), 

(7)  (r-^o)     V2-h      ¥3=^2(7,^,5,0, 

(   (y-y,)W,^W,=  W,(y,z,s,t), 
moyennant  quoi  les  trois  premières  formules  (2)  deviennent 

/    u  =  {x  —  Xq)  Ui-^  Y2, 

(8)  ^^^ijc-a^o)    V,  +  4>2, 

Si,  dans  la    deuxième  ligne    du   Tableau  (i),   où  ne   figurent,  avec 

les  premiers  membres  —  >  —>  —,  que  les  variables  indépendantes, 

les  intégrales  et  leurs  dérivées  paramétriques,  on  introduit  l'hypothèse 
numérique 


» 
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OU  voit,  par  les  formules  (8)  et  la  dernière  formule  (2),  d'une  part, 

que  les  fonctions  «,  ^^,  iv  et  leurs  dérivées  relatives   à.  y^  5,  5,  t  se 

réduisent  respectivement  aux  fonctions  T2(jK,  ^,  -s,  t),  ^2(^5  ^i  s,  t), 

^'■liXi  ^5  ^1  f-)  6t  à  leurs  dérivées  semblables;  d'autre  part,  que  la 

fonction  r  et  ses  dérivées  paramétriques  se  réduisent  à  des  fonctions 

toutes  connues  de  y,  ^,  5,  t.  Les  fonctions  Ta,  <ï>2,  ^2  satisfont  donc 

,  .  .  dX^    d<ï»2    dW^ 

a  un  système  orthonome  ayant  pour  premiers  membres  — —  ?  — —  >  -^j 

elles  satisfont  de  plus,  en  vertu  de  (7),  aux  conditions  initiales 

ce  qui  nous  ramène  encore  une  fois  à  une  recherche  de  la  nature 
qu'indique  l'énoncé. 

Finalement,  si  l'on  suppose  connues  les  fonctions  T2,  <I>2,  ^25  les 
intégrales  cherchées  vérifient  les  équations  de  la  première  ligne  de  (i), 
et  se  réduisent,  pour  x  —  ;ro=  o,  à  des  fonctions  connues,  T2,  <ï>2, 
W2,  R2-  On  se  trouve  donc  ramené  une  dernière  fois  à  une  recherche 
de  même  nature  que  dans  les  cas  précédents. 

III.  Dans  un  système  orthonome  de  grade  i,  résolu  par  rapport 
aux  dérivées  premières  qui  intéressent  une  seule  et  même  variable, 
la  recherche  d'intégrales  ordinaires  répondant  à  des  conditions 
initiales  données  se  ramène  à  une  semblable  recherche  exécutée 
dans  un  système  de  même  nature,  mais  d'ordre  1 . 

Soient  .r,  jKj  z^  ...  les  variables  indépendantes;  i/<,  M2,  ...,  Uh  \es 
inconnues  du  système  proposé;  6  la  cote  première  maxima  de  ces 

inconnues; 

ÙU\        àii^  du  le 

dx         ôx  <)x 

les  premiers  membres  du  système.  Aux  inconnues  u^^  U2->  ...,  Uk 
adjoignons,  comme  inconnues  nouvelles,  toutes  celles  d'entre  leurs 
dérivées  qui  possèdent  la  double  propriété  :  i"  d'avoir  zéro  pour 
ordre  partiel  relatif  à  ^;  2"  d'avoir  une  cote  première  inférieure  ou 
égale  à  0.  Cela  étant,  considérons,  dans  le  système  orthonome 
proposé,  les  diverses  relations  ultimes  (n"  109)  dont  les  premiers 
membres  possèdent  la  double  propriété  :  i"  d'avoir  l'unité  pour  ordre 
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partiel  relatif  à  x\  2"  d'avoir  une  cote  première  inférieure  ou  égale 
à  0 -h  1 .  11  est  clair  que,  moyennant  de  simples  changements 
d'écriture,  les  premiers  membres  de  ces  relations  ultimes  sont  les 
dérivées  premières  par  rapport  -ax  de  toutes  les  inconnues  anciennes 
et  nouvelles.  Quant  aux  seconds  membres,  ils  ne  peuvent  contenir, 
outre  les  variables  indépendantes,  que  des  quantités  (inconnues  ou 
dérivées  anciennes)  possédant  la  double  propriété  :  1"  d'avoir  zéro 
pour  ordre  partiel  relatif  à  .r  ;  2"  d'avoir  une  cote  première  au  plus 
égale  à  0  -h  I  :  donc,  moyennant  de  simples  changements  d'écriture, 
ces  seconds  membres  ne  contiendront,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  les  inconnues  anciennes  et  nouvelles,  et  les  dérivées  pre- 
mières, relatives  àj',  s,  ..  .,  de  ces  inconnues. 

Enfin,  les  déterminations  initiales  des  inconnues  anciennes  et 
nouvelles  sont  données  s'il  s'agit  des  anciennes,  et  se  déduisent  des 
données  par  de  simples  différentiations  relatives  à  jk,  '••,  •  •  •  s'il  s'agit 
des  nouvelles. 

IV.  Dans  un  système  du  premier  ordre  résolu  par  rapport  aux 
dérivées  qui  intéressent  une  seule  et  même  variable,  la  recherche 
dUntégrales  ordinaires  répondant  à  des  conditions  initiales 
données  se  ramène  à  une  semblable  recherche  exécutée  dans  un 
système  de  même  nature,  mais  linéaire  par  rapport  aux  dérivées 
des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  ou,  en  d'autres 
termes,  dans  un  système  simple. 

Soient  x^  )',  ^,  . . .  les  variables  indépendantes  ;  w,,  Wa,  . .  .,  Uk  les 
inconnues  du  système  donné; 

ôux        du2  àu/, 

dx         dx  '       àx 

les  premiers  membres.  Posons 

(9)  -:ir=/^f       (.=  1,2,...,^-), 


dx 

=  Pi 

dui 

=  PÏ 

dui 

~()Z 

=-'P'l 

(10)  {  dui  -  («■=  I,  2,  ...,X: 


et  adjoignons  aux  inconnues  anciennes  toutes  les  dérivées  premières 
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à  titre  d'inconnues  nouvelles.  En  remplaçant,  dans  le  système  donné, 
les  diverses  dérivées  premières  par  leurs  notations  nouvelles,  on 
obtient  les  relations 

(il)  pf  =  ••  (i  =  1,  2,  ...,  A:), 

dont  les  seconds  membres  ne  contiennent,  avec  les  variables  indépen- 
dantes, que  les  quantités  w/,  P^i p^,  •  •  •  (^=17  2,  . . .,  k).  Une  diffé- 
rentiation  relative  à  x,  exécutée  sur  chacune  des  relations  (ïi), 
donne 

(12)  ^=---  (i  =  i,2,  ...,A-), 

système  évidemment  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  qui  y  figurent, 
et  dont  les  seconds  membres  ne  contiennent,  avec  les  variables 
indépendantes,  que  les  inconnues  w/,  pj\  />^,  . . .  («  =  i ,  2,  . . .,  A")  et 
leurs  dérivées  premières  relatives  kx.  Enfin,  les  relations 

d    diii         d  dui 

dx   ôy        dy  dx 

â    dui  _    d  dui 

dx    dz         ôz  dx 


peuvent,  en  vertu  de  (9)  et  (10),  s'écrire  sous  la  forme 
d(ï;         dy 

('3)  '!  M  -  M     ^'^"=^'^'  •••'^)- 

ôx  ôz 


I 


Cela  posé,  si  l'on  considère  le  système  formé  par  les  équations  (9), 
(12)  et(i3),  et  qu'on  remplace,  dans  les  seconds  membres  de  (12), 
les  dérivées  relatives  à  x  des  fonctions  w/,  /?f,  /?J,  . . .  (t  =  i ,  2,  . . .,  A) 
par  leurs  valeurs  tirées  de  (9)  et  (i3),  on  obtient  visiblement  un 
système  simple  ayant  pour  premiers  membres  les  dérivées  premières 
relatives  à  ^  de  w/,  /?;^,  /?J,  /?J,  ...  (j  =  i ,  2,  . . .,  Ar),  c'est-à-dire  de 
toutes  les  inconnues  anciennes  et  nouvelles. 

On  connaît  d'ailleurs,  dans  ce  système,  les  déterminations  initiales 
de  toutes  les  inconnues   :   car  celle  de   Ui  est  donnée  directement, 
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celles  de  pf,  /?J,  . .  .  s'en  déduisent  par  de  simples  différentiations 
relatives  à  y,  3,  . .  .  respectivement,  et  celle  de  pf  se  calcule  ensuite 
à  l'aide  de  (i  i). 

V.  Le  simple  rapprochement  des  alinéas  I,  11,  111  et  IV  suffit  à 
établir  l'exactitude  de  notre  énoncé  général. 
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CHAPITRE  XIII. 

SYSTÈMES  DIFFÉRENTIELS  DONT  L'INTÉGRATION  SE  RAMÈNE 
A  CELLE  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Systèmes  passifs  d'équations  linéaires  et  homogènes  du  premier 
ordre  à  une  seule  fonction  inconnue;  méthode  de  Jacobi. 

202.  Un  système  du  premier  ordre  impliquant  une  seule  fonction 
inconnue,  et  résolu  par  rapport  à  certaines  dérivées  (premières)  de 
cette  inconnue,  est  nécessairement  orthonome.  Il  suffît,  pour  s'en 
convaincre,  de  se  reporter  à  l'alinéa  I  du  n"  161,  et  d'observer  : 
i"  que  le  Tableau  du  système  a  une  disposition  régulière;  2"  qu'en 
attribuant  à  l'inconnue  une  cote  égale  à  zéro,  et  à  chaque  variable 
indépendante  une  cote  égale  à  i ,  la  cote  de  chaque  dérivée  est  égale 
à  son  ordre  même,  et  que,  dès  lors,  celle  d'un  second  membre  quel- 
conque ne  peut  surpasser  celle  du  premier  membre  correspondant. 

Nous  nous  proposons  actuellement  d'étudier  les  systèmes  passifs 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  impliquant  une 
seule  fonction  inconnue,  ayant  par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonction 
la  forme  linéaire  et  homogène,  et  tels,  en  outre,  que  les  coefficients 
des  dérivées  n'y  renferment  que  les  seules  variables  indépendantes 
à  C exclusion  de  V inconnue.  [Jn  pareil  système  est  donc  de  la 
forme 


fi) 


^-^/    _  A  ^^   -4-         -4-  A  '^^ 


àf   _.         àf     ^  ,     ,         àf 


=  A 


/mïï::"  -^•••-t-  ^/^'7ïïïï~' 


où /désigne  la  fonction  inconnue,  .r,,  . . .,  Xp^  Ut,  .  . .,  «^  les  variables 
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iiidépendanles,  el 

Ai^l,         .  .  .  ,       ^l,r/, 

A;;^l  ,  '    •    •    1  ^  />,'/ 

diverses  fonctions  données  des  seules  variables 

à  r exclusion   de  f\  ces  fonctions  données  se  nomment  les  coeffi- 
cients du  système  (i). 

Cela  posé,  et  les  conditions  de  passivité  du  système  (i)  étant 
supposées  satisfaites,  nous  choisirons  pour  les  variables  indépen- 
dantes des  valeurs  initiales  quelconques  à  partir  desquelles  les  coeffi- 
cients soient  développables;  puis,  considérant  parmi  les  intégrales 
de  (i)  celles  qui  sont,  comme  les  coefficients,  développables  à  partir 
des  valeurs  en  question,  nous  ferons  voir  que  leur  recherche  se 
ramène  à  celle  des  équations  intégrales  générales  d'un  système  passif 
d'équations  différentielles  totales  (n"  116). 

203.  Considérons,  en  même  temps  que  le  système  (i),  le  système 
différentiel  total 


dux 


A        ,  ""'/    —  _    A 

dx,  -     •"^''  •••'  dx„~        ^'^'^' 

qui  s'en  déduit  par  un  mécanisme  facile  à  apercevoir,  et  où  ;/, ,  . . . ,  Uq 
désignent  des  fonctions  inconnues  de  ^, ,  . . .,  Xp.  Je  dis  que  la  passi- 
vité de  l'un  quelconque  des  systèmes  {\),  (2)  entraîne  nécessaire- 
ment celle  de  Vautre. 

I.   Considérons  d'abord  le  système  (i). 

Pour  former  ses  conditions  de  passivité,  il  suffit,  puisque  les 
dérivées  cardinales  des  inconnues  sont  du  second  ordre,  d'adjoindre 
aux  équations  (i)  celles  qui  s'en  déduisent  par  toutes  les  difl'éren- 
tiations  premières  possibles,  et  d'éliminer,  entre  les  équations  du 
système  résultant,  toutes  les  dérivées  principales  du  premier  et  du 
second   ordre.   A  cet  effet,   nous  partagerons  les  équations   dont  il 


I 

I 
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s'agit  en  trois  groupes  successifs,  suivant  qu'elles  ont  pour  premiers 
membres  :  i"  les  dérivées  principales  du  premier  ordre,  c'est-à-dire 
les  dérivées  du  premier  ordre  qui  se  rapportent  à  une  des  variables  x\ 
2"  les  dérivées  du  second  ordre  intéressant  une  des  variables  x  et 
une  des  variables  ii\  3"  les  dérivées  du  second  ordre  n'intéressant 
que  les  variables  x.  De  ces  trois  groupes,  les  deux  premiers  ne 
fournissent  visiblement,  pour  chacune  des  dérivées  principales  qui 
figurent  dans  leurs  premiers  membres,  qu'une  seule  expression 
indépendante  de  toute  dérivée  principale.  Cela  étant,  si,  dans  le 
troisième  groupe,  on  tient  compte  des  deux  premiers,  on  n'aura 
encore,  pour  chacune  des  dérivées  secondes 

^,     ...,     ^, 
dx\  âxfj 

qu'une  seule  expression  de  cette  nature;  mais  on  en  aura  deux  pour 
chacune  des  dérivées  cardinales.  A  chaque  dérivée  cardinale  corres- 
pondra donc  une  condition  de  passivité,  obtenue  en  écrivant  que  les 
deux  expressions  dont  il  s'agit  sont  identiquement  égales.  Chacune 
des  deux  expressions  qu'on  doit  ainsi  égaler  entre  elles  a  d'ailleurs  la 
forme  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérivées  paramétriques 
premières  et  secondes  de  l'inconnue,  et  les  coefficients  de  ces  dérivées 
ne  contiennent  que  les  seules  variables  indépendantes  :  la  condition 
de  passivité  qui  résulte  de  leur  comparaison  peut  donc  (puisqu'elle 
doit  être  identiquement  vérifiée)  se  décomposer  en  plusieurs  relations, 
qu'on  obtiendra  en  égalant  les  coefficients  des  dérivées  semblables,  et 
dont  chacune  (ne  renfermant  que  les  seules  variables)  devra  elle- 
même  être  identiquement  vérifiée. 

On  effectuera  un  pareil  calcul  en  faisant  varier  de  toutes  les 
manières  possibles  le  choix  de  la  dérivée  cardinale  du  système  (i). 
Parmi  les  relations  obtenues,  un  certain  nombre  sont  nécessairement 
satisfaites  d'elles-mêmes   :   en  les    négligeant,  comme   de   raison,  il 

restera  finalement  q^—^- ^relations,  représentables  à  l'aide  de  la 

formule  unique 

dx,i  ^    du\\         '  dx„i         J^    âU'A 

R  =  l  R  =  l 

Dans    cette    formule,    il    faut   prendre    successivement    pour    S    les 
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nombres  i,  2,  .  .  .,  ^,  et  pour  m^  n  toutes  les  combinaisons  deux 
à  deux  i^m^n)  des  entiers  i,  2,  ...,/?.  Les  relations  dont  il 
s'agit  doivent,  comme  nous  l'avons  dit,  être  vérifiées  pour  toutes 
valeurs  numériques  de 

TI.   Considérons  maintenant  le  système  différentiel  total  (2). 

A  chaque  dérivée  cardinale  correspond,  comme  nous  l'avons  vu  au 

n"  116,  une  condition  de  passivité,   ce  qui  donne  en  tout  q^—^ 

conditions  :  or,  celle  qui  correspond  à  la  dérivée  cardinale 

—  (m^n) 

àXfndXn 

n'est  autre  que  la  condition  (3),  fournie  par  le  calcul  précédent. 

204.  Le  système  (i),  supposé  passif,  admet  (n^  115)  une  intégrale 
ordinaire  se  réduisant,  pour  les  valeurs  initiales  des  variables  ^,,  ..., 
Xp^  aune  fonction  donnée  des  variables  restantes  w,,  ...,  Uq\  il  ad- 
met donc,  notamment,  q  intégrales  particulières, 

/i»       •••1      fq^ 

dont  le  déterminant  différentiel  relatif  à 

U\i        .  .  .  ,       liq 

a  une  valeur  initiale  différente  de  zéro.  Cela  étant,  je  dis  que  sa  so- 
lution générale  est  une  fonction  arbitraire  de  j\^  -  •  -^  fg  (^^  com- 
posante   étant,    bien    entendu,   choisie    de    façon    que    le    principe 
général  des  fonctions  composées  soit  applicable). 
Effectivement,  considérons  le  Tableau  rectangulaire 


(4) 


«y. 

du,'      •■ 

■'  f  ' 

àllq 

âXp 

"A,    .. 

dux 

■'     f' 

àllq 

àf, 
àa-,'      •• 

àf, 
àx,, 

àf 

àf 

âUq 

àf 

àf 
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qui  contient  (]  -\- p  colonnes  et  ^  +  i  lignes,  )3ar  suite  au  moins  au- 
tant de  colonnes  que  de  lignes.  En  supposant  que  /  soit,  comme 
/m  '  '  •■)  fq:  ^^1^6  intégrale  du  système  (i),  on  a  les  identités 


(5) 


àXi        '  ''*  ûiix 


dxx 


ôx.> 


A.i 


àA 


■p,i 


âxp 

M. 

àXn 


/^l 


-P,\ 


ait 

EL 


Ai,. 


àA 


A       '^-^'^ 


■1,'/ 


àf  . 


du, 


+  A/,,., 


àA 

Ou,- 


-h  A, 


ÔUfj 

M. 

ÔUa 


En  vertu  de  ces  identités,  chacune  des  p  dernières  colonnes  du  Ta- 
bleau (4)  cl  tous  ses  éléments  exprimables  par  une  même  fonction  li- 
néaire et  homogène  des  éléments  de  mêmes  rangs  des  q  premières  ; 
dès  lors,  tout  déterminant  d'ordre  q -]- i  extrait  du  Tableau  (4)  se 
décompose  en  une  somme  de  plusieurs  autres  dont  chacun  est  nul 
comme  ayant  au  moins  deux  colonnes  proportionnelles.  Ainsi,  les 
déterminants  différentiels  des  intégrales 


/. 


u  f 


par  rapport  à  ^  H-  i  quelconques  des  variables  indépendantes  sont 
tous  identiquement  nuls  ;  d'ailleurs  celui  des  </ premières  intégrales 
par  rapport  aux  q  variables  w<,  . . .,  w<;  a,  par  liypolhcse,  une  valeur 
initiale  différente  de  zéro.  Donc,  en  vertu  du  n"  124,  /  est  une  fonc- 
tion composée  de/, ,  . . . ,  fq. 

Piéciproquement,  toute  fonction  composée   de/",,    ...,  /^  est  une 
intégrale  de  (i).  La  relation 


/=F(/i,...,A) 


w. 


32 
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donne,  en  effet,  par  difFérentiation, 


àf 

àfi 
dx, 

+  .  ■ 

âF 

àf, 

dx, 

à.f\ 

4-.  , 

ÙF 

àf, 
du, 

duq        dfi  dii,j       '  '  '       df,j  duq 

Ces  relations,  respectivement  multipliées  par  — i,  A,^,,  .. .,  A,^^,  et 
ajoutées  membre  à  membre  en  tenant  compte  des  q  premières  équa- 
tions (5),  fait  retomber  sur  la  première  équation  (i),  et  l'on  retom- 
berait de  même  sur  les  suivantes. 

20o.  Les  systèmes  (i)  et  (2)  étant  supposés  passifs  (n"  203), 
V intégration  de  V un  se  ramène  à  celle  de  l'autre. 

I.  Si  l'on  connaît  q  intégrales  particulières  du  système  (i)  sa- 
tisfaisant à  la  seule  restriction  que  leur  déterminant  différentiel 
relatif  à  w,,  . . .,  Uq  ait  une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  on 
a  par  là  même  les  intégrales  générales  du  système  (2). 

Soient  en  effet  /", ,  . . .,  y^  les  ry  intégrales  particulières  dont  il  s'agit; 
j  l'un  quelconque  des  entiers  1,  2,  ...,  q\  i  l'un  quelconque  des 
entiers  i ,  2,  ...,/?.  En  multipliant  respectivement  par 

Ou,  OUff 

les  q  équations  contenues  dans  la  ligne  de  rang  i  du  système  (2),  et 
ajoutant  les  produits  mem])re  à  membre,  il  vient 

Oiix  àxi       '  '  '       ()u,j  Oxi  '''  ôu^       '  '  '  ''''  àu,j  ' 

d'ailleurs,  /}  étant  une  intégrale  particulière  de  (i),  l'expression 

■^  ; ,  1      .  -i~  .   .   .  -t-   -rV  ; ,  (7     , 

0U\  ''  ÔUq 

est,  quels  que  soient  ^^1,  ...,^^,  m,,  ...,  ;/y,   identiquement  égale  à 


i 


-p^,  en  sorte  que  la  relation  précédente  peut  s'écrire   sous  la   forme 

Ox  i 

àfl  ^àfj_ô_u^^^^_^dfj^    du,j  ^  ^ 
Ox,-        âui  OXi       '"'       OUq  dxj 

En  faisant  donc  successivement  «=  i,  *>-,  ...,/?  et  y  ^  i ,  2,  ...,  q^ 
on  obtient  les  pq  équations 

I  ^  ^  éA  ^  ^    _i_  Hl  ^  =  o 

dx\         àux   âxi        '  '  '       dug  dx\  ' 


Ox,,        ôu\   Ox,, 

du,,  dx,, 

àfc,    _^  àfc    du,   ^ 
Oxf         du,   dx. 

df,,   du,, 
Ou,,  dxx 

df,,     ^    df,,    du,     ^  ^^^   ^    df,,    du,,  ^^   . 
dx,,        Oui   Ox,,       '  '  '       du,,  dx,. 

Ces pq  équations  sont  partagées  ci-dessus  en  q  groupes  composés 
chacun  dey?  équations;  on  peut  aussi  les  partager,  comme  il  suit, 
en  p  groupes  composés  chacun  de  q  équations  : 

dfi    du,,  _ 


dxi     '    dui 

dx,        ' 

Ou,,   dx, 

OXx         Oui 

du, 
d^i   '^' 

1    ¥<i    ^"y 

Ou,j     OXy 

=  0 

Ox,,        Ou\ 

dus 
Ox,, 

_^  àf    Ou,, 
Ou,,  Ox,, 

=  0 

[     ¥7      ,      àfr,    dUj       ^    ^^^    ^     df,     du,,    ^ 


=0. 

dx,,        du,  dx,,  du,,  dx. 

De  ces  p  nouveaux  groupes,  celui  de  rang  /,  composé  de  q  équa- 
tions comme  la  ligne  de  rang  i  du  système  (2),  s'en  déduit  à  l'aide  des 
q  systèmes  de  multiplicateurs 


df, 

ou,, 

Of<, 

.  .,        .  .  .  . 

du. 

OU,, 
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dont  le  déterminant  est,  par  hypothèse,  diflerent  de  zéro  ;  il  en  résulte 
que  ce  groupe  est  en  corrélation  multiplicatoire  (n^^  122)  avec  cette 
ligne,  et,  par  suite,  que  le  système  des  /j  groupes  est  en  corrélation 
multiplicatoire  avec  le  système  (2).  L'intégration  du  système  (2)  se 
ramène  donc  à  celle  du  système  formé  parles/?  groupes  de  q  équa- 
tions :  or,  si  l'on  se  reporte  au  groupement  primitif  (^  groupes  de 
p  équations),  l'intégration  est  immédiate  et  donne  ^ 


(6)  /i  =  G„         ...,        /,=  C 


<h 


OÙ  G,,  ...,  G^  désignent  des  constantes  arbitraires.  Le  déterminant 
différentiel  du  système  (6)  par  rapport  à  f/,,  ...,  Uq  est,  par  hypo- 
thèse, différent  de  zéro,  et  il  est  manifeste  qu'en  donnant  aux  con- 
stantes des  valeurs  numériques  convenables,  la  résolution  du  sys- 
tème (6)  par  rapport  à  «,,  . .  .,  Uq  fournira  les  intégrales  particulières 
de  (2)  répondant  à  des  conditions  initiales  données  :  pour  avoir  celles 
qui  répondent  aux  conditions  initiales 


/  pour  ^1— çi  =  ...  =  a-/;— ^/,=  o, 

Iq  =  Uy    ) 


il  suffira  de  donner  à  G( ,  . . .,  G^  les  valeurs  numériques 
1^  =/i  ('Ji,  •..,  '^<i,  \\,  ..-,  \p), 


./V(^,,...,^v^i.-.-,^p)- 


IL  Si  Von  connaît  les  intégrales  générales  du  système  (2),  on 
connaît  par  là  même  q  intégrales  particulières  de  (1)  dont  le  dé- 
terminant différentiel  relatif  à  w,,  ...,  Uq  a  une  valeur  initiale 
différente  de  zéro. 

Soit 

(7)  /l=Gi,  ...,  fq=Cq 

un  système  qui,  résolu  par  rapport  à  w,,  . . .,  «^,  fournit  les  intégrales 
générales  de  (2)  [de  là  résulte,  notamment,  que  le  déterminant  difle- 
rentiel  de  /) ,  . . .,  fq  par  rapport  à  M|,  . . .,  Uq  est  différent  de  zéro]. 
Je  dis  que  chacune  des  fonctions  /', ,  . .  .^  fq  est  une  solution  particu- 
lière de  (i). 
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Soient,  en  eHet, 
des  valeurs  numériques  arbitraires  de 


Si,  dans  le  système  (7),  on  donne  aux  constantes  C|,  . .  .,  C^  les  va- 
leurs numériques 

1^   =fi{^U    "',^qAl^    •••'   ^p), 


la  résolution  du  système 

(8)  A  =  Yu  ...,        f,=  T,, 

effectuée  par  rapport  à  m,,  ...,  Ug,  fournira   les  intégrales  particu- 
lières du  système  (2)  qui  répondent  aux  conditions  initiales 


/         pour  Xi—l^=..  .  =  Xp  —  ^f,=  o. 

Gela  étant,  remplaçons  mentalement,  dans  le  système  (8),  Wj,  ..., 
Ug  par  les  intégrales  particulières  dont  il  s'agit  :  les  équations  (8)  sont 
alors  des  identités  en  ^,,  . . .,  Xp^  et,  en  les  diff'érentiant,  on  a  encore 
des  identités.  Or,  l'équation  fj  =  Fy,  diff'érentiée  par  rapport  à  ^/, 
donne 

âXi        âui   dxi       *  '  '       dug  dxi  ' 

d'autre  part,  puisque  w<,  ...,  Ug  sont  des  intégrales  particulières  de 
(2),  on  a  identiquement,  en  .ri,  .  . .,  x p^ 

on  a  donc  aussi,  quels  que  soient  x, ,  . .  . ,  ^^, 

Si,  dans  cette  dernière  relation,  on  introduit  les  liyj)Otlièses  numé- 
riques 

^l=Çl>  •••5  ^P^^^Pt 


(I) 
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w«,  ...,  ^/y  prennent  respectivement  les  valeurs   numériques   u<,    ..., 
Uy  ;  et,  comme  les  valeurs  numériques 

sont  arbitraires,  l'équation  (9)  est  identiquement  vérifiée  en 

Ainsi,  l'une  quelconque  des  fonctions/,,  . . .,  fq  vérifie  identique- 
ment l'une  quelconque  des  équations  (1)  :  c'est  ce  que  nous  voulions 
établir. 

III.  En  rapprochant  du  numéro  précédent  les  alinéas  I  et  M  du 
présent  numéro,  on  aperçoit  immédiatement  l'exactitude  de  notre 
énoncé  général. 


Systèmes  passifs  d'équations  linéaires  et  non  homogènes  du  premier 
ordre  à  une  seule  fonction  inconnue;  méthode  de  Jacobi;  son 
extension  à  un  cas  qui  comporte  plusieurs  inconnues. 

206.  Pour  éviter  d'inutiles  longueurs,  nous  exposerons  la  méthode 
de  Jacobi,  non  sur  le  cas,  devenu  classique,  d'une  seule  inconnue, 
mais  sur  le  cas  un  peu  plus  général  auquel  fait  allusion  le  titre  ci- 
dessus  :  en  supposant,  dans  ce  qui  suit,  le  nombre  des  inconnues 
égal  à  1,  on  retombera  sur  le  problème  classique. 

Si  l'on  considère  le  système  {évidemment  orthononie)  (') 


doc                        as              dt 

dw 
d^ 

dy          ^          ^  ds          ^   dt 

^'^  _  V   -4-  S    "^^  T    "^'^ 
dy                    ■'  ds          ■'  dt 

dw 

dz                     ^  ds              dt 

dz                     "  ds          "  dt 

dw 

Jz 

_^.         ^    dw      ^    dw 

oii  a^  ç,  w  désignent  des  fonctions  inconnues  de  x^  y,  ^,  5,  ^,  et 

j  u,,    LV,     U„    V„    V,,    V„     W,,     Wy,    w„ 
I  S„     s,.,     S„     T^,     Ty,     T, 

(')  Il  suffit,  pour  se  convaincre  de  la  nature  orthononie  du  système  (i),  d'attri- 
buer à  chacune  des  variables  indépendantes  la  cote  i,  à  chacune  des  fonctions  incon- 
nues la  cote  zéro,  et  de  se  reporter  à  l'alinéa  I  du  n"  161. 
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des  fonctions  connues  de  œ^  y,  ^,  5,  /,  w,  c,  (t^  satisfaisant  aux 
conditions  voulues  pour  que  le  système  (i)  soit  passif,  r intégra- 
tion de  ce  dernier  se  ramène  à  celle  d'un  système  passif  d'équa- 
tions différentielles  totales  (n"  116). 

I.  Pour  former  les  conditions  de  passivité  du  système  (1),  il  suffit 
(n"  112)  d'adjoindre  aux  équations  qui  le  composent  celles  qui  s'en 
déduisent  par  toutes  les  ditférentiations  premières  possibles,  et  d'éli- 
miner entre  les  équations  du  système  résultant  toutes  les  dérivées 
principales  du  premier  et  du  second  ordre.  Aux  diverses  dérivées 
cardinales, 


dx  ôy 

ôx  ôy 
âUv 


dx  dz 

dx  ôz 
à'  w 


àydz 
à  y  dz 


dx  dy        dx  dz        dy  dz 


correspondent    respectivement  des  conditions  de  passivité   ayant  1; 
forme 


(3) 


A  ^" 

■''  ôs 
du 
Is 
du 


A  ^^^  A  _ 


A.r=,.s- 


^xz,t 


dt 
du 


+  Kvz,u  =  O, 


^y-^^  t:  +  ^y--^t  -77  +  A^,;,,^  =  o 


ds 

^^^'•^  ds 
dw 


dt 


dv 


xy,v 


^^■^y^^dï 

A  ^^ 


A  ^^ 

•    '    dt 


^yz,v 


O, 


^xy,t 


dw 
'dt 


~^  ^xy^w —  0> 


;    A  ^w  dw  _ 


^yz,s 


ds 
dw 
'ds 


A  A  _ 


où  les  A  désignent  certaines  expressions  composées  avec  les  fonc- 
tions ('a)  et  leurs  dérivées   partielles  du  premier  ordre,  et  ne  conte- 
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nant,  par  suite,  que  x,  y^  5,  5,  t^  u^  i^,  w.  Pour  que  le  système  (i) 
soit  passif,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait,  quels  que 
soient  :r,  y,  5,  5,  t^  u^  v^  w^ 


^.tz,s  —  ^xz,t 


r^,^ 


"■x:,u  —  ^xz,v  —  '^xz,w  —  O, 
^yz,n  ^^  "-jr;,c  ^-^  ^yz,w  ^^  O- 


On  arrive  exactement  au  même  résultat,  si,  au  lieu  du  système  (i), 
ci-dessus  défini,  on  considère  le  système 


(4) 


^-S    ^  +  T    ^-U    ^-V    ^-W    ^, 

-r~  —  "^x  ~^       r-  *■  X  ^  —  ^x  "3 *  -f  1 ^*  X  3      ' 

<^ir  ^5  Ot  ou  âç>  âw 

Èf-s    ^  +  T   ^-U   ^-V    ^-W    ^, 

ojjK  •    c's  -^  ôt  •  du  •'  âv  ^  ow 

ôz  ds  dt  du  dv  dw 


OÙ /désigne  une  fonction  inconnue  des  variables  indépendantes 

(5)  X,    y,     z,     s,     t,     u,     p,     w. 

11  est  facile  de  vérifier  par  le  calcul  l'exactitude  de  cette  double  re- 
marque. 

Le  système  (4)  esl  donc  passif ^  puisque  le  système  (i)  est  sup- 
posé f  être. 

II.  SiUon  désigne  par  Jk-,  fit  f\  trois  solutions  ordinaires  du 
système  (4)  telles  que  le  système  des  équations  finies 

(6)  /i  =  o,  /2  =  0,  /3  =  0 

soit  résoluble  par  rapport  à  w,  v,  w  conformément  au  principe  gé- 
néral des  fonctions  implicites,  les  fonctions  de  x^y^  5,  5,  t  four- 
nies par  cette  résolution  constituent  un  groupe  dUntégrales  ordi- 
naires du  système  (i). 


Effectivement,  les   fonctions   implicites    u. 
résolution  de  (6)  vérifient  les  relations 


(7) 


w   fournies  par  la 


dx 

du 

du 
dx 

-(- 

dv 
dx 

dw 

dw 

as 

du 

du 

ds 

H- 

dv 

dv 
7s 

dw. 

dw 

~d7 

àf 
dt 

du 

du 
li 

-H 

àf 

dv 

dv 
dt 

dw 

dw 
~dï 

k 
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obtenues  en  difrérentiant  la  première  des  relations  (6)  successive- 
ment par  rapport  à  x^  s,  t.  En  multipliant  les  relations  (7)  respecti- 
vement par  I,  —  S.r,  — T.r,  et  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

^    ^     da:  as  ât  au  \  ôx  os  ôt  J 

^j/^_        ^_        o^\         dfi  /dw  dw        rf.    àw 

'^  ôv  [àx  •'■  as  ■'  dt)^  â.v  [  â.r  ~     ■'  as         ^  ■'  ~dt 

D'un  autre  côté,  la  relation 

^^'  ôx  ()S  Ôt  OU  ÔV  ÔW 

est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  des  quantités  (5),  puisque /i  est 
une  intégrale  de  (4)5  et?  si  l'on  y  remplace  w,  p,  w  par  leurs  valeurs 
en  x^  y^  z,  5,  t  tirées  du  système  (6),  elle  le  sera,  comme  (8),  pour 
toutes  valeurs  de  x^y^  s,  5,  t.  Cela  étant,  la  combinaison  de  (8)  et  (9) 
donne  immédiatement 

ôfx  1  ou         ^.         ^     ou         ^    ou 

('«)  £U-''--^-^u-^^-ôi 

àf^/dj^  _  V   -S    -    -T    -^ 
ôf^  [ÔW  ÔW  dw\ 

^d^Kj^  -^--  ^-^ -s  -  ^^ -ôï)  =  "• 

En  opérant  sur  les  équations  /2=  <^j/3=  o  comme  on  vient  de  le 
faire  sur./,  =  o,  on  obtiendrait  deux  autres  relations  ne  différant  de 
(10)  que  par  le  changement  de/  en /a  Qlenf^.  Finalement,  puisque 
le  système  (6)  est  supposé  résoluble  conformément  au  principe  gé- 
néral des  fonctions  implicites,  le  déterminant  différentiel  de  ses  pre- 
miers membres  par  rapport  à  u^  v^  w  est  différent  de  zéro,  et  les  trois 
relations  que  nous  venons  de  former  donnent  immédiatement 


I 


ou 
ôx 

-u.-s.- 

T      Ou 

ôv 
"dx 

-v.-s.^-^ 

dw 
'ôs 

-w.-s.- 

On  reproduit  ainsi  la  première  ligne  du  système  (i),  et  l'on  en  re- 
produirait de  même  les  deux  autres  lignes. 


1 
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III.  Réciproquement,  toute  solution  ordinaire  du  système  (i) 
peut  s^ obtenir  en  égalant  à  zéro  trois  solutions  ordinaires  conve- 
nablement choisies  du  système  (4),  et  résolvant  le  système  ainsi 
obtenu  par  rapporta  w,  v^  w  conformément  au  principe  général 
des  fonctions  implicites.  ^^ 

Désignons  par.a;o,jKo5  ^oi  ^oi  h  les  valeurs  des  variables  à  partir 
desquelles  nous  supposons  développées  les  intégrales  considérées  du 
système  (i),  et  par 

0(s,t),       cp(5,  0,       ^(S,t) 

les  fonctions  de  s,  t  auxquelles  ces  intégrales  se  réduisent  dans  l'hy- 
pothèse numérique 

X  —  ^0  =y  —yo=  z  —  z^y=  o. 

Désignons  d'un  autre  côté  par 

(II)  r,,    r^,    r3,    r4,    r, 

cinq  intégrales  particulières  du  système  (4)  possédant  la  dou])le  pro- 
priété :  1°  d'être  développables  à  partir  des  valeurs 

■^05      yo,       ^0,      5o,       ^Oj 

i"^  d'avoir,  relativement  à  s^  t^  w,  v^  w^  un  déterminant  différentiel 
différent  de  zéro  pour  ces  mêmes  valeurs.  On  sait  (n"  204)  qu'en  dé- 
signant par  F  une  composante  arbitraire,  la  fonction  composée 

F(ri,r,,r3,r4,r5) 

est  nécessairement  aussi  une  solution  du  système  (4). 

Gela  étant,  introduisons  dans  les  fonctions  (i  i)  l'hypothèse  collec- 
tive 

,  (    a?  =^  a7o,  y  =70,  Z  =:>So, 

I    w  =  u(^,  ^),  p  =  cp(5,  ^),  W  =  ^{S,t)\ 

nous  obtiendrons  ainsi  cinq  fondions, 

Yb      Ta,     Ta,      T*'      Ta, 
des  seules  variables  5,  ^,  fonctions  telles,  comme  nous  allons  le  prou- 
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ver,  que  Tun  au  moins  des  déterminants  du  second  ordre  extraits  du 
Tableau 


(>[: 

à^(. 

àr^ 

^T4 

^To 

ôs' 

Os' 

ôs' 

as' 

as 

'^V 

r)y. 

<hs 

'>r4 

ày, 

()t 

dt   ' 

ot 

Ôt    ' 

ôt 

possède  une  valeur  initiale  différente  de  zéro. 
Considérons  en  effet  le  déterminant 


(i3) 


d\\ 

âi\_ 

d\\ 

àT; 

f^Fs 

as 

as 

ôs 

ôs 

ôs 

àV, 

dl\_ 

àT, 

àT, 

ÔT, 

dt 

ôt 

ôl 

ôt 

ôt 

oi\ 

dY, 

ÔV-, 

àT, 

àT, 

au 

r)u 

du 

ou 

ou 

dTr 

àl\ 

àV^ 

àT, 

àT, 

Oi' 

dv 

ÔV 

ÔV 

ÔV 

âr, 

ÔT, 

ÔV, 

àT, 

àT, 

dont  la  valeur  initiale  est,  par  liypothèse,  différente  de  zéro.  Dans  ce 
déterminant,  on  peut,  par  l'application  des  règles  élémentaires,  sub- 
stituer respectivement  à  -p  et  — -^  (/=!,  2,  3,  4,  5),  éléments  de 
rang^  i  des  deux  premières  lignes,  les  expressions  respectives 

ôTi        ôTi  ô\j        ôTi  ô(f        ôTi  d']/ 

ôs  ou    ôs  âv     Ôs  ÔW     Ôs 

ôTj        ÔTi  à'j        ÔTi  à'^i        ÔTi  ^^ . 
~ôt~^'ôûôt^~ôvôt^ôwôt' 

on  peut,  d'autre  part,  pour  calculer  les  valeurs  initiales  de  ces  deux 
expressions,  introduire  dans  la  fonction  F/  l'hypothèse  (la),  prendre 
les  deux  dérivées  premières  de  la  fonction  y/(6",  ^),  ainsi  obtenue,  et 
calculer  finalement  les  valeurs  initiales  de  ces  dérivées  (<  ).  Le  déter- 


(')  Eiïectivement,  pour  obtenir  les  valeurs  initiales  des  expressions  dont  il  s'agit, 
il  faut  y  remplacer  x,  y,  z,  s,  t^  m,  c,  w  par  les  valeurs  numériques  respectives  x^, 

IXoi  -So^  «o>  hj  "0»  t^o»  «'o- 
Or,  si,  dans  la   fonction    r,(a7,  jk,  ^,  s,  t,   u,   v^  w),  on    introduit   les   hypothèses 
numériques  x  =  x^,  y  z^  y^,  2  =  2„  (sans  toucher  aux  variables  s,  t,  m,  v,  tv),  et 
qu'on    prenne  ensuite  une  dérivée  quelconque  de  la  fonction  de  5,  i,  w,  v^  w  ainsi 
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minant  (i3)  a  donc  même  valeur  initiale  que  le  suivant  : 


(i4) 


ds 

ds 

ds 

ds 

ày, 
ds 

dt 

dt 

dt 

dt 

^Y5 

dt 

àT, 

dT, 

àT, 

àT, 

àT, 

du 

du 

du 

du 

du 

dT, 

dV, 

dTs 

àT, 

àT, 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dFi 

dT^ 

dT-, 

dTj^ 

àT, 

et,  dès  lors,  si  les  déterminants  du  second  ordre  qu'on  peut  extraire 
des  deux  premières  lignes  de  (i 4)  avaient  tous  des  valeurs  initiales 


obtenue,  le  résultat  final  est  le  même  que  si  l'on  avait  d'abord  effectué  sur 
r-(a7,  y,  z,  s,  t,  u,  V,  iv)  la  dérivation  dont  il  s'agit,  et  qu'on  eût  introduit  dans  la 
dérivée  résultante  les  hypothèses  numériques  x  =  Xq,  y  =  y^,,  z  =  z,^  (on  le  voit 
immédiatement  en  développant  la  fonction  T,  suivant  les  puissances  de  x  —  a?„, 
y  —  Xo,  z —  Z(,).  D'après  cela,  si  l'on  pose 

r,(^«,  ro,  ^0^  *,  t,u,v,w)  =  A,. (5,  t,  u,  V,  w), 

les  deux  valeurs  initiales  qu'il  s'agit  de  calculer  seront  respectivement  les  mêmes 
que  celles  des  deux  expressions 


dA,        dA, 
ds         du 

d'J        dA, 
ds  "*"   dv 

d?  dA,  d^ 
ds        dw   ds 

dA.        dA, 
dt   "^   du 

dv        dA,. 
dt  ^  dv 

d'i  dA,  d^ 
dt  '^  dw  dt 

Cela  posé,  et  les  valeurs  initiales  de  u,  cp,  ^j;  étant  respectivement  Mj,,  Vq,  w^^  on 
peut,  pour  effectuer  ce  dernier  calcul,  remplacer,  dans  la  fonction  A-,  les  variables 
a,  V,  w  par  u,  cp,  4^,  et  substituer  aux  deux  expressions  précédentes  les  expressions 
respectives 

dA-        àà^  au        à\^  à^        dA-  c)^ 
ds  dv    ds         O'-s    ds         d'\i    ds 

dA,        dAj  dv        dA,.  d?        dA,.  d'\> 
dt  ^  ~dv    dt  '^  do   (Jt  "^  d'^   dt  ' 

qui,  d'après  la  définition  de  y^, 

Y,(s,0  =  A,(5,^,u,  ?,<];), 

combinée   avec    la   règle    des    fonctions    composées,    auront    respectivement   mêmes 

valeurs  initiales  que  — e-^.  — r^* 
^        ds      dt 
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nulles,  il  en  serait  de  même  du  déterminant  (i3),  ce  qui  esl  absurde. 
Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que 


(i5) 


as 
àt 


ôt 


a  une  valeur  initiale  diflerente  de  zéro. 
Cela  étant,  considérons  les  expressions 

r3-H3(ri,r,),    r4-H4(r,,r2),    Ts- H5(ri,r2), 

et  cherclions  à  déterminer  les  composantes  H3,  H/,,  H 5   de  telle  ma- 
nière que  la  résolution,  par  rapport  à  w,  r,  i-v^  du  système 


(16) 


r3-H3(ri,r2)  =  o, 
r4-H4(ri,r,)  =  o, 
r5-H5(ri,r2)  =  o, 


fournisse  précisément  les  intégrales  considérées  du  système  (i). 

Observons  tout  d'abord  que  si  les  premiers  membres  des  équations 
(16)  s'annulent,  quels  que  soient  ^,  j>^,  2,  s,  t,  par  la  substitution  à 
w,  p,  w  des  intégrales  dont  il  s'agit,  ils  s'annuleront  forcément,  quels 
que  soient  5,  i,  dans  l'hypothèse  (12)  ;  on  doit  donc  avoir,  quels  que 
soient  ^,  t, 

i  Y3— H3(yi,  Y2)  =  o, 
('7;  I  T4-  H4(yi,T2)  =  0, 

(  Y5—  H5(yi,  Y2)  =  o. 

Faisons  alors  un  changement  de  variables,  et  posons 

puisque  le  déterminant  différentiel  de  y^  et  Y2  par  rapport  à  5,  ^  a 
une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  on  peut  de  ces  formules  tirer  s 
et  t  en  fonction  de  8,  et  Oo,  et,  si  l'on  substitue  à  5  et  ^  dans  (17)  les 
expressions  ainsi  obtenues,  les  relations  résultantes  doivent  être  véri- 
fiées quels  que  soient  9,  et  82  (')  :  en  désignant  donc  par 

M3(0,,02),     M4(0,,02),     M5(e„02) 


(')  Car  à  loui  svstème  de  valeurs  de  0,,  62  (su(fisamii)enL  voisines  des   valeurs 
initiales)  les  formules  de  résolution  font  correspondre  un  système  de  valeurs  de  s,  t. 


^^°  CHAPITRE   XIII.  1^  ^1 

ce  que  deviennent  y3(.,  t),  y,(.,  t),  y, (s,  t)  par  m^ubslitutio? 
on  devra  avoir  identiquement 

M3(e„e2)-H3(ei,02)  =  o, 
M4(e„e2)  — H4(e,,62)  =  o, 
M3(e,,62)-H5(e„e2)=:o, 

ce  qui  nous  conduit  à  prendre  pour  H3,  H„  H,  les  déterminations 
respectives  M.,,  M„  M^.  Par  suite  de  ce  choix,  les  équations  (16)  de- 
viennent 

i  i^3-M3(r,,r2)  =  o, 
^'^^  \  r4-M4(r„r,)  =  o, 

et  leurs  premiers  membres  acquièrent  la  propriété  de  s'annuler  iden- 
tiquement dans  l'hypothèse  (.2);  dès  lors,  en  admettant  pour  un 
instant  que  le  déterminant  diOerentiel,  relatif  à  u,  v,  (v,  des  équa- 
tions (18)  ait  une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  les  fonctions  im- 
plicites qu'elles  définissent,  et  qui,  en  vertu  de  l'alinéa  II,  vérifient 
identiquement  le  système  (i),  coïncideront  précisément  avec  les  inté- 
grales particulières  que  l'on  considère.  Reste  donc  à  établir  que  le 
déterminant  différentiel  dont  il  s'agit  a  une  valeur  initiale  différente 
de  zéro. 

Considérons  à  cet  effet  le  déterminant  (i  4),  dont  la  valeur  initiale, 
égale,  comme  nous  l'avons  vu,  à  celle  du  déterminant  (.3),  est  par  là 
même  différente  de  zéro.  Aux  trois  dernières  colonnes  du  détermi- 
nant (i4),  on  peut,  par  l'application  des  règles  élémentaires,  substi- 
tuer respectivement  les  trois  suivantes  : 


^3 

fMg  dyi 

à^U  ^72 

^T4 

dM,  (^Y, 

dM,    rjy, 

^Y3 

dM~^  r>/, 

dM;  dy, 
d\\    ds 

ds 

âV^     as 

"t^r,   ds  ' 

ds 

dl\     ds 

0^2    ds  ' 

ds 

dr^   ds 

dt 

oT,     dt 

dY-y     dt  ' 

dt 

dM.   dy, 
dl\     dt 

dM,  dy, 
dT.2    dt  ' 

dt 

dM,  dy, 
dl\     dt 

dl\    dt 

dX, 

f^Mg  ^r, 

aMg     dV^ 

àV; 

dM;,  dTi 

dM,  dr^ 

dVr. 

dMr,  dVi 

dM,  dl\ 
dTi    du 

du 

dV^    Ou 

c^Fa    du' 

du 

dVi     du 

dVz    du  ' 

du 

dTi    du 

(JV 

^Ms  dV^ 
dFi     dv 

^M3  dV^ 
dY^     dv  ' 

dv 

dM^  dr, 
dl\     dv 

dM,  dr^ 

dTo     dv  ' 

dv 

dM-,  dVt 
dFi     dv 

dM;  dV 
dl\    dv 

àVs 

dy\;,  dY, 

ôM-,  dT<i 

àT, 

dM,  d\\ 

dM,  dT, 

dT^ 

dM~,  dTi 

dM;  dV, 

âw 

c^r,    dw 

dr.2    dw  ' 

dw 

dr,  dw 

dr.,  dw  ' 

dw 

dVi    dw 

dTi  dw 

(19)  ;  fli_f;M3  d_i\     dMg 


Or,    dans  le  Tableau  ci-dessus,   les   éléments    des    deux  premières 
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lignes  ont  tous  pour  valeur  initiale  zéro  :  car,  si  l'on  observe  que  Fi, 
Fo  ont  respectivement  les  mêmes  valeurs  initi^ales  quey^,  yo?  et  si 
l'on  considère,  par  exemple,  le  premier  élément  de  la  première  ligne, 
il  a  évidemment  même  valeur  initiale  que  l'expression 

ds         â^(i     as         c*Y2     ^* 
laquelle  est  nulle  quels  que  soient  5,  ^,  puisque  l'expression 

T3—  MsCyi,  Y2) 

jouit  elle-même  de  cette  propriété.  Gela  étant,  le  déterminant  (i4)  a 
évidemment  même  valeur  initiale  que  le  produit  du  déterminant  (i  5) 
par  le  déterminant  formé  avec  les  trois  dernières  lignes  de  (19);  le 
second  facteur  de  ce  produit  a  donc,  comme  le  produit  lui-même, 
une  valeur  initiale  différente  de  zéro,  ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

IV.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'intégration  du  système  pas- 
sif (i)  se  ramène  à  celle  du  système  passif  (4),  et  par  suite  (n°  205) 
à  celle  d'un  système  passif  d'équations  différentielles  totales  du  pre- 
mier ordre. 

Intégration  des  systèmes  orthonomes  passifs  de  grade  1  dont 
le  Tableau  n'offre  de  cases  vides  que  dans  une  seule  colonne. 

207.  Pour  familiariser  le  lecteur  avec  la  méthode  exposée,  nous 
n'aborderons  que  progressivement  le  cas  général  formulé  dans  le 
titre  ci-dessus,  et  nous  commencerons  par  supposer  que  les  seconds 
membres  du  système  ne  sont  pas  d'ordre  supérieur  à  i . 

Observons  à  ce  propos  qu'un  système  du  premier  ordre,  résolu  par 
rapport  à  certaines  dérivées  des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent 
engagées,  ne  peut  manquer  d'être  orthonome,  si  toutes  les  cases  vides 
(le  son  Tableau  se  trouvent  situées  dans  une  même  colonne.  Suppo- 
sons, en  effet,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  implique  les  trois  fonctions 
inconnues  m,  p',  w  des  cinq  variables  indépendantes  x,  y,  ^,  5,  t,  et 
cjue  toutes  les  cases  de  son  Tableau  soient  pleines,  à  l'exception  des 
cases  (s)  et  (t)  de  la  colonne  ((t^);  pour  se  convaincre  de  la  nature 
orthonome  d'un  pareil  système,  il  suffit  d'attribuer  :  1"  à  ^,  y,  5,  5,  t 
des  cotes  premières  égales  à  1 ,  et  à  //,  t^,  w  des  cotes  premières  nulles; 
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2"  à  X,  y,  z  et  u,  v  des  cotes  secondes  égales  à  i ,  à  5,  ^  et  w  des  cot( 
secondes  nulles  (*  ).    , 

Dans  le  cas  où  les  seconds  membres  du  système  en  question  sont 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées  (premières)  des  fonctions  incon- 
nues, nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  système  est  linéaire. 

208.  Si^  dans  le  Tableau  d'un  système  passif  et  linéaire  du 
premier  ordre,  toutes  les  cases  vides  appartiennent  à  une  même 
colonne,  la  recherche  de  la  solution  ordinaire  qui  répond  à  des 
conditions  initiales  données  se  ramène  à  l'intégration  successive 
de  deux  systèmes  passifs  d'équations  différentielles  totales  du 
premier  ordre,  donl  le  second  est  indépendant  du  choix  des  con- 
ditions initiales 

I.  En  supposant,  comme  au  numéro  précédent,  que  le  Tableau  con- 
tienne cinq  lignes  et  trois  colonnes,  avec  deux  cases  vides  dans  sa 
dernière  colonne,  le  système  proposé  est  de  la  forme  suivante  : 


du 

— -B 

d7  -  ^- 


B'-  — 
">■  as 


"^'  ât 


B-^-^B-^ 
as  ""    dt 

^"'  as  ^^'^'77 


du 
'dt 


=  B„,-+- 


âw 
'"'   as 


B'.V-^  — -f-BiJ-f 


'dt 


dx 

d_^ 

dy 

d_v_ 

dz 

dv_ 

Ts 


"y  ds 


"y  dt 


ds  ""-    Ot 

dw 


=  B. 


^'         B 
dï   =^^' 


''   ds  ^  ^"^  ~t 
''   ds  ^^^'    et 


dw  dw  ù 

_^B.,.+  B---^B-^ 


^  _  B       ,    B--  ^'" 


^  _  B      ^  B-^  ^"^ 


dz 


.4-B-^ 


OÙ  les  B  désignent  des  fonctions  données  de  x,  jk,  z,  s,  t,  u,  v,  w. 
L'hypothèse  de  la  passivité  y  entraîne,  comme  nous  allons  voir,  de 
grandes  simplifications. 

Considérons  en  effet  les  conditions  de  passivité  correspondant  aux 
dérivées  cardinales  qui  intéressent  les  variables  des  lignes  non  entiè- 
rement pleines,  c'est-à-dire  ici  les  variables  5,  t.  Dans  les  deux  expres- 
sions ultimes  (n°  109)  de  la  dérivée  cardinale  ^  que  le  calcul  des 

dsôt   ^ 

conditions  de  passivité  conduit  à  égaler  entre  elles,   les  termes  du 


(')  Ce   n'est   là  d'aill 
l'alinéa  I  du  n°  IGl. 


eurs  qu'un  cas  très  particulier   de    la   proposition    établie   à 
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second  ordre  sont,  pour  l'une, 


et,  pour  l'autre, 


B-^  +  B-^  — 


Bv-^^-i-B-'  — • 


on  a  donc,  quels  que  soient  x^  y,  ^,  5,  t^  m,  c,  (p, 

On  a,  de  même,  par  le  changement  de  u  en  ç^, 
(2)  Btr/  =  o,         B»/  =  o,         B«:/=B«/. 

Considérons  maintenant  les  conditions  de  passivité  correspondant 
aux  dérivées  cardinales  qui  intéressent,  avec  l'une  des  variables  5,  ^, 
l'une  des  variables  x^  y,  z.  En  désignant  par  H„  la  valeur  commune 
des  quantités  B'^^^^,  B^/,  par  H»,  la  valeur  commune  des  quantités  B[J^, 
B|^/,  et  introduisant  dans  le  système  donné  les  simplifications  qu'in- 
diquent les  relations  (i),  (2),  on  trouve,  pour  les  termes  du  second 
ordre  contenus  dans  les  deux  expressions  ultimes  de  la  dérivée  car- 
dinale  j  les  quantités 

B-^  ^  +  B-'  —  ,  H    I^B-^  —  +  B-^  — ^  • 

et,  de  même,  pour  les  termes  du  second  ordre  contenus  dans  les  deux 
expressions  ultimes  de  la  dérivée  cardinale  y-r-'  les  quantités 


B'-^-^B-'-^,  H   (b-^4-B-^^'i 


On  en  déduit,  à  cause  de  la  passivité  supposée, 

Tiwt  _  ri    Viwt 
^  ux  —  ^^u^-'wxi 


(3) 

"f  ^wxi  ^\>x  —  "c  ^wxi 

d'où,  par  le  changement  de  j;  en  jk  et  ^  successivement, 

"uy  —  "^u^wyi  "uy —  ^u^ivyt 

iJ^,y  —  "t>  "»vy>  ^vy  —  ^^v  ^wyi 

En  tenant  compte  des  diverses  identités  (  1  ),  (2),  (3),  (4),  (5),  et 
R.  33 
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introduisant  certains  changements  de  notations,  le  système  proposé 
prend  la  forme 


-7- —  U^  4-hI„  — -,  -—  =V     +H^ , 

os  ds  ôs  ds 

au  dw  Ov       ,,         „    dw 

les  coefficients  (fonctions  de  ^,  j,  ^,  5,  i,  a,  ç,  «^)  qui  figurent  dans 
les  seconds  membres  se  trouvant,  en  vertu  de  la  passivité,  liés  entre 
eux  par  certaines  relations  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Le  problème  que  nous  nous  posons  actuellement  consiste  à  re- 
chercher, dans  un  pareil  système,  la  solution  ordinaire  qui  répond 
à  un  groupe  donné  de  conditions  initiales,  savoir  : 


pour  ar  — ^o=J  —  JKo=  z  —  Zo=  s  —  So=  f  —  t^ 

(7)   \     ^  =  ^« 


w 


^{s,t)  pour  X —  a:o  =  y —yQ=  z  —  Zo=  o. 


U.  Dans  les  trois  premières  équations  de  la  colonne  (a)  du  sys- 
tème (6),  remplaçons  H„  -^  et  H„  ^  par  leurs  valeurs  tirées  des  deux 
dernières;  puis,  dans  les  trois  premières  équations  de  la  colonne  (^), 
remplaçons  de  même  H^  —  et  H^,  —  parleurs  valeurs  tirées  des  deux 
dernières;  en  posant,  pour  abréger, 

Bu:r  -  U,  S.,  -  U,  T.^  =  U.„         B,., -  V,  S,.  -  V, T.,  =  V.„ 

^uz  -  U.S;,—  U,T^  =  U^,         B,^  -  V,S^  -  V,T^  =  V::, 
les  trois  premières  lignes  du  système  (6)  deviennent 

=  V^ -+- S^  — -+- T.r  — ■ ,  -— =W^-^  S.r-— -4-lx-' 

as  dt  dx  ds  0 

dv  dv  div  dw       —,    ^' 

^         ^  ds  ^  dt  dy  ^         ^  ds  ^  <> 

ds  dt  dz  "  ds  ^ 


j    du 
l   dx 

-U     •    S    "^"-^T    "^^ 

dv 
dx 

]  du 

^     du       ^    du 

dv 

'ày 

1  du 

1   dl 

ds              dt 

dv 

'dz 
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Je  dis  que  le  système  (8),  indépendant  des  conditions  initiales 
imposées  aux  intégrales  du  système  (6),  est  passif  comme  ce  der- 
nier. 

EfFectivement,  ce  système  est  de  la  forme  (  i  ),  définie  au  n°  206,  et 
les  relations  obtenues  en  égalant  entre  elles  les  deux  expressions 
ultimes  de  chacune  des  dérivées  cardinales  sont  de  la  forme  (3),  spé- 
cifiée à  l'alinéa  I  du  même  numéro.  Parmi  ces  relations  (3),  qui  sont 
toutes,  au  point  de  vue  de  l'intégration,  des  conséquences  de  (8)^ 
par  suite  de  (6),  les  trois  dernières  ne  contiennent  aucune  dérivée 
qui  soit  principale  relativement  au  système  (6)  :  eJles  doivent  dès 
lors,  puisque  ce  dernier  est  passif,  être  vérifiées  pour  toutes  valeurs 
numériques  des  quantités  qu'elles  renferment,  c'est-à-dire  être  iden- 
tiquement vérifiées.  On  a  donc  identiquement 


G, 


1 


Aa;c,.ç=0,  A:r-,;=0,  Aa:2,tv=0, 

^yz,s  =  O,  kyz^t  =  O,  ^yz,w  =  O, 

et  les  six  premières  relations  (3)  du  n"  206  se  réduisent  alors  à 

celles-ci,  ne  contenant  que  ^,  y,  z,  5,  t,  w,  (^,  w,  doivent,  à  cause  de 
la  passivité  de  (6),  être  vérifiées  pour  toutes  valeurs  numériques  de 
ces  quantités,  c'est-à-dire  être  identiquement  vérifiées  comme  les 
précédentes.  En  conséquence,  toutes  les  conditions  de  passivité  du 
système  (8)  se  trouvent  identiquement  satisfaites,  ce  que  nous  vou- 
lions établir. 

III.  Cela  posé,  considérons,  dans  le  système  (6),  le  groupe  des 
intégrales  ordinaires,  u,  v,  w,  qui  répondent  aux  conditions  initiales 
données  (7)  :  si  l'on  désigne  par 

'j(s,t),     o(s,t) 
ce  que  deviennent  u,  v  dans  l'hypothèse  numérique 

(9)  x  —  xo  =  y—yo  =  ^  —  zo  =  o, 

et  par 

certaines  fonctions  dont  chacune  s'annule  dans  la  même  hypothèse,  il 
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est  clair  que  les  intégrales  dont  il  s'agit  peuvent,  par  un  groupement 
convenable  des  termes  de  leurs  développements,  être  mises  sous  la 
forme 

(lo)  w  =  r -h  u,        p  =  4> -+- cp,        w  =  w-i-^'^ 

on  voit  d'ailleurs  qu'en  vertu  des  conditions  initiales  (^),  les  fonctions 
u(5,  ^),  ^{Sj  t)  satisfont  elles-mêmes  aux  suivantes  : 

(il)  \         pour  5  —  SQ=t—tQ=o. 

cp  =  t^o   ) 

Cela  étant,  si,  dans  les  deux  dernières  lignes  du  système  (6), 

ds  as  as  ds 

du        ^,         „    dw  dç  dw 

dt  Ot  dt  dt 

on  introduit  l'hypothèse  numérique  (g),  il  résulte  des  formules  (  lo) 

(où  r,  <I>,  ^  s'annulent  dans  cette  hypothèse)  que  "?  x'  17'  ^'  ^'  17 

,  1    .  .  ,  (^'j     (^'j  do     do  div     dw 

se  réduisent  respectivement  a  u,  —,  --?  o.  -r^,  -rl-i  et  (v,  -— ,  — -  aux 
^  ^  ds     dt      ^  ^  ds      dt  ds       dt 

fonctions  connues  tj>,  ^^  -^-  Les  fonctions  i>,  (p  vérifient  donc,  avec 

les  conditions  initiales  (  »  i  ),  un  système  différentiel  total  du  premier 
ordre,  dont  la  passivité  est  d'ailleurs  évidente  :  car,  le  système  (6)  étant 
passif,  on  peut,  sans  toucher  aux  valeurs  numériques  ^o?  JKo?  ^o  ^^  à 
la  fonction  <];(5,  ^),  qui  figurent  dans  les  conditions  initiales  (7)  en 
même  temps  que  les  valeurs  numériques  Sq,  tg,  Uq,  Vq^  faire  varier 
arbitrairement  ces  dernières,  qui  figurent  seules  dans  les  conditions 
initiales  (11). 

Si  maintenant  on  suppose  connues  les  fonctions  u,  cp,  on  se  trouve 
ramené,  pour  connaître  m,  p,  cv,  à  rechercher,  dans  le  système  passif 
(8),  la  solution  ordinaire  répondant  aux  conditions  initiales 

u  =  u(5,  t)  \ 

ç  z=  o(s,  t)   >         pour  X  —  Xq  =  y — yQ=:  z  —  ^^  =  o, 
w  =  ^(s,  t)   ] 

Or,  l'intégration  du  système  (8),   indépendant  du  choix  des  condi- 
tions initiales  imposées   aux  intégrales  de  (6),   se  ramène,    comme 
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nous  l'avons  vu  au  n''  206,  à  celle  d'un   système  passif  d'équations 
différentielles  totales  du  premier  ordre. 

209.  La  conclusion  formulée  au  numéro  précédent  est  appli- 
cable à  un  système  passif  et  non  linéaire  du  premier  ordre,  dont 
le  Tableau  n'offre  de  cases  vides  que  dans  une  seule  colonne. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  affaire  au  système 

(12)  /:^=u„       ^-v„       ~=w„ 


dx              ' 

dw 

dx 

da        ^, 

dw 

-y  =  "^•' 

ày 

du        ^, 

àz        ^" 

div 

51  =  ^- 

7z 

^=^" 

T.-"- 

^  =  ^" 

%-"•• 

désignent  trois  fonctions  inconnues  des  cinq  variables  indé- 
pendantes .r,jK,  5,  5,  ^;  ces  équations  {i-i)  ont  pour  seconds  membres 
certaines  fonctions  connues  de 

dw      dw 
^,     J,      3,      .,      t,      u,      .,      w,      —     —, 

et  nous  supposons,  comme  le  dit  l'énoncé,  qu'elles  forment  un  sys- 
tème passif.  Le  problème  que  nous  nous  posons  consiste  à  rechercher, 
dans  un  pareil  système,  la  solution  ordinaire  qui  répond  à  un  groupe 
donné  de  conditions  initiales,  savoir  : 


u  =  Uq  I 

(i3)  ;  ^=  ^0        ( 

(   w  =  ^{s,t) 
I.    Posons 
(14) 


pour  x  —  Xo  =  y—yQ  =  z  —  Zo 
pour  X  —  Xi)  =  y  —  yo  =  z  —  Zq 

dw  .  dw  , 

—    W'.  =   Wf 

ds  *'  dt  ' 


t —  tn=  O. 


d'où  — ^  =  — ^])  introduisons  ce  chan£ement  de  notations  dans  les 


dt 


ds 


équations  (12),   et  considérons  les  équations  suivantes,  qui,  moyen- 
nant le  changement  de  notations,  sont  évidemment,  au  point  de  vue 


5l8  CIIAPITRIi    XIII. 

de  rintégralion,  des  conséquences  de  (12)  : 


'    au  _  dWg:  /du 

dx  ^        àwL  \  ds 


(i5) 


-h'Mj.-H 


^  =    \    ^  ^W^  /^   _  y  \  _^  ^W^  /àv 
ôx  '^        dw's   \ds  '/         âw't    \ât 


dw;  \âs  V         c>tv;  \  f^^  V 


d^  (^5  c'a       *  ôv       ■''  dtv       *        dtiP'^      ds  dw'i      dt 

dw'i    _    dW:r  <^Wr  ^^.^  y  ^^.r       ,  d\\ .r    dw\  dW .r    div', 

'    (^^  c^^  du       ^  dv       ^         dw       '        dtv!-     ds  dw't      dt 

Adjoignons  ensuite  aux  équations  (  i5)  un  groupe, 

(16), 

se  déduisant  de  (i5)  parle  changement  de  ^  en  y  dans  les  indices  et 
dans  les  difterentielles,  puis  un  groupe, 

se  déduisant  de  (i5)  parle  cliangement  de  ^  en  z  dans  les  notations 
dont  il  s'agit;  les  équations 

(•5),     (i6),     (17) 

constituent,   dans  leur  ensemble,   un  système  du   premier  ordre,  S, 
impliquant  les  inconnues 

u,      i>.      w.      (V^,      w'i, 

et  indépendant  des  conditions  initiales  imposées   aux  intégrales  de 
(12)  :  je  dis  que  ce  système  S  est  passif,  comme  (12). 

Effectivement,  il  est  de  la  forme  (i)  définie  au  n"  206,  et,  par  con- 
séquent, les  conditions  de  passivité  correspondant  respectivement 
aux  diverses  dérivées  cardinales  sont  de  la  forme  suivante  : 

A  '^'^  A  ^^^  A  — 

'  '      0*5  dt 

A  '^^'  A  ^"  A 
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(•9) 


A              ^^' 

+  ^xy,(^    =  O, 

A        ^' 

+  A^-,„  =0, 

A         ^' 

-^•-•^  Ifs 

-h    Ayz,l,       =    0, 

diX> 

dw 

^■^•*''''^  ~ds  ~^  A.r>-,<  -^  H-  ^.ty,w  —  O, 

/         N  /      A  ^^'^^  A  ^^  A 

(20)  \    \rz,s  -7-  -^  '^■rz.t  -77  +  A.r-  tv  =  O, 

'05  OC 

Aj-,^  -—  -+-  Xyz,t  -77  +  ^yz,w  =  o, 
■^   '      as             ^        dt  •'  ' 


^■^•'''■^  "^  "^  A.rj,f  -j^   -h  A.T.j,tv^  _  O, 

/       N  A  ^*'^''f  A  ^"^'•^  1 

('^  ")  \    Aa:-,5  -^  4-  A,rz,i  -^  -+-  Axz,w',  =  O, 


,.v   — ^        "*"  -^i'-,?  ~~77 


Ars,.v  — r-  -f-  Av-,f  — r—  +  Ayzy^—  o, 


^■^•^''"^  "^  "^  A.rv,f  -^    -h  Ary,w'^  —  o, 

/  X  A  ^^'f  A  ^^'^''  A 

(  '^-2)  \  A.r3,5  -^  -f-  A.r-,;  -^  -h  A.rz,iv;  =  o, 

où  les  A  désignent  certaines  fonctions  de 

Parmi  les  relations  ci-dessus,  qui  sont  toutes,  au  point  de  vue 
de  l'intégration,  des  conséquences  de  S,  et  par  suite  [moyennant  le 
changement  de  notations  (i4)]  de  (12),  les  trois  dernières  ne  con- 

tiennent,  avec  les  quantités  (20),  que  ——  et  -^  :  elles  doivent  donc, 

à  cause  de  la  passivité  de  (12),  être  vérifiées  pour  toutes  valeurs 
numériques  des  quantités  qu'elles  renferment,  c'est-à-dire  être  iden- 
tiquement vérifiées.  Les  divers  coefficients  A  qui  figurent  dans  les 
relations    (22)    sont   donc   tous    identiquement    nuls,    et    les   rela- 


1 
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lions  (  i8),  (  19),  (20)  et  (2  I  )  se  réduisent  alors  à 


^xy 

U 

=  0, 

Aa-,«  =  0, 

Ay= 

U 

= 

0 

K.y 

,{> 

=  0, 

^xz^v    =  O1 

Ay. 

V 

= 

0 

A.-yj 

w 

=  0, 

^xz,w  =  0, 

A,. 

,w 

= 

0 

A.O- 

»', 

=  0, 

^xz,w'^  ^^  0, 

A,. 

w[ 

= 

0 

ces  dernières,  ne  contenant  que  les  quantités  (  28  ),  doivent,  à  cause  de 
la  passivité  de  (12),  être  vérifiées  pour  toutes  valeurs  numériques  de  ces 
quantités,  c'est-à-dire  être  identiquement  vérifiées  comme  les  précé- 
dentes. En  conséquence,  toutes  les  conditions  de  passivité  du  système  S 
se  trouvent  identiquement  satisfaites,  ce  que  nous  voulions  établir. 

II.  Cela  posé,  considérons,  dans  le  système  (12),  le  groupe  des  inté- 
grales ordinaires,  u,  v,  w^  qui  répondent  aux  conditions  initiales 
données  (  i3)  :  si  l'on  désigne  par  u(5,  ^),  o{s,  t)  ce  que  deviennent 
w,  i^  dans  l'hypothèse  numérique 

X  —  Xo  =  y  —yo=  z  —  r,o  =  o, 

on  verra,  comme  au  numéro  précédent,  que  les  fonctions  u,  o  vérifient, 
avec  les  conditions  initiales 

u  =  Mo    ) 

\         pour  5  —  So=t — tQ=o, 

?  =  t'o    ) 

un  système  passif  d'équations  différentielles  totales  du  premier  ordre, 
qui  se  déduit  des  deux  dernières  lignes  de  (12)  par  l'introduction  de 
cette  hypothèse  numérique. 

Les  fonctions  u,  o  étant  supposées  connues,  on  observera  que  les 

fonctions 

,        dw  ,        div 

'  u,  i>,  w,  w.  =  —  ,  w,  =  — 

'  '  '  •'        dv  '         ât 

vérifient  le  système  passif  S,  et  l'on  se  trouvera  ramené  à  recher- 
cher, dans  ce  dernier  système,  la  solution  ordinaire  qui  répond  aux 
conditions  initiales 

u  =  o(s^  t) 
ç  =  o(s,  t) 
w  =  ^{s,  t) 

d<h(s.t)f         pour  a:— :ro=j— j^o  = 

w'  =  — '■ —  ' 

^  as 

'  dt 
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Or  l'intégration  du  système  S,  indépendant  du  choix  des  conditions 
initiales  imposées  aux  intégrales  de  (12),  se  ramène,  comme  nous 
savons  (n^*  206),  à  celle  d'un  système  passif  d'équations  difTérentielles 
totales  du  premier  ordre. 

210.  Les  exemples  suivants,  quelque  peu  d'intérêt  qu'ils  offrent 
par  eux-mêmes,  aideront  à  mieux  comprendre  les  méthodes  que  nous 
venons  d'exposer. 

I.   Etant  donné  le  système  linéaire  passif 

au  ,  ^^dv  dv  àv       ,  ^^  àv'      àv 

---h2— ,  —-—{U  —  1V  —  X^)^--^- 

oy  az  ox  oy       d. 

(24)  /  —=1^-^ 


ôx 

'îX-\-l{u- 

-IV  — 

du 

dv 

ày~ 

"W 

du 
dz~ 

x'^^iv  — 

dv 

dz 

OÙ  se  trouvent  engagées  deux  fonctions  inconnues  des  trois  variables 
indépendantes  .r,  y,  ;j,  on  propose  d'en  rechercher  la  solution  (w,  v) 
satisfaisant  aux  conditions  initiales 

w  =  A  pour         x=^y  =  z  =  o, 

v=y  —  z         pour        x  =  o. 

En  désignant  paru(jK,  ^)  ce  que  devient  u  dans  l'hypothèse  numé- 
rique a:  =  o,  la  fonction  u  vérifie,  avec  la  condition  initiale 

i)  =  A        pour        y  ==  2  =  o, 

le  système  passif  d'équations  différentielles  totales 

d^  _ 
dy  -  ^' 

-=2(j^-^-l)-U. 

Ce  dernier  a  pour  intégrale  générale 

u  =  2(jK-iï)4-Ge-^     (1); 

(  '  )  La  notation  e^  désigne,  suivant  l'usage,  la  fonction  olotrope  définie  par  la  somme 
de  la  série  entière 

X        a;-  X" 

iH i h..  .H h.  ... 

I  1.2  1 . 2 ...  a 

dont  le  rayon  de  convergence  est  illimité;  les  quelques  propriétés  de  cette  fonction 
dont  la  connaissance  est  utile  pour  traiter  les  exemples  ci-dessus  ont  été  établies 
incidemment  au  Chapitre  VII  (n"  114,  ÏII). 
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d'ailleurs,  à  cause  de  la  condition  initiale  à  laquelle  satisfait  u,  on  doit 
avoir  C  =  A,  ce  qui  donne 

On  se  trouve  ainsi  ramené,  par  l'application  de  la  méthode  exposée 
ci-dessus,  à  intégrer  le  système 

du  -  ,  .au        du 


UX 


dv  ,  ^.àvdv 

-—  =  (u  —  iv  —  x^-)- Ht-' 

dx  dy        dz 

avec  les  conditions  initiales 

!u  =  i{y  —  z)  -^  k  e-^  I 
\         pour  X  =  o. 
ç=y—z  ) 

A  cet  effet,  on  l'orme  l'équation  aux  dérivées  partielles  (homogène) 

àf  df         df        ,  „  df 

-^ iu  —  IV  —  x^-)~ :'--{-(«  —  IV  —  x^  -\-  ix)  -^  =  o, 

dx  '  df        dz  du 

où  f  désigne  une  fonction  inconnue  de  ^,JK,  ^,  «7  <';   son  intégrale 
générale  est  (n"204)  une  fonction  arbitraire  des  quatre  quantités 

X -\- z,     p,     {u  —  'iv  —  x-)e-^,     jK-HW  —  IV  —  372, 

On  pose  alors 

V  =  ^{x  -h  z,  y  -^  u  —  -îv  ~  X-), 


(26) 

(m  —  IV  —  x^)  e--^  =^  W{x  -{-  z,  y  -^-  u  — -iv  —  x"^ ) 

et  l'on  détermine  les  composantes  $,  W  de  manière  que  les  valeurs 
de  «,  V,  tirées  de  (26),  vérifient  les  conditions  initiales  (20).  Pour 
cela,  il  faut  que  l'on  ait,  quels  que  soient  y  et  ^, 

y  —  z  =  *(2,  y-^Xe--}, 
Ae--  =  W{z,  y-i-Ae-'-), 

c'est-à-dire,  en  effectuant  le  changement  de  variables 

-5  =  61,  jK -+- A  e-- =  62, 

que  l'on  ait,  quels  que  soient  0,  et  807 

O2— 61  — Ae-9.=  <ï>(6,,02), 
Ae-0.=  ^''(61,02). 


SYSTÈMES    RÉDUCTIBLKS   AUX    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES.  SiS 

Les  composantes  ^  el  ^*  étant  connues,  les  formules^ (26)  deviennent 

V  =  y  -h  u  —  iv  —  x^ —  (ce  -{-  z)  —  A  e-'-^-^^\ 
( u  —  'iv  —  x'^)  e-^  —  A  e-(^-^-\ 

et  la   résolution  de  ces  dernières  par  rapport  à   w  et   (^  fournit  les 
intégrales  cherchées  du  système  (24),  savoir 

u  —  x"^-^  i{y  —  X —  z)  -\-  k  <3-=(3  —  1  e-*), 
f  =  r  —  ^  —  3  -f-  A  e-^(i  —  e-^). 


11.   Considérons  le  système  passif  non  linéaire 

i  du  .  ,x /^^\^         àv 

\ôx  \dyj  dz 


dv       ,  ^    [dv\^      dv 


,    '  àa  dv 

j  Ou  ^  dv 

I     —-=  X-  -^  2  V W  -H  2  -V-  > 

dz  dz 

où  se  trouvent  engagées  deux  fonctions  inconnues  des  trois  variables 
indépendantes  x^  y,  z,  et  proposons-nous  d'en  rechercher  la  solution 
('m,  (^)  satisfaisant  aux  conditions  initiales 


w  =  A 


pour 
pour 


X  =y  =  z  =  o, 
X  =  o. 


En  désignant  par  u(y,  -s)  ce  que  devient  u  dans  l'hypothèse  numé- 
rique ^  =  o,  la  fonction  -j  vérifie,  avec  la  condition  initiale 

u  =  A         pour        y  =  z  =  o, 
le  système  passif  d'équations  difterentielles  totales 

du 
fz 


i{y  -h  2Z  -h  z^)  —  u. 


Ce  dernier  a  pour  intégrale  générale 

d'ailleurs,  à  cause  de  la  condition  initiale  imposée  à  i>,  on  doit  avoir 
C  =  A,  ce  qui  donne 


u  =  2(jK  ■+■  z^)  -h  \  e-^. 
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On  se  trouve  ainsi  ramené,  par  l'application  de  notre  méthode,  à 
intégrer  le  système 

^"  /  os  /  l',^  f  ,  ..du         du 

-—     =^  '2.x  -\-  (U  —'  IV  —  X^)  (\  —  -iv'.r)  -{-  1V'{U  —  IV  —  X^) -t"  ^T"  ' 

ÔX  .>      /  J  ^  '    f)y  ()^ 

àv         ,    ^  1^  t  ,  ^    dv  dv 

dx        ^  •'  y^     ■  ày         dz 

dv'y  àv'y        dv'y 

=  'IVyiu 2  P  —  X-) H y 

ôx  .  ^  Oy         Oz 

— ^—(x^-\-1V —  W)p'.2  -f-2p'(w  —  IV  —  X'^) — ^H -^} 

ÔX  ^  ^  ày         âz 

aux  quatre  inconnues  m,  r,  v'^.,  r^,  avec  les  conditions  initiales 

M  =  2  (^  -f-  -s2  )  4-  A  e-- 


V  =y-\-z 


(28)  /  )         pour  X  =  o. 

V'y^l 

v'.  z^  1Z 

A  cet  effet,  on  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles  (homogène) 

-^  —  1v'y{u--1V  —  X'^)^—''-  -f-  [237  4-  iu—  IV  —  X'^)(\  ~   1V\^  )\  — 

ÔX  ^  '  dy       ôz        ^  •'        Ou 

—  v'Mu  —  IV  —x'^)4-  —v'^-iu—  IV  — x'^)  -jL  =0, 
y  âv         •'^  dV;, 

OÙ  y*  désigne  une  fonction  inconnue  de  x,  y,  z^  u,  v^  v'y.^  v'^  ;  son  inté- 
grale générale  est  une  fonction  arbitraire  des  six  quantités 

v'y^     x-\-z,     v'z  —  t',    yv'y  —  iv'.^     {u  —  iv  —  x^)e-^,     v  ^  v\^  {u— -iv  —  x"^). 

On  pose  alors 

(m  —  'IV  —  x^)  e-^  =   Y(x  -\-  z,v'~ — p), 

V'yr:=^{x-^Z,V'.  —  V), 
^    V-^V'^{U  —  '2V  —  X'^)=W{X^Z,V'.—  V), 

yv'y —  iv'-  =  il{x  -+-  z,  v'.  —  v), 

et  l'on  détermine  les  composantes  T,  <I>,  W,  Q  de  manière  que  les  rela- 
tions (2g)  soient  identiquement  vérifiées  quand  on  tient  compte  des 
conditions  initiales  (28).  Il  vient  ainsi 

Ae--=  r{z,iz—y~z^), 

1=  ^{z,iz—y  —  z^), 

Ae--^y-i-z'-=W(z,'2z-y  —  z^), 

y  —  /[z=  Q{z,  2z—y~z-^), 
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relations  qui,  par  le  changement  de  variables 

5  =  6„         2^-7-^2^6,, 

prennent  la  forme 

Ae-9.=  r(6,,62), 

i  =  <i>(6i,e,), 

Ae-Oi-+-  2  6,—  02  =  W(9i,  62), 
-62-26,-62=  Q(6„62). 

Les  composantes  T,  $,  W,  Q  étant  connues,  les  relations  (29)  de- 
viennent 

{u  —  2v—cr^)e-^=:Xe-^-^-^-\ 

p;.=  i, 

V  -\-  V'y^(u  —  2P 372)  —  X  g-U-l-z)  _|_  2(a7H-2)-|-t'  —  t^2, 

JP^. —  2Pi  =  (^  —  pi —  2(374-2) {X  -h  ZY, 

et  l'on  en  tire 

ç  =jK-+-(37  +  2)2-f-A  e--—  A  e-(^-t-2)^ 

solution  cherchée  du  système  (27). 

111.  La  méthode  d'intégration  exposée  au  n^  209  est  évidemment 
applicable  à  tout  système  passif  du  premier  ordre  où  ne  se  trouve 
engagée  qu'une  seule  fonction  inconnue,  puisque  le  Tableau  d'un 
pareil  système  ne  comprend  qu'une  seule  colonne. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  aux  dérivées  partielles 

,^    ,  du  du        /du\^ 

OÙ  u  désigne  une  fonction  inconnue  des  trois  variables  indépendantes 
.27,  jK,  z,  et  proposons-nous  d'en  rechercher  l'intégrale  particulière 
qui,  pour  x  =  o,  se  réduit  à  ey-\-yz.  On  se  trouve  ramené,  par 
l'application  de  notre  méthode,  à  intégrer  le  système 


I 


Ou 
Ox 

—  u  — 

,^       du               ,  du 

W,2  -h  -—   -1-  -2  mI  -—  , 

Oy              ^  dz 

du', 
ox 

=  »r 

du'y               du'y 

-h  --^  -f-  2  wi  — ^ , 
Oy                  dz 

du', 
dx 

=  u'. 

du'.             ,  Ou', 

-+-  — ^  H-  2  a^  -3-^  , 
dy                  dz 
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aux  trois  inconnues  î/,  u'^^  w^,  avec  les  conditions  initiales 
(3i)  '  u'y  =  ey -{-  z      >         pour  x  =^  o. 

\a'z=y         ) 

On  forme,   à  cet  effet,   l'équation  aux  dérivées  partielles  (homo- 
gène) 

ôx        ôy  àz  du  ^  du! y  *  ou'. 

où/désigne  une  fonction  inconnue  de  x^  y,  z^  «,  u'y.^  u^  ;  son  inté- 
grale générale  est  une  fonction  arbitraire  des  cinq  quantités 

x-\-y.,     z -h 'lu'z,     u'yC-^,     uLe-^,     (u -]- u'J)  e-^. 

On  pose  alors 

/   {u  -{-  u'.^)  e  ^—  ^ {x  -{- y ,  z  ->r-  luL)^ 

(32)  I  u'ye--^=W(x-^y,z  -^  iu'.), 

{  u',  6-"^=  il{x -h  y,z -^ -îu'.), 

et  l'on  détermine  les  composantes  <I>,  ^F,  Ù  de  manière  que  les  rela- 
tions (32)  soient  identiquement  vérifiées  quand  on  tient  compte  des 
conditions  initiales  (3i).  11  vient  ainsi 

ey-^yz-{-y^=  ^iy,z  -hiy), 

ey^z  =  W{y,z-^iy),^ 

y=  Q{y,z+'?.y), 

relations  qui,  par  le  changement  de  variables 

prennent  la  forme 

e''i—    0f-+-6iO2=  *(0i,02), 

efJ.-20,  +     62=^(01,02), 

0,     =û(0,,02). 

Les  composantes  ^,  ^,  Q  étant  connues,  les  relations  (  32  )  deviennent 

u  H-  u'.^  =  e''[e-'^^y  —  {x  -\- yy- -^  {x  ^ y)  {z  -^  2?^!)], 
u'y=:  e^[e^^y —9.{x -\- y) -\- z -\--iui], 
u'^  =  e^{x  -^y)^ 
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et  l'on  en  tire 

u  —  z{x  -\-y)e'^-h  e-^+y-\-  e^fe^—  i)  (rc +7)2, 
intégrale  cherchée  de  l'équation  (3o)  (*). 


(  ^  )  Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'examiner  ici  le  cas  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  non  résolue.  En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait 
trois  variables  indépendantes,  a;,  y,  z,  et  désignant  par  u  la  fonction  inconnue  qui 
s'y  trouve  engagée,  cette  équation  sera  de  la  forme 


„  /  du     du 


et  nous  la  supposerons  théoriquement  résoluble  (conformément  au  principe  général 

du     du    du 
dx    dy    dz 

par  exemple  ^  :  cela  étant,  proposons-nous  d'en  déterminer  l'intégrale  (ordinaire) 

qui  satisfait  à  la  condition  initiale 


des  fonctions   implicites)   par  rapport  à  quelqu'une  des  trois  dérivées 
du 


"(r>-) 


pour 


Nous  poserons 

(!') 


du 

dx 


■=P^ 


du 

ôy 


du 

d2 


moyennant  quoi  l'équation  proposée  devient 
nous  poserons,  en  outre, 


dx  ~     ' 


dV_ 


Y, 


dj_ 

dz 


Z, 


ou 


dp 


dq 


dr 


L'intégrale  cherchée  u  et  ses  trois  dérivées  premières  p,  q,  r  vérifient  les  équations 


(2') 


^t-^%--t 


<    Y 
Z 


q\} 
rU 


P^/^+Q^£-HRf   =0, 

dy        ^  dy  dy 

dz         ^  dz  dz 


(\n\  se  déduisent  de   la  proposée  en  la   diiïérentiant  successivement  par  rapport  à  x, 
y,  z.  Les  relations  (i')  entraînent  d'ailleurs  comme  conséquences  nécessaires 


dp        dq 

dp  _  dr 

dq        dr 

dy  ~  dx' 

Oz  ^  dx' 

dz  -  dy 
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211.  La  conclusion  formulée  au  ai"  208  est  applicable  à  un 
système  orthonome  passif ,  de  grade  i  et  d^ ordre  supérieur  à  \, 
dont  le  Tableau  n'offre  de  cases  vides  que  dans  une  seule 
colonne. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait  afFaire  au  système  ortho- 
nome et  passif,  de  grade  i, 


1 


(33) 


ë=^" 

*  -V 

=  w.. 

1=^^' 

or  -  ^" 

dw 

=  W^ 

*:t-^=- 

dz 

^=-" 

!^="'. 

-  -V, 

et  -  ^" 

et  les  relations  (2')  peuvent  alors  se  metti-e  sous  la  forme 
dx       ^  ây  dz 


on  a  enfin,  en  vertu  de  (i'), 

/   ,r   s  r.  ^W  /^   C)a  ,^    au  r^  ^  r. 

(4)  P^+Q^+K^-=P/,+  Q?+Rr. 

L'intégrale    cherchée    et    ses    trois    dérivées    premières    vérifient    donc    le    système 
[(3'),  (  4  )]?  6t  satisfont,  en  outre,  aux  conditions  initiales 

w  =  "(r, -s) 

dv (y,  z) 

(5)  '    ^^__é.iy,,)    >  P°-^  =  ^.. 

dz 


p  =  TD{y,z)      I 
où  vj{y,  z)  désigne  la  fonction  implicite  définie  par  l'équation 

c  r  /  N       /  s    àuiy,  z)    âv{v,  z)l 

F\x„y,z,viy,z),TD{y,z),        1.       '       \j^       J  =  « 

(cette  équation  est  nécessairement   résoluble  par  rapport  à  cr,   comme   la  proposée 


f 
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OÙ  M,  (',  iv  désignent  trois  fonctions  inconnues  des  cinq  variables  x, 
y,  ^,  s,  t,  et  soit  N  l'ordre  maximum  (plus  grand  que  i  )  des  dérivées 
figurant  dans  les  seconds  membres  :  ces  derniers  sont  alors  fonctions 
des  diverses  quantités 

X,      y,     z,     s,     t,     II.     p,     w  et 

(a-i-!5  +  Y  =  i,2,  ...,N). 

Le  problème  que  nous  nous  posons  consiste  à  rechercher,  dans  un 
pareil  système,  la  solution  ordinaire  répondant  à  un  groupe  donné  de 
conditions  initiales,  savoir  : 

>         pour  cc  —  a-o=y  —  yo=^  —  ^o  =  s  —  ^0  =  ^—^0  =  0, 
(34)  /    ^  =  ^0  ) 


I.   Considérant,  à  l'exclusion  de   toutes  autres,    les  solutions,  en 
nombres  entiej^s  positifs  ou  nuls,  de  l'équation  indéterminée 

(35)  Xx-\-  x^-h.  ..-\-  Xp=i^^ 

où  ^,,  ^2,   .  .  .,  Xp  désignent  des  inconnues  en  nombre  quelconque 

l'est,  en  vertu  de  l'hypothèse,  par  rapport  à  p  :  car,  à  cause  de  la  relation 


r(jF{x,y,z,  u,  p. g,  r)^         ^  d?{x,,,y,z,  u, 
L  OP  J.c=.r.,  àP 


dont  on  aperçoit  immédiatement  l'exactitude  en  développant  P{x,  y,  -s,  u,  p,  q,  r) 
suivant  les  puissances  de  a;  —  x^,  les  deux  dérivées  partielles 

,„  /  dv     du 

,,„,  ,  av  (Xa,  y,  z,  u.z:j,  --y  — 

dF{x,y,z,  u,p.q,r)^  \    »'  -^  >    ^    -     '  dy    Oz 

Op  cm 

ont  manifestement  même  valeur  initiale). 

En  appliquant  au  système  [(3'),  (4')]>  complété  par  les  conditions  initiales  (5'), 
la  méthode  exposée  au  n°  206,  on  est  ramené  à  intégrer  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles linéaire  et  homogène 


dx  ôy  Oz  "  ^  'Ou       ^  '        ^       dp 


—  (  Y  +  r/  U  )  ^-^  -  (  Z  -+-  /•  U  )  ^  =  o 
'      '  Oq        ^  'or 


résoluble  par  rapport  à  -y-  j  >  où  /  désigne  une  fonction  inconnue  de  x,  y,  s,  u,  p, 
q,  r. 

H.  34 
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(au  moins  égal  à  2),  et  N  un  entier  positif  donné,  nous  dirons  que 
deux  semblables  solutions, 


sont  voisines,  si  les  différences 

sont  toutes  nulles,  à  l'exception  de  deux,  dont  une  égale  à  i ,  et  l'autre 
à  —  I . 

Gela  posé,  on  peut,  avec  les  diverses  solutions  [en  nombres  en- 
tiers positifs  ou  nuls)  de  Inéquation  (3d),  former  une  suite  ayant 
pour  termes  extrêmes 

(N,o,  ...,  o),     (o,  o,  ...,  N), 

et  telle  que  deux  termes  consécutifs  quelconques  soient  des  solu- 
tions voisines. 

La  proposition  est  évidente  pour  yo  =1  2,  car  les  solutions  de 
l'équation  (35)  peuvent  alors  être  rangées  comme  il  suit  : 

(N,o);     (N-i,  I);     (N--2,2);     ...;     (,,N-g;     (o,  N). 

Il  suffît  donc  de  faire  voir  qu'en  la  supposant  vraie  pour  p  —  i  in- 
connues (/>  ^2),  elle  l'est  nécessairement  encore  pour  p  inconnues. 
Or,  les  diverses  solutions  de  l'équation  (35)  peuvent  évidemment 
se  partager  en  N  -|-  i  groupes,  suivant  "qu'elles  vérifient  l'un  ou 
l'autre  des  systèmes 

iTl-l-  a72-f-.  .  .-f-  37/,-!  =  N,  ^/,  =  0 

a^i  -+-  372  -h .  . .  -1-  Xp-x  =  N  —  r ,  Xp=i 

371-1-372-+-.  .  .-r-  37  „_i  —  N  —  2,  Xp=1 


37i-H3r2-|-.  .  .-h  37^-1=  I,  37p=JN—  i; 

37i-f-372-+-.  .  .-h  37p_i  =  O,  37,,  =  N. 

D'un    autre  côté,    la   proposition    étant  supposée  vraie  pour  p  —  i 
inconnues,  on  peut,  avec  les  solutions  de  ces  N  -h  i  groupes,  former 


II 


lesN 
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-h  I  suites 
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(N,          o,  . 

.,  o,            o). 

(o,            o,   . 

..,  N-1,  I), 

(N-9,  o,    . 

-,0,                 -2), 

(o,            o,   . 

.,N-3,  3), 

(o,  o, 


(o,  o, 

(N-i,  o, 
(o,  o, 

(N  — 3,  o, 


.N,  o); 

,  o,  i); 

.,  N-2,  2); 
.,o,  3); 


o,  N), 


dans  chacune  desquelles  deux  termes  consécutifs  quelconques  sont 
des  solutions  voisines  de  l'équation  (35).  Gela  étant,  il  nous  suffît, 
pour  achever  la  démonstration,  d'observer  que  la  première  suite 
commence  par  (N,  o,  .  .  . ,  o,  o),  que  la  dernière  comprend  le  terme 
unique  (o,  o,  .  .  .,  o,  N),  et  enfin  que,  dans  deux  suites  consécutives 
quelconques,  le  terme  final  de  la  première  et  le  terme  initial  de  la 
seconde  sont  deux  solutions  voisines. 

II.  L'inconnue  w  étant,  dans  le  système  proposé  (33),  la  seule  qui 
admette  quelque  dérivée  paramétrique,  il  résulte  immédiatement  de 
l'orthonomie  du  système  que,  si  l'on  considère  la  relation  ultime 
ayant  pour  premier  membre 


(36) 


()N+1 , 


dx  dz^  ds^  da 


(a  +  p 


N), 


son  second  membre  est  d'ordre  au  plus  égal  à  N -f-  i .  Cela  posé,  je 
dis  que  l'ensemble  des  termes  d'ordre  N  +  i  dans  le  second 
membre  dont  il  s'agit  est  de  la  forme 


(37) 


H 


(JN+l 


^N+1 


^N+1, 


dz^^'^  ds^  da 


ôz^  dsP-^^  dtJ 


dz^  âsP  âa+^ 


OÙ  les  fonctions  H,  K,  L  satisfont  aux  conditions  salivantes  : 
i^  elles  ne  contiennent,  avec  x^y^  ^,  6*,  ^,  w,  v^  w^  que  des  dérivées 
paramétriques  de  w  d'ordre  inférieur  à  N  -f-  i  ;  2*^  elles  sont  indé- 
pendantes des  valeurs  attribuées  à  a,  [ii,  y  (sous  la  condition 
a4-15i  +  y  =  N). 

i"  J'établirai,  en  premier  lieu,  que  l'expression  ultime  de  la  déri- 
vée (36)  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  paramétriques  d'ordre 
N  4-  I ,  et  qu'elle  n'en  contient  pas  effectivement  plus  de  trois,  celles 
qui  se  trouvent  mises  en  évidence  dans  l'expression  (37). 
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Exécutons  en  effet,  comme  il  suit,  sur  l'équation  —  =  W^;,  a  déri- 
vations premières  relatives  à  i;,  (3  relatives  à  5,  y  relatives  à  ^  ;  la  pre- 
mière dérivation  n'introduit  dans  le  second  membre,  en  fait  de  déri- 
vées principales,  que  des  dérivées  premières  de  u  et  ç',  qu'on  rempla- 
cera par  leurs  expressions  ultimes,  et,  en  vertu  de  l'orthonomie  du 
système,  le  second  membre  de  la  relation  résultante  sera  d'ordre  au 
plus  égal  à  2  ;  en  effectuant  sur  celle-ci  une  nouvelle  dérivation  pre- 
mière, et  remplaçant  par  leurs  expressions  ultimes  les  dérivées  pre- 
mières de  M  et  t^  que  cette  opération  y  introduit,  le  second  membre 
de  la  relation  ainsi  obtenue  sera  d'ordre  au  plus  égal  à  3.  Ainsi  de 
suite.  Quand  on  aura  effectué  N  —  i  dérivations  premières,  en  ayant 
soin  de  remplacer  après  chacune  d'elles  les  dérivées  premières  de  u 
et  V  par  leurs  expressions  ultimes,  on  tombera  sur  une  formule  dont 
le  premier  membre  sera  d'ordre  N,  et  dont  le  second,  indépendant  de 
toute  dérivée  principale,  sera  d'ordre  au  plus  égal  à  N.  En  exécutant 
alors,  sur  la  formule  dont  il  s'agit,  la  N'''™'^  dérivation  première,  la 
relation  résultante  aura  pour  premier  membre  la  dérivée  (36);  quant 
à  son  second  membre,  il   ne  pourra  contenir,    en  fait  de  dérivées 
d'ordre  N -h  i ,    que   des  dérivées  paramétriques;   il    sera,  de  plus, 
linéaire  par  rapport  à  elles,  et,  en  remplaçant  fînalexnent  les  dérivées 
premières  de  w  et  t^  par  leurs  expressions  ultimes,  qui  sont  au  plus 
d'ordre  N,   cette  double  propriété  subsistera.    En  résumé   donc,   la 
suite  des   opérations  que  nous  venons  d'indiquer  conduit,  pour  la 
dérivée  (36),  à  une  expression  indépendante  de  toute  dérivée  princi- 
pale, et  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  paramétriques  d'ordre  iN  -j-  i 
de  w.  D'ailleurs,  cette  expression  n'est  autre  que  l'expression  ultime 
de  la  dérivée  (36)  :   car,   le  système  proposé  admettant  un  groupe 
(unique)  d'intégrales  ordinaires  pour  des  données  initiales  arbitrai- 
rement choisies,   il  est  clair  que  les  deux  expressions  dont  il  s'agit 
doivent  être  égales   pour  toutes   valeurs  numériques    des  quantités 
qu'elles  renferment,  c'est-à-dire  être  identiquement  égales. 

Ainsi,  l'expression  ultime  de  la  dérivée  (36)  est  linéaire  par  rap- 
port aux    dérivées   paramétriques    d'ordre    N -h  i   :    elle    n'en    peut 
d'ailleurs,  comme  nous  allons  le  voir,  contenir  aucune  dont  l'ordre 
partiel  relatif  à  ^  tombe  au-dessous  de  a. 
Si  a  est  nul,  ce  point  est  évident. 
Supposons  a  >»  o,  et  considérons,  d'une  part,  l'expression  ultime 
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de  (36),  d'autre  part,  l'expression  ultime  de 


(38) 


dx  ds^+P  dn 


Si  sur  l'expression  ultime  de  (38)  on  effectue  a  dérivations  premières 
relatives  à  ^,  en  avant  soin  de  remplacer  après  chacune  d'elles  les  dé- 
rivées premières  de  «  et  i^  parleurs  expressions  ultimes  (d'ordre  ^N), 
on  tombe  sur  l'expression  ultime  de 


dx  dz^  ds^^'^  âtl 


Si  sur  l'expression  ultime  de  (36)  on  effectue  a  dérivations  premières 
relatives  à  s,  en  effectuant  après  chacune  d'elles  les  substitutions  dont 
nous  avons  parlé,  on  tombe  encore  sur  l'expression  ultime  de  (39). 
Les  deux  expressions  ainsi  déduites,  l'une  de  (38),  l'autre  de  (36), 
sont  donc  identiquement  égales  entre  elles.  D'un  autre  côté,  il  est  bien 
facile  de  se  rendre  compte  que  chacune  d'elles  est  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  paramétriques  de  w  d'ordre  N  H-  i  +  a  ;  que  pour  obte- 
nir, dans  l'expression  déduite  de  (38),  la  portion  linéaire  et  homogène 
d'ordre  N  +  i  +  a,  il  faut  considérer,  dans  (38),  la  portion  linéaire 
et  homogène  d'ordre  N  -h  i ,  et  effectuer  sur  chacune  des  dérivées 

d'ordre  N  4-  i  qui  j  figurent  la  dérivation  -— >  en  assimilant  les  coeffi- 
cients de  ces  dérivées  à  des  constantes  ;  que  pour  obtenir  de  même^ 
dans  l'expression  déduite  de  (36),  la  portion  linéaire  et  homogène 
d'ordre  N  +  i  -h  a,  il  faut  considérer,  dans  (36),  la  portion  linéaire 
et  homogène  d'ordre  N -h  i ,   et  effectuer  sur  chacune  des  dérivées 

d'ordre  iN  4-  i  qui  y  figurent  la  dérivation  — ^>  en  assimilant  les  coeffi- 
cients de  ces  dérivées  à  des  constantes.  D'après  cela,  il  est  clair  que, 
dans  l'expression  déduite  de  (38),  aucune  dérivée  de  (v  d'ordre 
N  4-  1  -+-  a  ne  possédera,  relativement  à  ^,  un  ordre  partiel  inférieur 
à  a  :  il  en  sera  donc  de  même  dans  l'expression  identique  déduite 
de  (36).  D'ailleurs,  pour  avoir  les  dérivées  d'ordre  N  +  i  -f-  a  figurant 
dans  cette  dernière  expression,  il  suffit,  comme  nous  l'avons  dit,  de 
considérer  les  dérivées  d'ordre  N  4-  i  figurant  dans  l'expression  ultime 

de  (36  ),  et  d'effectuer  sur  elles  la  dérivation  -— >  c'est-à-dire  une  déri- 
vation n'intéressant  pas  la  variable  z  :  on  en  conclut  immédiatement 
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(jiie  chacune  des  dérivées  d'ordre  N  -h  i  figurant  dans  l'expression 
ultime  de  (36)  possède,  relativement  à  z,  un  ordre  partiel  au  moins 
égal  à  a. 

Ainsi,  l'expression  ultime  de  (36)  est  linéaire  par  rapport  aux  dé- 
rivées paramétriques  d'ordre  N  -h  i  de  w  qu'elle  contient  effective- 
ment, et,  pour  l'une  quelconque  de  ces  dernières,  les  ordres  partiels 
relatifs  à  3,  5,  ^  ne  peuvent  tomber  au-dessous  de  a,  ^S,  y  respecti- 
vement :  comme  on  a  d'ailleurs  a  -h  [B  -|-  v  =  N,  ces  ordres  partiels 
sont  nécessairement  égaux. 


soit  à 

a -M,     ?,     Y, 

soit  à 

a,     [B-f-i,     Y 

soit  à 

a,     |3,     Y-+-ï> 

c'est-à-dire  que,  dans  l'expression  ultime  de  (36),  la  portion  linéaire 
et  homogène  d'ordre  N  -i-  i  est  bien  de  la  forme  (37),  où  H,  K,  L  ne 
contiennent,  avec  ^,JK,  3,  5,  t^  w,  v^  (ip,  que  les  dérivées  paramétriques 
d'ordre  inférieur  à  N  -h  i . 

2°  Reste  à  faire  voir  que  les  fonctions  H,  K,  L  sont  indépendantes 
des  valeurs  attribuées  à  a,  ^,  y  sous  la  condition  a  -+-  ^S  +  y  =:=  N  (  '  ). 

Considérons  à  cet  effet  les  deux  dérivées 

(4o) 


dcc  âz^'  dsP'  ôtt  dx  dz^"  ds'P"  dtt 

OÙ  a'  -}-  ^'  -h  y'  =  ^'  4-  1^^'  +  y"  =  N.  En  vertu  de  l'alinéa  I,  ces  deux 
dérivées  peuvent  être  reliées  l'une  à  l'autre  par  une  chaîne  de  dérivées 
telle  que  deux  anneaux  consécutifs  de  la  chaîne  correspondent  à  deux 
solutions  voisines  de  l'équation  a  -h  j^  -f-  v  z=  N.  Il  suffît  donc,  pour 
établir  que  les  fonctions  H,  K,  L  sont  respectivement  les  mêmes  dans 
les  expressions  ultimes  des  deux  dérivées  (4^),  d'examiner  le  cas  où 
ces  deux  dérivés  correspondent  à  deux  solutions  voisines  de  l'équation 
dont  il  s'agit. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 

a"=a'-i,         i3"=P'+i,         y''=ï', 


(*)  Lorsque  la  fonction  arbitraire  unique  qui  figure  dans  l'ensemble  des  détermi- 
nations initiales  des  inconnues  ne  dépend  que  d'une  seule  variable,  l'équation  a  =  N 
n'a  qu'une  seule  solution,  et  la  deuxième  partie  de  la  démonstration  devient  inutile. 
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et  nous  considérerons  les  deux  dérivées 


(40 


âx  ôz^'  (^5P'  dtt  ôx  dz^-^  ôs'P'^^  ôa 


Dans  les  expressions  ultimes  de  ces  dérivées,  les  portions  linéaires  et 
homogènes  d'ordre  N  -f-  i  ont  respectivement  les  formes 

H' : h  K'  :        +  L' 


d^a'-^-i  ôsV  dtr  àz^'  âsP'^^  âtt  dz^'  ds?'  âtt-^^ 

H h  K 


Oz^'  Os^'-^^  on'  âz^'-^  âsP'^-^  dtt  dz^-^  dsP'-^^  dtt^^ 

Il  en  résulte  que,  dans  l'expression  ultime  de  la  dérivée 

ÔX  dz^'  ôs'i:^'^^  dtr'^ 

résultante  d'ordre  minimum  des  deux  dérivées  (  4 1  ),  la  portion  linéaire 
et  homogène  d'ordre  N  -h  2  est,  d'une  part, 

H' : h  K' h  L' 


dz^'^^  dsP'+i  dtr  dz^' ds?'^-'dtr  dz^' ds^' ^-"^  âa'-^'^ 

et,  d'autre  part. 


H' 


dz^'-^^  ds^'-^^  dtr  âz<^' dsP'^-^  dtr  âz^' dsP'-^^  dtr^^ 

On  a  donc  identiquement 

H"=H',         K"=K',        L"=L'. 

III.   Considérons  actuellement,  dans  le  système  (33),  les  relations 
ultimes  ayant  pour  premiers  membres  respectifs 


ou        ôv        ôw 
ôx        ôx        ôx 

et 

(42) 

ôx  ôz^  ôsP  ôty 

(a  +  |3  +  Y  = 

les  deux  premières  sont,  en  vertu  de  nos  hypothèses,  d'ordre  au  plus 
égal  à  N  ;  la  troisième,  en  vertu  de  l'orthonomie  de  (33),  d'ordre  i  ; 
la  quatrième,  pour  la  même  raison,  d'ordre  i  +  a  H-  ^  -j-  y.  Pour  les 
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I  ,   .     ,       du    àv     dw    1  .  ,  . 

trois  dérivées  -r-»  -7-5  \— >  les  expressions  ultimes  sont  respectivement 
dx    dx    ox  ^  ^ 

Ua;,  V;r,  Wa;;  pour  la  dérivée  (4^)5  on  peut  avoir, 

..,  N-i, 


ou  bien 

a  +  p^-Y  =  i, 

ou  bien 

a  -T-  [i  -i-  Y  =  N 

dans  le  premier  cas,  je  désignerai  par  W^^a,  p,Y  l'expression  ultime  de 
la  dérivée  dont  il  s'agit,  et,  dans  le  second  cas,  par  P^,a,p,Y  ^^  4^^ 
reste  de  cette  expression  ultime  quand  on  y  fait  abstraction  de  la 
partie  linéaire  et  homogène  d'ordre  N  +  i  ;  je  poserai  enfin 

(43)  I  ôz^ds^da 

\  (a  +  [i4-Y  =  i,  2,  ...,  N); 

et  j'attribuerai  aux  notations  H,  K,  L  le  même  sens  qu'à  l'alinéa  pré- 
cédent. 

Cela  étant,  je  considère  les  équations 


'ôx   ~     • 


«G^-^=)  --iH-')  --(^-4 


— -  =  W^-f-  H( wi,o,o)  -f-  K( (vo,i,o     -4-L( (»'0,o,i 

âx  ■  \  f)z  /  \  as  /  \  àt 


(44)n'Z^..w..,„.H(^ 


K  (  "'"  •"'  _  „,a,3^.,r  ^  +  I.  (  i:!ï2!2i  _  ,pa,{i,Y+>  j 


(a  H-  p-+-Y  =  i'  2,  ...,  N  — 1); 
3 =  P.r,a,S,Y-^  H h  K h  L 

(a  +  [i  +  Y  =  N)- 

[Il  va  sans  dire  que,  dans  les  coefficients  des  dérivées  premières 
mises  ci-dessus  en  évidence,  et  dans  les  termes  indépendants  de  ces 
dérivées,  on  a  introduit  les  changements  de  notations  indiqués  par 
la  formule  (43);  les  équations  (44)  sont  alors  toutes  linéaires  et  du 
premier  ordre.]  Je  formerai  ensuite,  de  la  même  manière,  un  groupe 

d'équations, 

(45), 
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se  déduisant  de  (44)  par  le  changement  de  x  en  y  dans  les  indices  et 
dans  les  diflerentielles,  et  par  la  substitution  aux  coefficients  H,  K, 
L  de  trois  coefficients  de  même  forme.  Les  équations 

(44),    (45) 

constituent,  dans  leur  ensemble,  un  système  du  premier  ordre,  S,  im- 
pliquant les  inconnues 

M,      V,      w,      (vî'.P.y  (a-f-p-h  Y=:l,  2,   ...,  N), 

et  indépendant  des  conditions  initiales  imposées  aux  intégrales  dç  (33)  : 
je  dis  que  ce  système  S  est  passif,  comme  (33). 

Effectivement,  le  système  en  question  est  de  la  forme  (i),  définie 
au  n*^'  206,  et  par  conséquent  les  relations  obtenues  en  égalant  entre 
elles  les  deux  expressions  ultimes  de  chacune  des  dérivées  cardinales 
sont  de  la  forme  suivante  : 


(4<i) 

du 

du 

.          du 

+  Axy,M 

(47) 

dv 

dv 

-f-  A^.^-,^, 

(48) 

dw 

dw 

.          dw 

-t-  A.ry,w 

(49) 

'^"^-      OZ 

dw^^^^y 

dw 

dt 

-r~  ^xy.w"- 

'      ■''-'      ds 

■     '     ^^xy,t 

(a  +  [i  +  Y 

=1,    2,    ..., 

N), 

„,a,?.Y  =  o 


OÙ  les  A  désignent  certaines  fonctions  de 

(5o)       x^    j,     z,     s,     t,     w,     p,     (V,     w^û^'P-T         (a  H- [3 -H  Y  =  i,  2,  . . .,  N). 

Parmi  les  relations  ci-dessus,  qui,  au  point  de  vue  de  l'intégration, 
sont  toutes  des  conséquences  de  S,  et  par  suite  [moyennant  le  chan- 
gement de  notations  (4^)]  de  (33),  considérons  celle  qu'on  obtient  en 
attribuant  à  a,  [i,  y,  dans  (49)?  des  valeurs  particulières,  a',  P',  y', 
dont  la  somme  soit  égale  à  N.  Cette  relation  ne  contient,  avec  les 
quantités  (5oj,  que 

<)(va%P'.r         dcva'.P'.T'        r)tva%?'.T' 


dz  ds  dt 


elle  doit  donc,  à  cause  de  la  passivité  de  (33  ),  être  vérifiée  pour  toutes 
valeurs  numériques  des  quantités  qu'elle  renferme,  c'est-à-dire  être 
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identiquement  vérifiée.  Les  divers  coefficients  A  qui  figurent  dans  la 
relation  considérée  sont  donc  tous  identiquement  nuls,  et  les  relations 
restantes  du  groupe  (49)^  ainsi  que  les  rektions  (46),  (4")  et  (48),  se 
réduisent  chacune  à  leur  dernier  terme,  qui  ne  contient  que  les  seules 
quantités  (5o);  elles  doivent  dès  lors,  à  cause  de  la  passivité  de  (33), 
être  vérifiées  pour  toutes  valeurs  numériques  de  ces  quantités. 

En  conséquence,  toutes  les  conditions  de  passivité  du  système  S  se 
trouvent  identiquement  satisfaites,  ce  que  nous  voulions  établir. 

IV.  Cela  posé,  considérons,  dans  le  système  (33),  le  groupe  des 
intégrales  ordinaires,  w,  t^,  (v,  qui  répondent  aux  conditions  initiales 
données  (34)  :  si  l'on  désigne  par  u  (-3,  5,  t)  et  cp  (5,  5,  t)  ce  que  de- 
viennent u  et  ç  dans  l'hypothèse  numérique 

X  —  XQ=y  —70=  O, 

on  verra,  comme  au  n°  208,  que  les  fonctions  u,  o  vérifient,  avec  les 
conditions  initiales 


cp  =  (^0 


pour         z  ^  Z(i=  s  —  5o  =  i  —  ^0  =  o, 


un  système  passif  d'équations  diff*érentielles  totales  du  premier  ordre 
qui  se  déduit  des  trois  dernières  lignes  de  (33)  par  l'introduction  de 
cette  hypothèse  numérique. 

Les  fonctions  u,  C3  étant  supposées  connues,  on  observera  que  les 
fonctions 

u,     V,     w         et         w^'P^T  = 

dz'=^  ds'i^  dtï 

(a-+-  l^+Y  =  I,  2,  ...,  N) 

vérifient  le  système  passif  S,  et  l'on  se  trouvera  ramené  à  rechercher, 
dans  ce  dernier  système,  la  solution  ordinaire  qui  répond  aux  condi- 
tions initiales 

u  =  'J  (z,  s,  t) 

v>  =  cp  {Zy  5,    t) 

w         = '1^(3,  5,  ^)     '         pour         X  —  xq=^ y — ^o 


dz^  ds^  da 
Or,   l'intégration  du    système  S,   indépendant  du  choix  des  condi- 
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lions  initiales  imposées  aux  intégrales  de  (33),  se  ramène,  comme  nous 
savons  (n"l206),  à  celle  d'un  système  passif  d'équations  différentielles 
totales  du  premier  ordre. 

V.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'étant  donné  un  système  ortho- 
nome  passif  de  grade  i  et  d'ordre  N,  dont  le  Tableau  n'offre  de  cases 
vides  que  dans  une  seule  colonne,  on  en  peut  toujours  ramener  l'in- 
tégration à  celles  d'équations  différentielles  totales  en  adjoignant  aux 
inconnues  primitives,  à  titre  d'inconnues  auxiliaires,  les  dérivées 
paramétriques  des  ordres  1,2,  .  .  . ,  N  :  il  convient  d'ajouter  que,  si  le 
système  en  question  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  l'ordre  N, 
l'adjonction  de  ces  dernières  devient  inutile,  et  qu'on  peut  alors  se 
borner  à  prendre  comme  inconnues  auxiliaires  les  dérivées  paramé- 
triques des  ordres  1,2,  ...,N  —  i.  Nous  avons,  au  n"  208,  vérifié  le 
fait  pour  N=  i,  et  nous  en  trouverons  ci-après,  dans  un  exemple 
numérique  (n*"  212,  II),  une  vérification  nouvelle  ;  il  nous  semble 
d'ailleurs  inutile  d'y  insister  davantage. 

212.  Appliquons  à  quelques  exemples  la  méthode  exposée  au  nu- 
méro précédent. 


(5i) 


I.    Considérons  d'abord  le  système 


dx 


dy 


où  se  trouvent  engagées  deux  fonctions  inconnues  des  variables  indé- 
pendantes X  et  y.  Ce  système  est  orthonome,  comme  on  le  voit  par 
l'attribution  aux  variables  et  aux  inconnues  des  cotes  suivantes  : 


Cotes  premières 
Cotes  deuxièmes 
Cotes  troisièmes 


• 

I 

' 

0 

7. 

■ 

I 

0 

0 

0 

' 

0 

il  est  d'ailleurs  passif.  Cela  étant,  on  propose  d'en  rechercher  la  solu- 


")4o  CHAPITRE    XIII. 

lion  (u.  v)  satisfaisant  aux  conditions  initiales 


Il  —  A 

—  v2 


X  —  I  =  j-  =  o, 
X I  =  o. 


pour 
ç   =y^        pour 

En  désignant  par  u(y)  ce  que  devient  u  dans  l'hjpothèse  numé- 
rique jr  =  I ,  la  fonction  u  vérifie,  avec  la  condition  initiale 

u  =  A 


pour 


r  =  0» 


d\> 


l'équation  différentielle  -7-  =  2  ;  elle  est,  par  suite,  égale  à  ay-j-  A. 

On  se  trouve  ainsi  ramené,  par  l'application  de  notre  méthode,  à  in- 
tégrer le  système 


du 
dx 

=  — 

r" 

-^{i-h  v" 

du 

dv 
dx 

=  u 

—  v'  v' 

■'-l-(l  +  p' 

ôx 

=  — 

'1 

-+-  (1  -f-  p' 

dx 

= 

(l-f-i^" 

aux  quatre  inconnues  «,  i^,  v' ,  c",  avec  les  conditions  initiales 

A 


(52) 


u  =  '2y 

v  =yi 
v'  =  'ly 
v"  =  2 


pour 


A  cet  effet,  on  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles  (homogène) 


-f-  — (IH-P  )f- 

dx  ^  dy 


b        du        ^  '  dv        1        dv 


OÙ /désigne  une  fonction  inconnue  de  x^y^  «,  v^  v\  v"  \  son  intégrale 
générale  est  une  fonction  arbitraire  des  cinq  quantités 


x{\-^  v") -\- y^     v\     a7p"3-i-6M,     xv"'^ 

6  P  —  bux  -{-  X*  v"^  H-  6 37 p'  v" . 


•l  V  , 


On  pose  alors 


(53) 


f)^' 


v"=Y  [x{i-^v")-+-y], 

xv"'^  -h  6  a  =  <î>  [ ar  (  I  H-  p" )  -h  JK ], 

xv"^-\-  'zv'  —  ^'[x{i  -h  v")  -hjK], 

iSux  -h  X'v"'^^  6xç' i^"  —  Q  [x{i-+-  v")  -^-y]. 
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et  l'on  détermine  les  composantes  T,  ^,  W,  Q,  de  manière  que  les 
relations  (53)  soient  identiquement  vérifiées  quand  on  tient  compte 
des  conditions  initiales  (02).  11  vient  ainsi 

2  =  r(j^-f-3), 

i2V-i-8-i-6A  =  *ï>(j^-h3), 

6j^24_  ,2^  _l_  8  —  6A  =  Û  (  j- +  3), 

relations  qui,  par  le  changement  de  variable 

^  +  3  =  6, 
prennent  la  forme 

•      2  =  r(e), 

126  — •28  +  6A  =  'ï>(ô), 

46  — 8  =  W(e), 
662— 246  +  26  —  6A  =  12  (6). 

Les  composantes  T,  ^,  \t",  Q  étant  connues,  les  relations  (5o)  de- 
viennent 

p"=  2,         a^v"^-i-6u  =  i2[x'{i-h  v" )  -hf]  —  28 -4-6  A, 
a:c^"2-+- 2P'=  4[;r(i -h  p") +j^]  —  8, 

=  6[x (i  -h  v" )  -i- y]^  —  2 4  [ .r  ( I  -+-  p" )  H-  j/ ]  -+-  26  —  6  A , 

et  l'on  en  tire 

_  i/ix  -^6y  -i-  3  \  —  14 
u-  ■— 

_  1 3  372  H-  1 2  xy  -+-  3 jK-  -r-  (  3  A  —  26  )x  —  1 2  ^  -f- 1 3  —  3  A 

solution  cherchée  du  système  (5i  ). 

II.   Considérons  maintenant  le  système 

!    du  .  ,    ()2  p  A2ç  (^2  j,  ^(,  ()ç 

-—   =  2(1+  u)——  —  (l-+-  4  m) h    (2  M  —  l)-— -  H ? 


(54) 


dv  dv         dv 

-—   =  2  —  -7-   —   -^  w2-i-  V, 

dx  dy        dz 

du  _d^v  d'^v 

^.y  ~  ^y^        ^y  d^  ' 

du  _    d'^v  _^d^v 
dz  ~  dy  dz  ~~  di^"' 
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linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre,  et  où  se  trouvent 
engagées  deux  fonctions  inconnues  des  variables  indépendantes  x^  y^  z. 
Ce  système  est  orthonome,  comme  oh  le  voit  par  l'attribution  aux 
variables  et  aux  inconnues  des  cotes  suivantes  : 


y 


Cotes  premières. 
Cotes  deuxièmes 
Goies  troisièmes  . 


. 

■ 

1 

I 

0 

•;• 

1 

I 

1 

G 

G 

0 

0 

1 

0 

il  est  d'ailleurs  passif.  Gela  étant,  on  propose  d'en  rechercher  la  solu- 
tion, (?<,  (^),  satisfaisant  aux  conditions  initiales 

u  =  k  pour         X  =  y  =  z  =  o, 

V  =y-Y-'2Z         pour         or  =  o. 

En  désignant  par  u  (y,  z)  ce  que  devient  u  dans  l'hypothèse  numé- 
rique .3;  =  o,  la  fonction  u  vérifie,  avec  la  condition  initiale 

u  =  A          pour         y  =  z  =  o, 


le  système  des  deux  équations  — -  =  o,   --  ^  o  ;   on  a  donc  identi- 
quement u  (y,  z)  =  A. 

LiCla  étant,  le  système  (04)  nous  lournit,  pour   ,     ,     et   ,     .   ?  les 


expressions  ultimes 


(55) 


âcr  dj' 
dx  Oz 


dx  dy 

=  -lii-i-  u)  —-      -h(i  — 2a)-— —  -+-  -— , 
^  dy^  ^         ^  '  ôy  dz        ôy 

=  2(1  + w)  T-3- H-(i  —  2a)-— p      -H-T-- 
^  ây  âz  dz-  dz 


dx  ôz 


On  peut,  d'autre  part,  en  tenant  compte  des  deux  dernières  équa- 
tions du  système  (54),  ajouter  au  second  membre  de  la  première  la 
quantité  (nulle) 

du.        d^'V  d'-v    \         ,  .  /du  ô'^v  d'^v\ 


\ày        ày^        dy  dz 
et  l'écrire  sous  la  forme 


(I 


(du  d^ç  d2(;\ 

~'^''^\d7~dydl~''d^-)' 


du  ^  ^à^^        . 

d^=      ^('  +  ^^)ôi^-(' 


^     d^v         ,  d'^'V        dv         dv 


-+-  2  (  I  -^  a  ) 


du        d'^-v 


d'-v 


dy        dy^        dy  dz 


,  /du  d^-v  d^'V 

(i  —  2  a) — —  4-  — ^ 

^  \dz        dy  dz        dz- 
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ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites, 

du                          du        ,               ,  du,         dv         dv 
(56)  _—  =zz  2(1  -4-  m)-7 'r-  {\  —  1U)- h- -T-- 

^      '  dx  ày  dz        dy        dz 

Si  Ton  pose  maintenant 

dv  ,  dv  , 

'  dy         '  dz 

la  deuxième  équation  du  système  (54)  peut  s'écrire 


dx  i         -  \ày  )  \dz 

ou,  toutes  réductions  faites, 

àv  ,  ^  dv        ,  ,  dv 

—  =  2(n-  a)- \-  (\  —  iu)  - — V-  iu(v'~—  Vy)-^  u^-h  V. 

dx  ày        ^  dz  v   -         j  / 

Finalement,  si  l'on  tient  compte,  dans  les  équations  (55)  et  (56), 
du  changement  de  notations  (5^),  on  tombe  sur  le  système 

du  ,  ,  ,  ^  du         ^  du 

-—     =  Vy —  V.  -h2(H-M)--     +(l  —  2W)-— , 

dx  '  ày         ^  ^  dz 


—     =  U-~-  V  -h  2U(v'.—  v'y)  -^  lU-i-  U)  -—     H-  (l —  1U)-— 

Ox  ^  J'  ^  ^  dy  dz 


dv'y  dv'y                                                                       dv'y 

—^=v'y  -+- '2(i  + w)— •'-  -4- (i— 2a)— -, 

Ox          ^  ày                        '  dz 

à^'z          !  /            X  àv'^         .               ,  dv'~ 

—-=  V'.  -\-  -lil  -]r  U) h(l—  2m)— ^, 

dx  ^  dy                       ■^  dz 

aux  quatre  inconnues  u,  ç,  ç'^,  v'^  ;  il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer  ce 
dernier  avec  les  conditions  initiales 


/  w  =  A 

\   V    ^y 


y  -\-  iz 
(58)  <;'  )         pour         ;r  =  o. 

Pv=    I 


A  cet  effet,  on  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles  (homogène 
àf  ,  df  df  ,     df 

^_2(,^-.)^-(.-2.)^^+(.;.-.j^^ 

,  ^àf         ,    àf  ,   df 

-\-  iu^ -{-  V  -ir  -2.  uv -  —  2  uv'  )  -f-  +  v'  -rr  -+-  V-  -rr  =  «i 
■^    dv         ■'  dVy         "  dv. 
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oùydésigne  une  fonction  inconnue  de  x,y^  3,  w,  ç,  t^^,  ^^^  ;  son  inté- 
grale générale  est  une  fonction  arbitraire  des  six  quantités 

u  —  ç'y-hi'zi     ^y^~^i     ^'■;«~'^>     {u^-\-  v)e-^, 
Sx  -i-y  -+-  Z,  Z  —  '2.U-+-{l  —  2.U-{-2v'y — 2v'.)x. 

On  pose  alors 

U v'y-{-  v'^  =  V  ['i  X  -h  y  -i-  z,    ^  —  2  M  +  (  I    —  2U-\-  2v'y—  •2V'-)X]^ 

v'yC-^  =  <ï>[3a7H-^  +  ^,   z  —  2U  -\-  {x—  2U  -^  2ç'y —  2v'.)x]^ 
(59)      { 

v'~e~^=W[3x  -hy  -hz^  z  —  2u -\- {1  — 2u -h  2ç'y— 2vi)x], 
(iû-\-  ç) e^^  =  a  [3x  -hy  -\-  z^  z  —  2  u  -h  (t  —  2 m  -4-  2 p'^.  —  2i>'~)x], 

et  l'on  détermine  les  composantes  des  seconds  membres  de  manière 
que  les  relations  (5g)  soient  identiquement  vérifiées  quand  on  tient 
compte  des  conditions  initiales  (58).  Il  vient  ainsi 

A -■(- 1  =  r  (jK  4- -3, -3  —  2 A), 

I  =z^{y-^z,  Z  —  2A), 

2=W(y^z,z  —  2A), 
y  -h2Z  -\-  X^=  il  (y^z,  ^  —  2A), 

relations  qui,  par  le  changement  de  variables 

j-i-5  =  e,,      z  — 2A  =  e2, 

prennent  la  forme 

A  +  i  =  r(0„  62),  I  =<ï'(ei,  62), 

2  =  ^(61,  O2),      e,  +  02+ A2+2A  =  Q(ei,  62). 

Les  composantes  T,  4>,  W,  Ù  étant  connues,  les  relations  (39)  de- 
viennent 

u  —  f'^. -+- ç'C  =  A -h  I ,         i}'ye--^=i,         v'.e--^  =  2^ 

(M^-h  p)e-^  =  (3a7  -\-y  -\~  Z)-^\Z  —  2M-+-(i  —  2M-f-2P^ —  2v'.)x'\^  k>-\-2K^ 

et  l'on  en  tire 

a  =  A  -h  I  —  e-^, 

V  =  gs.r^.  e^[2{i  —  P^)x  ^y  -^  2z-\-  A2+  2 A]  — (A  +1)2, 

solution  cherchée  du  système  (54)- 
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Systèmes  réductibles  aux  précédents. 

213.  Dans  tout  système  différentiel  auquel  s^ applique  Vunou 
Vautre  de  nos  théorèmes  d'existence,  et  oit,  de  plus,  le  damier  des 
conditions  initiales  (n"  90)  n^ offre  de  cases  blanches  que  dans  une 
seule  colonne,  la  recherche  d'intégrales  ordinaires  répondant  à 
des  conditions  initiales  données  se  ramène  à  V intégration  succes- 
sive de  deux  systèmes  passifs  d'équations  différentielles  totales 
(n°  116),  dont  le  second  est  indépendant  du  choix  des  conditions 
initiales. 

Nous  commencerons  par  rappeler  que  tout  système  différentiel,  S, 
auquel  s'applique  l'un  ou  l'autre  de  nos  théorèmes  d'existence,  rem- 
plit à  la  fois  les  diverses  conditions  suivantes  : 

1°  Le  système  S  est  résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des 
fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées,  les  seconds  mem- 
bres y  sont  indépendants  de  toute  dérivée  principale,  et  aucun 
des  premiers  membres  n'y  est  une  dérivée  de  quelque  autre  ('). 

2°  En  attribuant,  dans  toutes  les  équations  du  système  S,  aux 
variables  indépendantes  des  cotes  respectives  toutes  égales  à  \^  et 
aux  inconnues  des  cotes  respectives  convenablement  choisies, 
chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les  variables  indépen- 
dantes, que  des  quantités  [inconnues  ou  dérivées)  dont  la  cote  ne 
surpasse  pas  celle  du  premier  membre  correspondant. 

3°  En  désignant  par  Y  la  cote  maxima  des  premiers  membres 
des  conditions  initiales  (mises  sous  la  forme  que  nous  avons  spé- 
cifiée au  n^  ISo),  par  o  la  cote  minima  des  premiers  membres  de 
S,  et  par  A  leur  cote  maxima  (A^F-l-  i  ),  on  peut,  des  groupes 

Soi     SoH-i,      . . . ,     Sp-+.i 

(n"  144),  extraire  respectivement  des  groupes, 

tel    to+u     •  •  •  >     ^r+i» 

possédant  la  triple  propriété  de  contenir 

t 

ï  5g,     •So-4-i,      •  •  •  1     ^A 

(')   Voir  la  Remarque  du  n"  113. 

R.  35 
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(n°  144),  d'êtj'e  composés  d'équations  en  nombres  respectivement 
égaux  à  ceux  des  dérivées  principales  de  cotes 


et  d'être  successivement  résolubles  par  rapport  à  ces  dérivées. 

Ces  diverses  conditions  se  trouvant  remplies,  et  le  damier  des 
conditions  initiales  de  S  n'ofl'rant  de  cases  blanches  que  dans  une 
seule  colonne,  il  résulte  de  l'alinéa  I  du  n"  201  que  rintégration  de  S 
se  ramène  à  celle  d'un  système  orthonome  passif  de  grade  i ,  dont  le 
Tableau  n'oflVe  lui-même  de  cases  vides  que  dans  une  seule  colonne; 
et  nous  avons  d'ailleurs  établi,  dans  ce  qui  précède,  que  l'intégration 
de  ce  dernier  système  est  réductible  à  celle  qu'indique  notre  énoncé. 
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CHAPITRE  XIV. 

RÉDUCTION    D'UN   SYSTÈME   DIFFÉRENTIEL  QUELCONQUE    A  UNE  FORME 
COMPLÈTEMENT  INTÉGRABLE. 


I 


Indication  d'une  méthode  générale  pour  réduire  un  système 
différentiel  à  une  forme  complètement  intégrable. 

214.   Nous  commencerons  par  établir  divers  lemmes. 

1.  Dans  un  système  différentiel  quelconque,  nous  nommerons  sou- 
vent 5o/(<//o/i  analytique  un  groupe  quelconque  d'intégrales  (^). 

Nous  bornant,  comme  nous  l'avons  toujours  fait,  à  la  considération 
exclusive  des  solutions  analytiques  ordinaires  (n°  98),  nous  dirons 
cju'un  système  différentiel  limité  (c'est-à-dire  composé  d'un  nombre 
limité  d'équations)  est  analytiquement possible  ou  impossible,  sui- 
vant qu'il  admet  ou  non  quelque  solution  de  cette  espèce. 

Etant  donnés  deux  systèmes  différentiels  limités,  si  toute  solution 
analytique  ordinaire  du  premier  est  en  même  temps  une  solution 
analytique  ordinaire  du  second,  nous  dirons  que  le  second  est  une 
conséquence  analyticjue  du  premier;  si  chacun  d'eux  est  une  consé- 
quence analytique  de  l'autre,  les  systèmes  seront  dits  analytiquement 
équivalents. 

Etant  donnés  deux  systèmes  différentiels  (limités),  S  et  S',  où  se 
trouvent  engagées  les  mêmes  fonctions  inconnues,  ?/,  r,  ...,  des 
mêmes  variables  indépendantes,  x^y^  . . .,  si  les  systèmes 

S  prolongé,     S'  prolongé 

(n"99)  sont  numériquement  équivalents  (n"  iOO),  il  est  facile  de 
voir  que  les  systèmes  S,  S'  le  sont  analytiquement  (-).  Toute  solu- 


(  '  )  Le  mot  analytique  est  ici  opposé  au  mot  numérique. 
(^)  La  réciproque  est  vraie  :  voir  ci-après  n"  217,  IL 
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lion  analytique  ordinaire  de  S  fournit  en  effet  une  solution  numérique 
de  S  prolongé  donnant  lieu  à  des  développements  convergents  (n"  99), 
par  suite,  une  solution  numérique  de  S'  prolougé  jouissant  de  la  même 
propriété;  elle  est  donc  aussi  (n"  99)  une  solution  analyti(|ue  de  S', 
nécessairement  ordinaire  pour  S'  en  vertu  même  des  restrictions 
posées  dans  la  définition  de  l'équivalence  numérique.  Pareillement, 
toute  solution  analytique  ordinaire  de  S'  en  est  aussi  une  pour  S. 

11.    Quand  deux  systèmes  différentiels  [limités)^  S  et  S',  sont  en 
corrélation  multiplicatoire  (n°  122),  les  systèmes 

S  prolongé,     S'  prolongé 

jouissent  de  la  même  propriété  (c'est-à-dire  que  toute  relation  figu- 
rant dans  l'un  quelconque  de  ces  deux  derniers  est  une  combinaison 
multiplicatoire  de  diverses  relations,  en  nombre  limité,  figurant  dans 
l'autre). 

Effectivement,  soient 

(i)  Fi  =  o,         F2=o,         ...,         F,„  =  o 

les  équations  du  système  S;  toute  équation  de  S',  étant,  par  hypo- 
thèse, une  combinaison  multiplicatoire  des  précédentes,  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

où  ^4,  <I>2,  •..,  ^m  désignent  certaines  fonctions  dépendant  des  va- 
riables x^y^  ...,  des  inconnues  u^  c,  . . .  et  de  leurs  dérivées.  Cela 
étant,  désignons  par  Q,.a^,3_F  un  symbole  indiquant  qu'on  a  appli- 
qué à  F  la  règle  de  différentiation  des  fonctions  composées,  successi- 
vement a  fois  par  rapport  à  jc,  [^  fois  par  rapport  à  j^,  etc.  Il  s'agit  de 
faire  voir  que  l'équation 

Q.rV?...(*iFi-+-*2F2H-...-f-*,„F,„)  =  o 

est  une  combinaison  multiplicatoire  de  diverses  équations  de  S  pro- 
longé. Or,  il  est  clair  qu'en  développant  par  la  règle  des  fonctions 
composées  le  premier  membre  de  la  relation  précédente,  on  tombe 
sur  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  delà  forme 

^x"'i'"...^k  X  û,r«"/'...  F/,, 

avec  les  conditions 
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et  il  suflît  alors  d'observer  que  la  relation 

appartient  au  système  (i)  prolongé,  c'est-à-dire  à  S  prolongé. 

Ainsi,  toute  relation  de  S'  prolongé  est  une  combinaison  multipli- 
catoire  de  S  prolongé,  et  l'on  prouverait  de  même  la  réciproque. 

III.  Lorsque,  à  un  système  différentiel  {limité)^  S,  on  adjoint 
un  groupe  (^liniité)^  H,  qui  soit  une  combinaison  multiplicatoire 
de  quelque  groupe  {limité)  extrait  du  système  S  prolongé,    les 

systèmes 

S  prolongé,     (S,  H)  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire. 

Effectivement,  toute  équation  de  S  prolongé  étant  une  combinaison 
multiplicatoire  d'elle-même,  il  nous  suffit  d'établir  que  toute  équation 
de  H  prolongé  est  une  combinaison  multiplicatoire  de  diverses  équa- 
tions de  S  prolongé.  Or,  toute  équation  de  H,  jouissant,  par  hypothèse, 
de  cette  propriété,  est  de  la  forme 

{i)  Al  Li -f- A2L2-4-.  .  •+ A^L^=:  o, 

OÙ 

(3)  Ll    =   O,  L2=0,  ...,  Lrr=0 

désignent  des  équations  convenablement  choisies  de  S  prolongé, 
et 

Al,     A2,     ...,    Ag. 

des  fonctions  convenablement  choisies.  Si  sur  l'équation  (2)  on 
effectue,  conformément  à  la  règle  des  fonctions  composées,  un 
nombre  quelconque  de  différentiations  consécutives,  il  est  visible,  en 
vertu  d'un  raisonnement  semblable  à  celui  de  l'alinéa  II,  que  la  rela- 
tion résultante  est  une  combinaison  multiplicatoire  du  système  (3) 
j)rolongé,  et,  par  suite,  du  système  S  prolongé. 

IV.  Considérons  un  système  différentiel  (limité)  composé  des 
deux  groupes  S,  T,  et  soient  S  un  groupe  réduit  (n*"  128)  extrait 
de  S  prolongé,  T'  le  groupe  déduit  de  T  en  y  tenant  compte  des 
formules  de  résolution  de  S. 
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Cela  étant,  les  systèmes 

(S,  T)  prolongé,     (S,  T')  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire. 

Désignons,  en  eflet,  par  s  celles  d'entre  les  équations  de  S  qui  font 
partie  de  S  (non  prolongé),  et  par  o-  celles  qui  n'en  font  pas  partie. 
11  résulte  de  nos  hypothèses  et  d'une  remarque  faite  dans  la  théorie 
des  fonctions  implicites  {voir  la  note  du  n"  122)  que  les  systèmes 
(S,  T)  et  (S,  T'),  c'est-à-dire  (5,  a-,  T)  et  (5,  a-,  T')  sont  en  corrélation 
multiplicatoire;  les  systèmes  (S,  o-,  T),  (S,  u,  T')  jouissent  donc 
évidemment  de  la  même  propriété,  et,  par  suite  aussi  (II),  les  sys- 
tèmes 

(S,  a,  T)  prolongé,     (S,  a,  T')  prolongé. 

D'ailleurs,  puisque  o-  fait  partie  de  S  prolongé,  il  est  clair  que  le 
système  (S,  t)  prolongé  n'est  autre  que  le  système  S  prolongé  :  donc 
on  peut  dire  que  les  systèmes 

(S,  T)  prolongé,     (S,  T')  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire,  ce  qu'il  s'agissait  d'établir. 

V.  Si,  dans  un  systènrie  différentiel  {limité).  S,  résolu  par  rap- 
port à  diverses  dérivées  {d'ordre  positif  ou  nul)  des  inconnues,  on 
attribue,  comme  dans  la  définition  des  systèmes  orthonomes 
(n°  104),  p  cotes  successives  à  chacune  des  variables  et  des  incon- 
nues (*),  et  si  chaque  second  membre  ne  contient,  outre  les 
variables  indépendantes ,  que  des  quantités  {inconnues  ou  déri- 
vées) normales  par  rapport  au  premier  membre  correspondant 
(n""  104),  on  peut,  sans  changer  les  cotes,  en  déduire  un  système, 
'i^'  ^  possédant  à  la  fois  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Les  systèmes  S  et  S'  se  composent  d^ un  même  nombre  d'équa- 
tions, et  ont  respectivement  les  mêmes  premiers  membres. 

1^  Dans  le  système  S',  chaque  second  membre  n'est  pas  seule- 
ment, comme  dans  S,  indépendant  de  toute  quantité  anormale, 
il  l'est  aussi  de  toute  quantité  principale. 

(  '  )  La  cote  première  de  toute  variable  indépendante  est  ainsi  égale  à  i. 
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3"  Les  systèmes 

S  prolongé,     S'  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire. 

Dans  le  n"  106,  auquel  nous  prions  le  lecteur  de  se  reporter, 
nous  avons  considéré  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à 
diverses  dérivées  des  inconnues,  et  nous  avons  supposé  que  les  pre- 
miers membres  du  système  étaient  tous  d'ordre  supérieur  à  zéro  : 
mais  les  conclusions  auxquelles  nous  avons  été  conduit  restent  appli- 
cables, alors  même  que  quelques-uns  des  premiers  membres  seraient 
d'ordre  nul. 

Cela  étant,  si  le  système  proposé  S  a  ses  seconds  membres  indépen- 
dants de  toute  cjuantité  principale,  la  proposition  est  vraie  d'elle- 
même. 

En  nous  plaçant  maintenant  dans  l'iijpo thèse  contraire,  considé- 
rons l'ensemble  illimité  que  forment  les  quantités  principales  du  sys- 
tème S,  et  soit  03  la  classe  maxima  des  premiers  membres  de  S.  De 
l'ensemble  des  relations  déduites  de  S  par  différentiations,  j'extrais 
un  groupe,  Q,  choisi  de  telle  sorte  que,  dans  le  système 

(S,  Q), 

chacune  des  quantités  principales  de  classes  i,  2,  ...,  oj —  i  figure 
comme  premier  membre  une  fois  et  une  seule.  Le  système  (S,  Q)  a 
donc  pour  premiers  membres  (tous  distincts  entre  eux)  les  diverses 
quantités  principales  de  classes  i ,  2,  . . . ,  w  —  i  du  système  S,  et,  en 
outre,  certaines  quantités  principales  de  classe  (o  du  même  système. 
Dans  le  système  (S,  Q),  le  groupe  formé  par  les  équations  qui  ont 
pour  premiers  membres  les  quantités  principales  de  classe  i  du  sys- 
tème S,  appartient  tout  entier  à  S  :  car  autrement,  quelqu'une  des 
équations  de  ce  groupe  se  déduirait  par  différentiation  de  quelqu'une 
des  équations  de  S,  et,  par  suite,  aurait  son  premier  membre  de  classe 
supérieure  à  la  classe  minima,  qui  est  i.  Mais  le  groupe  formé  dans 
(S,  Q)  par  les  équations  qui  ont  pour  premiers  membres  les  quan- 
tités principales  de  classe  /:  =  2,  3,  . . . ,  (o —  1  peut  contenir  des 
équations  extraites  de  S  et  d'autres  extraites  de  Q.  Cela  étant,  je 
désignerai  par 

les  groupes  extraits  de  S  dont  les  premiers  membres  sont  de  classes 
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respectives 

I,     2,      ....     oi  —  I,     w; 

et,  semblahleinent,  je  désignerai  par 

Q2,       ...,      Qa,-l 

les  groupes  extraits  de  Q  dont  les  premiers  membres  sont  de  classes 

respectives 

•2,      . . . ,     CO  —  I. 

Puis,  je  partagerai  le  système  (S,  Q)  en  groupes  successifs  delà  façon 
suivante  : 

Si,         S2,         Q21         S3,         Q;j,  ...,         S,j)_l,         Qw-1,         S(o- 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'éliminer  des  seconds  membres  de  ce  sys- 
tème toutes  les  quantités  principales  :  effectivement,  dans  (So,  Q^-y)^ 
on  remplacera  les  quantités  principales  de  première  classe  par  leurs 
valeurs  tirées  de  S,,  ce  qui  donnera  (S!,,  Q.,);  puis,  dans  (S3,  Q3), 
les  quantités  principales  des  deux  premières  classes  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (S<,  S!,,  Q^)^  ce  qui  donnera  (S'j,  Q'3);  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à Sco,  qui  sera  remplacé  par  un  groupe  S.,).  On  tombera  finalement 
sur  le  système 

S  H       S.,,       (^'2,       03,       U;},        •..,       Sa)— 1,       ^(ii—li       S(iO. 

Il  est  clair  que  le  système  S',  formé  par  la  réunion  des  groupes 

Si,     S2,     S3,      •••,     S(o— 1,      s  0)5 

satisfait  aux  conditions  i"  et  2"  de  notre  énoncé,  et  il  s'agit  d'établir 
qu'il  satisfait  aussi  à  la  condition  3",  cest-à-dire  que  le  système  S' 
prolongé  est  en  corrélation multipiicùtoire  avec  le  système  S  prolongé. 

Observons  tout  d'abord  que  les  relations  Qo  proviennent  nécessai- 
rement du  prolongement  de  S,,  les  relations  Q3  du  prolongement 
de  (Si,  S2),  les  relations  Q,  du  prolongement  de  (S,,  S^,  S3),  etc., 
enfin  les  relations  Qco_i  du  prolongement  de  (Si,  So,  ...,  ^(0-2)- 

Gela  étant,  les  systèmes  (S,,  S^)  et  (S,,  S.,)  sont,  en  vertu  d'une 
remarque  faite  dans  la  tliéorie  des  fonctions  implicites  (voir  la  note 
du  n"  122),  en  corrélation  mulliplicatoire  :  donc  les  systèmes 

(Si,  S2)  prolongé,     (Si,  Sj)  prolongé 

jouissent,  d'après  II,  de  la  même  propriété. 


i 
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Considérons  le  système  (S,,  S^,  S3).  Si,  dans  les  relations  83,  on 
remplace  les  quantités  principales  des  deux  premières  classes  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (S,,  S!,,  Q!,),  c'est-à-dire  déduites,  conformé- 
ment au  principe  général  des  lonctions  implicites,  de  (S),  83,  Q2),qui 
fait  partie  de  (S(,  So)  prolongé,  il  résulte  de  IV  que  les  systèmes 

(Si,  S2,  S3)  prolongé,     (Si,  S2,  S3)  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire.  D'ailleurs,  puisque  nous  venons 
d'établir  que  (8,,  8:,)  prolongé  et  (8,,  8!,)  prolongé  jouissent  de  la 
même  propriété,  il  est  clair  que 

(Si,  S2,  S3)  prolongé,     (Si,  S2,  S3)  prolongé 

en  jouissent  aussi.  On  en  déduit,  par  comparaison,  que 

(Si,  S2,  S3)  prolongé,     (Si,  Sj,  S3  )  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire. 

Considérons  maintenant  le  système  (8,,  8^,  83,  8/,).  8i,  dans  les 
relations  8,,  on  remplace  les  quantités  principales  des  trois  premières 
classes  par  leurs  valeurs  tirées  de  (81,  8^,  Q.',,  8.5,  Q3),  c'est-à-dire 
déduites,  conformément  au  principe  général  des  fonctions  implicites, 
de  (8,,  8:j,  Q2,  83,  Q3),  qui  fait  partie  de  (8,,  82,  83)  prolongé,  il  ré- 
sulte de  IV  que  les  systèmes 

(Si,  S2,  S3,  Si)  prolongé,     (Si,  S2,  S3,  S^  )   prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire.  D'ailleurs,  puisque  nous  venons 
d'établir  que 

(Si,  Sa,  S3)   prolongé,     (Si,  S2,  S3  )  prolongé 

jouissent  de  la  même  propriété,  il  est  clair  que 

(Si,  S2,  S3,  S4)  prolongé,     (Si,  S'2,  S'.,  S4)  pr<»longé 

en  jouissent  aussi.  On  en  déduit,  par  comparaison,  que 

(Si,  S2,  S3,  S^)  prolongé,     (Si,  S2,  S3,  S4)  prolongé 

sont  en  corrélation  multiplicatoire. 
Et  ainsi  de  suite. 
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VI.   Soient 

(4)  ",    ^<     ••• 

diverses  fonctions  inconnues  (en  nombre  limité)  des  variables  indé- 
pendantes 

Considérant  un  ensemble  limité  formé  avec  des  dérivées  (d'ordre 
positif  ou  nul)  de  m,  v^  . .  .,  convenons  de  dire  (comme  si  les  dérivées 
en  question  étaient  les  premiers  membres  d'un  système  différentiel, 
résolu  par  rapport  à  elles)  qu'une  dérivée  quelconque  de  u^  p,  . . .  est 
principale  relativement  à  cet  ensemble,  si  elle  coïncide  avec  quelqu'un 
des  termes  de  l'ensemble  ou  quelqu'une  de  leurs  dérivées;  convenons 
de  dire,  dans  le  cas  contraire,  qu'elle  est  paramétrique  par  rapport 
à  l'ensemble  (n"  90). 

Cela  posé,  si  Von  forme  successivement,  avec  des  dérivées  de 
M,  r,  ...,  divers  ensembles  {limités)  dont  chacun  ne  contienne  que 
des  dérivées  paramétriques  par  rapport  à  tous  les  précédents,  le 
nombre  de  ces  ensembles  est  forcément  limité  (  *). 

Plaçons-nous,  en  effet,  dans  l'hypothèse  contraire,  et  supposons 
qu'on  puisse  former  une  suite  «/iû?é^/i/e  d'ensembles,  dont  chacun  ne 
contienne  que  des  dérivées  paramétriques  relativement  à  tous  les 
précédents.  En  pareil  cas,  quelqu'une  des  fonctions  (4),  u  par 
exemple,  fournit  certainement  des  dérivées  à  un  nombre  illimité 
d'ensembles.  Si  l'on  désigne  par  E'  l'un  de  ces  derniers  ensembles, 
et  par 

l'une  des  dérivées  de  u  qui  figurent  dans  E',  il  y  a  encore,  à  la  suite 

(')  Cette  proposition,  dont  j'ai  publié  la  démonstration  en  juin  iSgS  {Annales  de 
l'École  Normale,  iSgS,  p.  171,  172  et  173),  contient  comme  cas  particulier  la  sui- 
vante, formulée  par  M.  Delassus  en  1896  :  Si  Von  considère  une  suite  infinie  d'en- 
sembles canoniques  d'ordres  croissants, 

E",     E«+',     ...,     Ei-,     ..., 

tels  qu'on  ait,  quel  que  soit  tx, 

(E:*)'^Ei*+S 

le  nombre  des  termes  de  la  suite  pour  lesquels  il  y  a  inégalité  est  forcément 
limité  {Annales  de  l'École  Normale,  1896,  p.  43i  et  432). 
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de  E',  un  nombre  illimité  d'ensembles  contenant  des  dérivées  de  la 
fonction  u\  pour  chacune  de  ces  dérivées,  l'un  au  moins  des  ordres 
partiels  )^,  [a,  ...,  v,  relatifs  k  x^  y^  ...,  3,  est  inférieur  à  l'ordre  partiel 
correspondant  de  (5),  et  chacune  d'elles  appartient,  à  plus  forte 
raison,  à  quelqu'une  des 

(>;'-f-i)  +  ([jL'+  i;~i-..  .-i-(v'H-i) 

catégories  que  définissent  respectivement  les  relations 

X=o;         X=i;         X  =  2;  ...,         X=:X'; 

fx  =  0  ;         \i.  =  i:         [^  =  2  ;         . .  . ,         I-t  =  j^'  ; 


Des  diverses  catégories  ci-dessus  définies,  une  au  moins,  par 
exemple 

(6)  X  =  /, 

fournit  donc  nécessairement  des  dérivées  de  u  à  un  nombre  illimité 
d'ensembles  postérieurs  à  E'.  Si  l'on  désigne  par  E^'  l'un  de  ces  der- 
niers ensembles,  et  par 

(7) 


àx^  OyV-" .  .  .ôz^" 


l'une  des  dérivées  de  u  de  la  catégorie  (6)  qui  figurent  dans  E'^,  il  j  a 
encore,  à  la  suite  de  E'^,  un  nombre  illimité  d'ensembles  contenant 
des  dérivées  de  u  de  cette  même  catégorie;  pour  chacune  des  dérivées 
en  question,  l'un  au  moins  des  ordres  partiels  a,  ...,  v  relatifs  ky^  ...,  s 
est  inférieur  à  l'ordre  partiel  correspondant  de  (^),  et  chacune  d'elles 
appartient,  à  plus  forte  raison,  à  quelqu'une  des 

(î^"^-0+...--(v"-f-i) 

catégories  que  définissent  respectivement  les  couples  de  relations 

(  X  =  /,         I  X  =  /,         i  X  =  /, 


X  =  /,  j  X  =  /,         \l  =  1, 

V    =  o  ;  V    =  I ,  /    V    =  -2  ; 


(  ^^ 

= 

l. 

\  \^ 

— 

\^' 

i>- 

= 

l. 

(v 

= 

v". 
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De  ces  nouvelles  catégories,  une  au  moins,  par  exemple 

j  À  =  /, 
(   IX  =  m, 

fournit  donc  nécessairement  des  dérivées  de  u  à  un  nombre  illimité 
d'ensembles  postérieurs  à  E".  En  poursuivant  ce  raisonnement  et  dé- 
signant par  ...,  n  des  entiers  convenablement  choisis,  on  arrivera  à 
cette  conclusion  absurde  que  la  catégorie 

X  =/, 
a  =  m. 


ne  comprenant  évidemment  qu'une  seule  dérivée  de  //,  en  fournil  à 
un  nombre  illimité  d'ensembles. 

!21o.  Etant  donné  un  système  différentiel  [limité)^  dont  les 
premiers  membres  [après  réduction  des  seconds  à  zéro)  sont  déve- 
loppables  dans  quelque  domaine  (n"  76),  on  peut,  dans  les  circon- 
stances générales,  et  sauf  la  rencontre  de  relations  non  identiques 
entre  les  seules  variables  indépendantes,  en  déduire,  sans  change- 
ment de  variables  ni  intégration,  un  système  complètement  inté- 
grable  tel,  que  le  deuxième  système  prolongé  équivaille  numéri- 
quement au  premier  prolongé,  tel,  par  suite,  que  le  deuxième 
système  équivaille  analytiquement  au  premier  (n"^  214,  I). 

Nous  présenterons  tout  d'abord  une  remarque  générale  sur  le  genre 
de  raisonnement  qu'on  est  obligé  de  faire  dans  une  semblable  ques- 
tion, quel  que  soit  d'ailleurs  le  mode  de  réduction  adopté.  On  doit 
en  effet,  quel  que  soit  ce  mode,  résoudre  par  rapport  aux  fonctions 
inconnues  et  à  leurs  dérivées,  considérées  dans  un  certain  ordre, 
certaines  relations  dont  les  unes  sont  données,  et  dont  les  autres 
s'introduisent  dans  le  cours  des  calculs.  Or,  on  suppose  essentielle- 
ment que  chacune  des  résolutions  successives  auxquelles  on  est  ainsi 
conduit  puisse  s'effectuer  conformément  au  principe  général  des  fonc- 
tions implicites  sans  que  les  résolutions  antérieures  en  soient  troublées. 
Cette  présomption,  à  laquelle  les  faits  peuvent,  dans  tel  ou  tel  cas,  ne 
pas  donner  raison,  se  justifie  toutefois  assez  fréquemment  pour  que 
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nos  déductions  conservent  loiite  leur  valeur  générale  :  mais,  à  vrai 
dire,  la  très  grande  généralité  du  problème  posé  ne  nous  permettra 
d'obtenir,  dans  les  raisonnements  qui  vont  suivre,  ni  une  rigueur 
absolue,  ni  une  précision  irréprochable. 

Cette  réserve  faite,  nous  établirons  de  diverses  manières,  en  com- 
mençant par  la  plus  simple,  là  possibilité  théorique  de  la  réduction 
spécifiée  dans  notre  énoncé. 

I.  Désignant  par  f^,  r,  ...,  (x^  certaines  fonctions  inconnues  des 
variables  indépendantes  x^y^  .  .  .^  s^  t.^  nous  adopterons  pour  celles-ci 
un  ordre  déterminé,  par  exemple 

(8)  X,     y,      ...,     s,     t, 

et  de  même  pour  les  inconnues  un  ordre  déterminé,  par  exemple 

(9)  "'     V,      ...,     w. 

Puis,  nous  rangerons  comme  il  suit,  sur  une  ligne  indéfinie  allant  de 
droite  à  gauche,  les  dérivées  de  tous  ordres  des  diverses  fonctions  in- 
connues. Nous  écrirons  d'abord  l'ensemble  des  dérivées  premières, 
puis  à  gauche  de  celui-ci  l'ensemble  des  dérivées  secondes,  puis  à 
gauche  de  ce  dernier  l'ensemble  des  dérivées  troisièmes,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment.  Chaque  ensemble  sera  ensuite  divisé  en  ensembles 
partiels,  dont  le  premier  à  gauche  contiendra  les  dérivées  appartenant 
à  la  fonction  u^  le  suivant  les  dérivées  appartenant  à  la  fonction  v^  et 
ainsi  jusqu'au  dernier  c|ui  contiendra  les  dérivées  appartenant  à  la 
fonction  w.  En  désignant  maintenant  par  a,  [^,  ...,  X,  a  les  ordres 
partiels  d'une  dérivée  quelconque  relatifs  k  x,  y^  •  •  •?  -^5  t  respective- 
ment, chacun  des  ensembles  résultants  sera  lui-même  divisé  en  en- 
sembles partiels  se  succédant  de  gauche  à  droite  d'après  les  valeurs 
décroissantes  de  l'ordre  partiel  a;  chaque  sous-ensemble  en  sous- 
ensembles  partiels  se  succédant  de  gauche  à  droite  d'après  les  valeurs 
décroissantes  de  Tordre  partiel  p;  et  ainsi  jusqu'à  l'ordre  partiel  X 
(inclusivement).  Chacun  des  ensembles  définitifs  se  compose  alors 
d'une  dérivée  unique,  et  les  dérivées  de  tous  ordres  de  nos  fonctions 
inconnues  se  trouvent  rangées,  sur  une  ligne  indéfinie  allant  de  droite 
à  gauche,  dans  un  ordre  bien  déterminé.  Nous  qualifierons  de  toxique 
la  suite  ainsi  obtenue,  et  nous  dirons  qu'une  dérivée  de  fonction  in- 
connue est  antérieure  ou  postérieure  à  une  autre,  selon  que,  dans 
la  suite  lexique,  elle  figure  à  gauche  ou  à  droite  de  cette  autre. 
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Gela  étant,  un  système  différentiel  sera  dit  taxique,  s'il  se  trouve 
résolu  par  rapport  à  diverses  dérivées  des  fonctions  inconnues  qu'il 
implique,  et  si  l'on  peut  trouver,  pour  les  variables  et  les  inconnues, 
deux  ordres  respectifs,  (8),  (9),  tels,  que  chaque  second  membre  ne 
contienne,  outre  les  variables  et  les  inconnues,  que  des  dérivées  para- 
métriques postérieures  au  premier  membre  correspondant. 

Un  pareil  système  est  nécessairement  orthonome. 

Effectivement,  si  une  dérivée  de  fonction  inconnue  est  antérieure  à 
une  autre,  il  arrive  forcément  de  trois  choses  l'une  : 

Ou  bien  elle  est  d'ordre  supérieur  à  cette  autre; 

Ou  bien  elle  est  de  même  ordre,  mais  la  fonction  inconnue  à  laquelle 
elle  appartient  précède,  dans  la  suite  ( 9),  la  fonction  inconnue  à  laquelle 
appartient  cette  autre  ; 

Ou  bien  enfin  les  deux  dérivées  considérées  sont  de  même 
ordre  et  appartiennent  à  une  même  fonction  inconnue,  mais  en  dési- 
gnant par 

a',      [i',      ...,     À',      ix\ 

a",     [i",      ...,     X",     ix!' 
leurs  ordres  partiels  relatifs  à 

les  différences 

a'— a",     [i'— fi",      ...,     X'— X" 

ne  sont  pas  toutes  nulles,  et  la  première  d'entre  elles  qui  ne  s'évanouit 
pas  est  positive. 

Cela  étant,  et  en  désignant  par  h  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes, il  suffit,  pour  se  convaincre  de  la  nature  orthonome  d'un  sys- 
tème taxique,  d'attribuer  : 

Aux  variables  des  cotes  premières  toutes  égales  à  i ,  et  aux  in- 
connues des  cotes  premières  toutes  nulles  ; 

Aux  variables  des  cotes  secondes  toutes  nulles,  et  aux  inconnues 
successives  «,  v^  ...,  w  des  cotes  secondes  dont  la  valeur  aille  en  dé- 
croissant; 

Aux  variables  et  aux  inconnues  des  cotes  troisièmes  toutes  nulles, 
à  l'exception  de  x  qui  aura  pour  cote  troisième  l'unité  ; 

Aux  variables  et  aux  inconnues  des  cotes  quatrièmes  toutes  nulles, 
à  l'exception  àe y  qui  aura  pour  cote  quatrième  l'unité; 

Etc.  ; 
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Fiualemenl,  aux  variables  et  aux  inconnues  des  cotes  (A  +  i)''""''^ 
toutes  nulles,  à  l'exception  de  l'avant-dernière  variable  5,  qui  aura 
pour  cote  (A-)- i)''^^"'*' l'unité. 

Car  toute  dérivée  postérieure  à  une  autre  est  alors  normale  vis-à-vis 
de  cette  autre,  et  les  inconnues  elles-mêmes  le  sont  évidemment  vis- 
à-vis  dune  dérivée  quelconque. 

11.  Pour  démontrer  la  proposition  dont  l'énoncé  figure  en  tête  du 
présent  n"  21o,  nous  adopterons  pour  les  variables,  et  aussi  pour 
les  inconnues  engagées  dans  le  système  proposé,  S,  un  ordre  déter- 
miné, et  nous  attribuerons  des  cotes  à  toutes  ces  quantités,  confor- 
mément aux  indications  données  dans  l'alinéa  1.  Considérant  alors  la 
suite  taxique,  nous  chercherons  quel  est,  dans  cette  suite,  le  terme 
le  plus  éloigné  (vers  la  gauche)  qui  figure  effectivement  dans  les 
équations  du  système,  nous  résoudrons  par  rapport  au  terme  dont  il 
s'agit  l'une  des  équatioiis  où  il  figure,  et  nous  en  porterons  la  valeur 
dans  les  équations  restantes  :  nous  aurons  ainsi,  outre  la  formule  de 
résolution,  un  nouveau  système,  S',  contenant  une  équation  de  moins 
que  le  proposé,  et  dans  lequel  ne  figure  plus  la  dérivée  éliminée  ni 
aucune  des  dérivées  situées  à  sa  gauche  dans  la  suite  taxique.  Nous 
considérerons,  parmi  les  dérivées  restantes,  la  plus  éloignée  (vers  la 
gauche)  de  celles  qui  figurent  eff'ectivement  ddiiis  S',  nous  résoudrons 
par  rapport  à  elle  l'une  des  équations  de  S'  où  elle  figure,  et  nous  en 
porterons  la  valeur  dans  les  équations  restantes,  ce  qui  nous  donnera, 
outre  les  deux  formules  successives  de  résolution,  un  troisième  sys- 
tème contenant  deux  équations  de  moins  que  le  proposé.  Et  ainsi  de 
suite.  En  d'autres  termes,  nous  déduirons  des  équations  données, 
par  résolutions  successives,  des  formules  dont  les  premiers  membres 
se  trouvent  rangés  suivant  l'ordre  taxique,  et,  en  poursuivant  ce  cal- 
cul jusqu'à  ce  que  lès  équations  non  encore  résolues  ne  contiennent 
plus  aucune  dérivée,  nous  tomberons  sur  un  système  composé  de 
deux  groupes,  l'un  diflerentiel,  l'autre  fini.  Si  le  groupe  fini,  résolu 
par  rapport  aux  fonctions  inconnues  successives,  ne  nous  conduit 
pas  à  une  relation  non  identique  entre  les  seules  variables  indépen- 
dantes, auquel  cas  le  système  proposé  serait  analytiquement  impos- 
sible, il  nous  permettra  d'exprimer  certaines  des  fonctions  inconnues 
à  l'aide  des  autres  et  des  variables  indépendantes,  et  par  suite  aussi 
les  dérivées  des  premières  en  fonctions  composées  différentielles  des 
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secondes.  Le  groupe  différentiel  pourra  alors  être  transformé  en  un 
système  d'ordre  au  plus  égal  à  S,  et  qui  sera  de  même  nature  que  S, 
avec  cette  différence  que  le  nombre  des  fonctions  inconnues  s'y  trou- 
vera diminué,  ainsi  que  le  nombre  des  équations.  Sur  ce  système  on 
opérera  comme  sur  le  proposé,  et  ainsi  de  suite.  Finalement,  et  sauf 
la  rencontre  d'une  relation  non  identique  entre  les  seules  variables 
indépendantes,  le  système  proposé  se  trouvera  remplacé  par  un 
groupe  différentiel  exclusivement  composé  de  relations  normales,  et 
par  quelques  groupes  finis.  Si,  dans  chacun  de  ces  derniers,  on  tient 
compte  de  ceux  qui  ont  été  obtenus  après  lui,  on  voit  que  leur  en- 
semble exprime  quelques-unes  des  fonctions  inconnues  à  l'aide  des 
variables  indépendantes  et  des  fonctions  inconnues  restantes.  Celles- 
ci  sont  seules  impliquées  dans  le  groupe  différentiel,  que  l'on  peut,  en 
vertu  d'un  lemme  antérieur  (n"  ^214,  V),  remplacer  par  un  système 
taxique,  ^,  composé  d'un  nombre  égal  d'équations  ayant  respective- 
ment les  mêmes  premiers  membres. 

Si  le  système  ®  n'est  point  passif,  on  considérera,  parmi  les  con- 
ditions de  passivité,  celles  qui  ne  se  réduisent  pas  à  des  identités,  et 
l'on  observera  qu'elles  constituent  autant  de  relations  auxquelles  les 
intégrales  du  proposé  doivent  nécessairement  satisfaire  (n^'  112).  De 
ces  relations  on  déduira  alors,  par  résolutions  successives,  des  formules 
dont  les  premiers  membres  se  trouvent  rangés  suivant  l'ordre  taxique; 
si,  une  fois  ces  formules  obtenues,  les  conditions  de  passivité  ne 
fournissent  en  outre  aucune  relation  finie,  on  adjoindra  au  système  C 
les  formules  dont  il  vient  d'être  question,  et  l'on  substituera  au  sys- 
tème total  ainsi  formé,  où  les  équations  sont  toutes  normales,  un 
système  taxique,  C',  composé  d'un  nombre  égal  déquations  ayant 
respectivement  les  mêmes  premiers  membres.  Si  le  système  W  n'est 
pas  passif,  on  le  traitera  comme  le  système  S,  et,  sauf  la  rencontre 
d'un  système  passif,  on  continuera  ainsi  tant  que  les  systèmes  iL, 
'£',  ...  successivement  obtenus  ne  fourniront,  par  la  résolution  de 
leurs  conditions  de  passivité,  aucune  relation  finie.  Si,  à  un  moment 
donné,  on  tombe  sur  un  système  non  passif  où  cette  circonstance 
cesse  d'être  réalisée,  on  considérera  le  groupe  différentiel  et  le  groupe 
fini  déduits  des  conditions  de  passivité;  du  groupe  fini,  supposé  pos- 
sible, on  tirera  (n°  142)  un  certain  nombre  des  fonctions  inconnues 
exprimées  à  l'aide  des  variables  indépendantes  et  des  autres  fonctions 
inconnues,  et  le  système  dont  il  s'agit,  préalablement  augmenté  du 
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groupe  difFérentiel,  pourra,  grâce  aux  formules  résultantes,  être  trans- 
formé en  un  système  de  même  nature  que  S,  mais  impliquant  moins 
de  fonctions  inconnues  encore  que  n'en  impliquait  le  système  ®. 

Sur  le  système  résultant,  on  recommencera  à  nouveau  toutes  les 
opérations  successives  précédemment  exécutées  sur  S,  et  ainsi  de 
suite.  Or  il  est  facile  de  voir  que  l'application  d'un  pareil  mécanisme 
conduit  forcément  soit  à  une  impossibilité,  soit  à  un  système  passif, 
soit  à  l'élimination  complète  des  dérivées.  Effectivement,  dans  l'iiy- 
pothèse  contraire,  elle  ne  pourrait  manquer  de  conduire  à  un  système 
taxique  non  passif  qui,  traité  comme  l'a  été  tout  à  l'heure  le  système 
'8L,  engendrerait,  sans  réduction  ultérieure  du  nombre  des  fonctions 
inconnues,  une  suite  illimitée  de  systèmes  également  taxiques  et  non 
passifs.  En  comparant  entre  eux  deux  systèmes  consécutifs  de  cette  der- 
nière suite,  on  trouverait  dans  le  second  deux  groupes  :  l'un  composé 
d'équations  en  nombre  égal  à  celles  du  premier  système  et  ayant  respec- 
tivement les  mêmes  premiers  membres  ;  l'autre  résolu  par  rapport 
à  des  dérivées  paramétriques  du  premier.  En  vertu  d'un  lemme  anté- 
rieur (n"  214,  VI),  toutes  les  dérivées  (d'ordre  positif)  des  fonctions 
inconnues  finiraient  donc  par  devenir  principales,  et  les  conditions 
de  passivité  ne  fourniraient  plus  alors  que  des  relations  finies  ;  on  serait 
donc  conduit,  contrairement  à  ce  qui  précède,  soit  à  une  impossibi- 
lité, soit  à  une  réduction  du  nombre  des  fonctions  inconnues  (n°  142), 

Finalement  donc,  et  sauf  la  rencontre  d'une  relation  non  identique 
entre  les  seules  variables  indépendantes,  indiquant  l'impossibilité,  le 
système  proposé  se  trouve  remplacé  par  un  système  complètement 
intégrable  composé  de  deux  groupes,  savoir  :  i°  un  groupe  taxique 
passif,  où  se  trouvent  engagées  certaines  des  inconnues  du  système 
proposé;  2"  un  groupe  de  relations  finies  exprimant  les  inconnues 
restantes  à  l'aide  de  celles  du  premier  groupe.  D'ailleurs,  ainsi  qu'il 
résulte  de  lemmes  établis  ci-dessus  (n"  214),  toutes  les  opérations 
successivement  exécutées  sur  le  système  primitif  sont  de  nature  telle, 
que  le  système  final  prolongé  équivaut  numériquement  au  système 
primitif  prolongé  ;  et  cette  équivalence  numérique  entre  les  systèmes 
prolongés  entraîne,  comme  nous  l'avons  fait  observer  (n"  214,  I), 
l'équivalence  analytique  entre  les  systèmes  eux-mêmes. 

216.  Voici  un  mode  de  réduction  analogue  au  précédent,  mais  plus 
général. 

R.  36 
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1.  En  désignant  par  K  un  entier  positif  donnée  et  par  w,  ç^ 
w^  ...  diverses  fonctions  inconnues  des  variables  indépendantes 
ûT,  y,  z^  . . .,  on  peut  attribuer  à 

X,      JK,       2,       ....       U,       V,       W,       ... 

des  cotes, 

C.Cl  Cy,  C-,  .    •    .,  Cuf  Cj,,  C(t,,  •   •   •  •> 

choisies  de  telle  façon,  que,  dans  V ensemble  des  ordres  o,  f, 
2,  . . .,  K,  les  dérivées  de  w,  v,  (v,  . . .  aient  des  cotes  toutes  distinctes 
entre  elles. 

Il  suffit  pour  cela  que,  la  dernière  des  quantités  Cj-,  Cj,  c^,  . . .  étant 
supposée  positive,  on  ait  les  relations 

c,jc>Kcy,         Cv>Kc-,         ..., 

Ca  >  6V  -I-  K  Cx,  C^>  >  Cw  H-  K  C  ^.,  

Considérons  en  effet  deux  dérivées  pour  chacune  desquelles  l'ordre 
total,  positif  ou  nul,  soit  au  plus  égal  à  K,  et  supposons  d'abord 
qu'elles  appartiennent  à  la  même  fonction.  En  pareil  cas,  la  diffé- 
rence de  leurs  cotes  est  visiblement 

(lo)  (a—  a')c^-t-  (  13  —  3')c^-H-  (7  —  7'  )c.-^..., 

où  a,  [^,  y,  . .  .,  a',  ^\  y',  ...  désignent  les  ordres  partiels  respectifs 
en  x^  y.,  z^  ...  des  deux  dérivées  considérées;  d'ailleurs  les  quantités 
a  —  a^,  ^  —  j3',  y  —  y',  ...  ne  sont  pas  toutes  nulles,  et  l'on  peut  tou- 
jours supposer,  en  renversant,  s'il  le  faut,  le  sens  de  la  différence 
(lô),  que  la  première  d'entre  elles  qui  ne  s'annule  pas  est  positive. 
Si  l'on  a  a  —  a'  >  o,  la  quantité  ( i  o)  est  au  moins  égale  à 

à  plus  forte  raison  à 

différence  nécessairement  positive,  puisque  son  terme  additif  est  su- 
périeur à  Kcj,  et  son  terme  soustractif  au  plus  égal  à  cette  quantité. 
Si  l'on  a 

la  quantité  (10)  est  au  moins  égale  à 
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à  plus  forte  raison  à 

cj— (t'-+----)cc, 

différence  encore  positive,  puisque  son  terme  additif  est  supérieur  à 
Kcz,  et  son  terme  soustractif  au  plus  égal  à  cette  quantité.  Et  ainsi  de 
suite. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  dérivées  considérées  appar- 
tiennent à  deux  fonctions  distinctes.  En  nommant  c  et  c'  les  cotes 
respectives,  nécessairement  inégales,  de  ces  deux  fonctions,  et  a,  p, 
Y,  ...,  a',  P',  y',  ...  les  ordres  partiels  respectifs  des  deux  dérivées 
par  rapport  à  oc^  y^  z^  . . .,  les  cotes  de  ces  dernières  auront  pour  dif- 
férence 

c  —  c'  +  (  a  —  a'  )  c.r  4-  (  [3  —  P'  )  Cy  4-  (  y  —  y'  )  c-  -+- 

Or,  si  l'on  suppose  c  —  c'  ^  o,  ce  qui  est  évidemment  permis, 
l'expression  précédente  est  au  moins  égale  à 

(c  —  c')  — (a'ci.+  |3'c^.4- y'c-  +  .  .  .), 
à  plus  forte  raison  à 

(c  —  c')  — (a'-+-  [:i'-+- y'  +  .  .  .)c.r, 

différence  nécessairement  positive,  puisque  son  terme  additif  est  su- 
périeur à  Kc^,  et  son  terme  soustractif  au  plus  égal  à  cette  quantité. 

II.  Supposons  actuellement  que  les  variables  x,  y^  ^,  ...  et  les 
fonctions  w,  v^  w^  ...  aient  été  affectées  chacune  de  p  cotes,  comme 
dans  la  définition  des  systèmes  orthonomes  (n"  lOi);  considérons 
alors  certaines  dérivées,  d'ordre  positif  ou  nul,  et  en  nombre  limité, 
de  ces  fonctions;  partageons-les,  de  gauche  à  droite,  en  groupes 
successifs  d'après  les  valeurs  décroissantes  de  leurs  cotes  premières, 
puis  les  dérivées  de  chaque  groupe  en  sous-groupes  successifs  d'après 
les  valeurs  décroissantes  de  leurs  cotes  secondes,  puis  à  leur  tour  les 
dérivées  de  chaque  sous-groupe  en  sous-groupes  partiels  successifs 
d'après  les  valeurs  décroissantes  de  leurs  cotes  troisièmes,  et  ainsi 
jusqu'à  épuisement  des  p  cotes.  De  cette  opération  résultera  finale- 
ment une  suite  de  groupes. 

Cela  étant,  si  quelqu'un  des  groupes  définitifs  ainsi  obtenus  con- 
tient plus  d'un  terme,  on  peut  toujours,  puisque  l'ordre  maximum 
des  dérivées  considérées  est,  d'après  notre  hypothèse  même,  essen- 
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tielJement  fini,  attribuer  à  chacune  des  variables  et  des  inconnues  une 
cote  {p  -\-  i)'^"'«  telle,  que  toutes  les  dérivées  considérées,  et  à  plus 
forte  raison  celles  d'entre  elles  qui  appartiennent  à  un  même  groupe, 
aient  des  cotes  {p  -h  i)'«^'"«^  toutes  distinctes  entre  elles  (I)  ;  on  pourra 
alors,  sans  modifier  l'ordre  relatif  des  groupes,  fractionner  cha- 
cun d'eux,  de  gauche  à  droite,  d'après  les  valeurs  décroissantes  des 
cotes  (/?  -f-  i)'^'""»  (je  ses  termes.  Les  dérivées  considérées  (d'ordre 
positif  ou  nul)  se  trouveront  donc,  en  définitive,  rangées  dans  un 
ordre  tel,  que  chacune  d^ elles  soit  normale  par  rapport  à  toutes 
les  quantités  situées  à  sa  gauche  :  nous  exprimerons  cette  dernière 
propriété  en  disant  qu'elles  sont  normalement  isolées. 

111.  Ces  préliminaires  posés,  désignons  par  A  le  système  différen- 
tiel donné,  que  nous  nous  proposons  de  réduire  à  une  forme  complè- 
tement intégrable. 

Nous  commencerons  par  attribuer  aux  variables  et  aux  inconnues 
qui  s'y  trouvent  engagées  des  co^e5 /;re/?z/<^r<?.<»  assujetties  à  la  seule 
restriction  que  celles  des  variables  indépendantes  soient  toutes  égales 
à  I.  Puis,  désignant  par  y  la  plus  petite  des  cotes  premières  attribuées 
aux  inconnues,  et  considérant  l'ensemble  formé  par  les  dérivées, 
d'ordres  positifs  ou  nuls,  de  ces  inconnues,  nous  supposerons  écrits, 
sur  une  ligne  indéfinie  allant  de  droite  à  gauche,  d'abord  l'ensemble 
de  toutes  les  dérivées  (d'ordre  évidemment  égal  à  zéro)  dont  la  cote 
première  est  y,  puis  à  gauche  de  celui-ci  l'ensemble  de  toutes  les  déri- 
vées de  cote  première  y  H-  i ,  puis  à  gauche  de  ce  dernier  l'ensemble 
de  toutes  les  dérivées  de  cote  première  y-|-2,  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. Cela  posé,  soient  F  la  cote  première  maxima  des  dérivées 
(d'ordre  positif  ou  nul)  qui  figurent  e/fectivement  dans  A^  et  [F]  la 
portion  de  la  suite  précédente  formée  par  les  diverses  dérivées  dont 
la  cote  première  ne  surpasse  pas  F  :  en  attribuant,  s'il  le  faut,  aux 
variables  et  aux  inconnues  des  cotes  secondes  convenablement  choi- 
sies, nous  isolerons  normalement,  sans  modifier  l'ordre  relatif  des 
groupes  composants  (II),  les  termes  de  la  suite  limitée  [F];  nous 
chercherons  alors  quel  est,  dans  cette  suite,  le  terme  le  plus  éloigné 
(vers  la  gauche)  qui  figure  effectivement  dans  les  équations  du  sys- 
tème, puis,  résolvant  par  rapport  au  terme  dont  il  s'agit  l'une  des 
équations  où  il  figure,  nous  en  porterons  la  valeur  dans  les  équations 
restantes  :  nous  aurons  ainsi,  outre  la  formule  de  résolution,  un  nou- 
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veau  système,  /?,  contenant  une  équation  de  moins  que  le  proposé, 
et  où  ne  figure  plus  la  quantité  éliminée,  ni  aucune  des  quantités  si- 
tuées à  sa  gauche  dans  la  suite  [F].  Nous  considérerons,  parmi  les 
quantités  restantes  de  cette  suite,  la  plus  éloignée  (vers  la  gauche) 
de  celles  qui  figurent  effectivement  dans  B^  nous  résoudrons  par  rap- 
port à  elle  l'une  des  équations  de  B  où  elle  figure,  et  nous  en  porte- 
rons la  valeur  dans  les  équations  restantes,  ce  qui  nous  donnera, 
outre  les  dçux  formules  successives  de  résolution,  un  troisième  sys- 
tème contenant  deux  équations  de  moins  que  le  proposé.  Et  ainsi  de 
suite.  Si  ce  calcul  de  résolutions  successives  ne  nous  conduit  pas  à 
une  relation  non  identique  entre  les  seules  variables  indépendantes, 
auquel  cas  le  système  proposé  serait  analytiquement  impossible,  il 
nous  conduira  à  un  système  lll,  composé  de  relations  toutes  normales. 
Cela  étant,  le  système  ^l  sera,  conformément  à  un  lemme  antérieur 
(n*'  214,  V),  remplacé  par  un  système  composé  de  relations  en  même 
nombre  et  ayant  respectivement  les  mêmes  premiers  membres,  mais 
dont  les  seconds  membres,  indépendants  de  toute  quantité  anormale, 
le  soient  aussi  de  toute  quantité  principale.  Dans  ce  dernier  système, 
les  inconnues  pourront  se  partager  en  deux  groupes,  a-,  t,  et  les 
équations  en  trois  groupes,  ô,  JS,  ^,  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes :  le  groupe  6  aura  pour  premiers  membres  les  inconnues  c,  le 
groupe  S  certaines  dérivées,  d'ordre  positif,  des  mêmes  inconnues  a-, 
et  le  groupe  (orthonome)  ^  certaines  dérivées,  d'ordre  positif,  des 
inconnues  t  ;  quant  aux  seconds  membres  de  toutes  ces  équations, 
ils  ne  contiendront,  avec  les  variables  indépendantes,  que  des  déri- 
vées paramétriques,  d'ordre  positif  ou  nul,  des  inconnues  t.  On  éli- 
minera alors  du  groupe  S,  à  l'aide  des  équations  6  différentiées,  les 
dérivées  des  inconnues  o-,  puis  du  groupe  résultant,  à  l'aide  des 
équations  iî,  les  premiers  membres  de  ces  équations  mêmes  ;  le 
groupe  în  se  trouvera  ainsi  transformé  en  un  groupe  y4,,  indépendant 
des  inconnues  t  et  de  leurs  dérivées,  et  ne  contenant,  parmi  les  in- 
connues T  et  leurs  dérivées,  aucune  quantité  dont  la  cote  première 
surpasse  F,  ni  aucun  des  premiers  membres  de  £.  Sur  le  système  A^ 
on  opérera  des  résolutions  successives,  comme  on  l'a  fait  sur  le  sys- 
tème A^  et,  sauf  constatation  éventuelle  d'incompatibilité,  les  for- 
mules de  résolution  successive  seront  adjointes  à  £  ;  de  cette  adjonc- 
tion résultera  un  système  tl,,  composé  de  relations  toutes  normales, 
et  où  ne  se  trouvent  engagées  que  les  inconnues  t. 
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Sur  le  système  HT,  on  opérera  comme  on  vient  de  le  faire  sur  le 
système  ^t,  et  ainsi  de  suite.  Finalement,  et  sauf  la  rencontre  d'une 
relation  non  identique  entre  les  seules  variables  indépendantes,  le 
système  proposé  se  trouvera  remplacé  par  une  suite  de  groupes,  dont 
le  dernier  sera  orlhonome,  tandis  que  tous  les  précédents  auront  leurs 
premiers  membres  finis.  Cet  ensemble  de  formules,  toutes  normales, 
fournira,  moyennant  application  d'un  lemme  antérieur  (n"  214,  \  ), 
un  système  composé  de  deux  groupes,  savoir  :  i"  un  groupe  ortho- 
nome, ©,  où  se  trouvent  engagées  certaines  des  inconnues  du  système 
proposé  ;  2'^  un  groupe  f,  exprimant  les  inconnues  restantes  à  l'aide 
des  variables  indépendantes,  des  inconnues  du  groupe  ©,  et  des  dé- 
rivées paramétriques  de  celles-ci. 

Si  le  groupe  orthonome  ©  est  passif,  il  est  clair  que  le  système 
(f,  ©),  auquel  on  a  réduit  le  proposé,  est  complètement  intégrable. 
Si  le  groupe  (ID  n'est  point  passif,  on  observera  que  ses  conditions  de 
passivité,  P,  constituent  autant  de  relations  auxquelles  les  intégrales 
du  proposé  doivent  nécessairement  satisfaire  (n*"  112).  Deux  cas 
peuvent  alors  se  présenter,  suivant  que  la  cote  première  maxima  des 
quantités  (inconnues  ou  dérivées)  figurant  effectivement  dans  les  re- 
lations P  ne  surpasse  pas  l'entier  F,  ou  qu'elle  le  surpasse.  Dans  le 
lUremier  cas,  les  quantités  (inconnues  ou  dérivées)  figurant  e^ec/Zie- 
ment  dans  le  système  (f,  Cl^,  P)  sont  toutes  contenues  dans  la  suite 
[r],  dont  les  termes  se  trouvent  déjà  normalement  isolés  à  l'aide  des 
cotes  antérieurement  attribuées  aux  variables  et'aux  inconnues.  Dans 
le  second  cas,  en  désignant  par  F'  un  certain  entier  supérieur  à  F, 
ces  mêmes  quantités  sont  toutes  contenues,  non  plus  dans  la  suite  [F], 
mais  dans  la  suite  analogue  et  plus  étendue  [F'],  et  il  peut  arriver^  que, 
dans  la  portion  de  cette  suite  située  à  gauche  de  [F],  la  considération 
des  cotes  antérieures  ne  suffise  pas  à  isoler  normalement  les  dérivées; 
mais  alors,  en  adjoignant  aux  cotes  antérieures  de  chaque  variable  ou 
inconnue  une  cote  nouvelle  convenablement  choisie,  on  pourra  faire 
en  sorte  que  l'isolement,  déjà  réalisé  dans  la  portion  [F]  de  la  suite 
[F'],  le  soit  en  outre  dans  la  portion  restante.  Quelle  que  soit  donc 
l'occurrence  qui  se  présente,  en  désignant  par  F'  un  certain  entier 
supérieur  ou  égal  à  F,  et  adjoignant  au  besoin  des  cotes  supplémen- 
taires à  celles  qui  existent  déjà,  on  pourra,  sans  déranger  l'ordre  déjà 
adopté  pour  les  termes  de  [F],  écrire  les  termes  de  la  suite  [F],  qui 
comprend  [F],  dans  un  ordre  tel  que  chacune  des  quantités  qu'elle 
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contient  soit  normale  par  rapport  à  toutes  celles  qui  se  trouvent  à  sa 
j^auche.  Gela  posé,  on  considérera  le  système  (f,  (ID,  P),  et  l'on  recom- 
mencera sur  lui  la  suite  des  opérations  précédemment  exécutées  sur 
le  système  donné  A,  avec  cette  seule  diiTérence  que  les  résolutions 
successives  du  début  se  trouveront  simplifiées,  et  que,  par  suite  de  la 
nature  normale  des  relations  f  et  CID,  elles  devront  être  exécutées  seu- 
lement sur  le  groupe  P.  Cette  suite  d'opérations  conduira,  sauf  la 
rencontre  d'une  relation  non  identique  entre  les  seules  variables  in- 
dépendantes, à  remplacer  le  système  (t,  (1^,  P)  par  un  autre  com- 
posé de  deux  groupes,  savoir  :  i**  nn  groupe  orthonome,  (©',  où  se 
trouvent  engagées  certaines  des  inconnues  du  système  QID  ;  2°  un 
groupe,  t',  exprimant  les  inconnues  restantes  du  système  ®  et  les 
premiers  membres  de  f  à  l'aide  des  variables  indépendantes,  des  in- 
connues du  groupe  CD',  et  des  dérivées  paramétriques  de  celles-ci. 
Si  le  groupe  orthonome  ^'  est  passif,  le  système  (f^,  Cl^'),  auquel  se 
trouve  ramené  le  proposé,  est  complètement  intégrable.  Dans  le  cas 
contraire,  on  opérera  sur  lui  comme  on  l'a  fait  précédemment  sur 
(t,  (îD).  Et  ainsi  de  suite. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  l'application  d'un  pareil  mécanisme 
conduit  forcément  :  soit  à  une  relation  non  identique  entre  les  seules 
variables  indépendantes,  indiquant  l'impossibilité  analytique  ;  soit  à 
un  système  complètement  intégrable  contenant,  avec  un  groupe  or- 
tlionome,  des  formules  où  figurent,  comme  premiers  membres,  les 
inconnues  non  engagées  dans  le  groupe  orthonome.  Effectivement, 
dans  l'hypothèse  contraire,  la  suite 

(f,  (D),     (f,  ©'),     ..• 

serait  illimitée,  et  les  groupes  orthonomes  ©,  ^'^  ...  rempliraient, 
à  partir  d'un  rang  suffisamment  éloigné,  la  double  condition  sui- 
vante :  i"  ils  impliqueraient  tous  les  mêmes  fonctions  inconnues  ; 
2"  en  considérant  deux  groupes  orthonomes  consécutifs,  ([^^^\  ®^^+0^ 
les  équations  du  second,  (iï^^^"'"'^  seraient  en  nombre  supérieur  à  celles 
du  premier,  ^^^\  et  auraient  pour  premiers  membres  :  d'une  part 
les  premiers  membres  de  ^'-^^  d'autre  part  certaines  dérivées  para- 
métriques de  ^^^K  En  vertu  d'un  lemme  antérieur  (n"  214,  VI), 
toutes  les  dérivées  d'ordre  positif  des  inconnues  impliquées  dans  les 
groupes  orthonomes  finiraient  donc  par  devenir  principales,  et  les 
conditions  de  passivité  ne  fourniraient  plus  alors   que  des   relations 
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d'ordre  zéro  ;  on  serait  donc  conduit,  contrairement  à  ce  qui  précède, 
soit  à  une  relation  non  identique  entre  les  seules  variables  indépen- 
dantes, soit  à  une  diminution  du  nombre  des  inconnues  engagées 
dans  les  groupes  orthonomes. 

Finalement  donc,  et  sauf  le  cas  d'impossibilité,  le  système  proposé 
se  trouve  remplacé  par  un  système  complètement  intégrable  composé 
de  deux  groupes,  savoir  :  i"  un  groupe  orthonojiie  passif  où  se 
trouvent  engagées  certaines  des  inconnues  du  système  proposé;  2°  un 
groupe  de  relations  exprimant  les  inconnues  restantes  à  l'aide  des 
variables  indépendantes,  des  inconnues  du  premier  groupe,  et  des 
dérivées  paramétriques  de  celles-ci.  D'ailleurs,  ainsi  qu'il  résulte  du 
n"  214-,  toutes  les  opérations  successivement  effectuées  sur  le  système 
primitif  sont  de  nature  telle  que  le  système  final  prolongé  équivaut 
numériquement  au  système  primitif  prolongé  ;  et  cette  équivalence 
numérique  entre  les  systèmes  prolongés  entraîne,  comme  nous  l'avons 
fait  observer,  l'équivalence  analytique  entre  les  systèmes  eux- 
mêmes  (  '  ). 

217.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  l'exposé  de  deux  pro- 
priétés générales  qui  nous  paraissent  intéressantes  au  point  de  vue 
théorique  (^). 

I.  Pour  qu'un  système  différentiel  [limité)^  S,  soit  analytique- 
ment  possible  (n"  214,  1),  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  S  pro- 
longé soit  numériquement  possible. 

De  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  99,  il  résulte  déjà  que  la  condition 
est  nécessaire. 

Elle  est  d'ailleurs  suffisante. 

Supposons,  en  effet,  que  le  système  S  prolongé  soit  numérique- 
ment possible  :  cela  étant,  l'application  au  système  S  de  la  méthode 
exposée  au  n°  215  ou  216  ne  peut,  comme  nous  allons  le  prouver, 
conduire  à  aucune  relation  non  identique  entre  les  seules  variables 


(')  On  peut  imaginer  des  modes  de  réduction  plus  généraux  encore.  Voir  à  ce 
sujet  le  Mémoire  ayant  pour  titre  :  Sur  le  degré  de  généralité  d'un  système  diffé- 
rentiel quelconque  (Acta  mathematica,  t.  XXV). 

(^)  Voir  le  Mémoire  ayant  pour  titre  :  Sur  le  degré  de  généralité  d^un  système 
différentiel  quelconque  {Acta  mathematica,  t.  XXV). 
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x^  y^  ....  Effectivement,  une  semblable  relation, 
(11)  ^{00,  y,  ...)  =  o, 

où  le  premier  membre  est  supposé  non  identiquement  nul,  appartien- 
drait, en  vertu  de  nos  raisonnements,  à  un  système,  W^  jouissant  de 
cette  propriété,  que  ^  prolongé  équivaudrait  numériquement  à  S 
prolongé,  et,  par  suite,  que  W  prolongé  serait  numériquement  pos- 
sible :  or,  si  l'équation  (ri)  et  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  dif- 
férentiations  étaient  vérifiées  par  quelque  système  de  valeurs  particu- 
lières de  ^,  JK,  ...,  la  fonction  ¥{x^  j,  .  . .)  serait  identiquement 
nulle  (n°  o7),  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Puisqu'on  ne  peut,  d'après  cela,  tomber  sur  une  relation  non  iden- 
tique entre  les  seules  variables  x^y^  ...,  on  sera  forcément  conduit 
à  un  système  complètement  intégrable. 

II.  Pour  que  deux  systèmes  différentiels  {limités),  S,  S',  soient 
analytiquement  équivalents  (n"  214,  I),  il  faut  et  il  suffit  que  les 

deux  systèmes 

S  prolongé,     S'  prolongé 

soient  numériquement  équivalents. 

Nous  avons  déjà  observé,  à  l'alinéa  I  du  n°  214,  que  la  condition 
est  suffisante. 

Elle  est  d'ailleurs  nécessaire. 

Effectivement,  si  S  et  S'  sont  analytiquement  impossibles,  S  pro- 
longé et  S'  prolongé  sont  numériquement  impossibles  (I),  et,  par 
suite,  numériquement  équivalents. 

Supposons  S  et  S'  analytiquement  possibles  et  équivalents  :  je  dis 
que  tou^e  solution  numérique  de  S  prolongé  est  aussi  une  solution 
numérique  de  S'  prolongé.  Appliquons,  en  effet,  au  système  S  la  ré- 
duction exposée  au  n"  216,  en  attribuant,  pour  simplifier,  aux  di- 
verses fonctions  inconnues  des  cotes  premières  toutes  égales  entre 
elles  :  nous  tomberons  ainsi  sur  un  système  complètement  intégrable, 
S,  où  toute  relation  ultime  (*)  sera,  à  cause  de  sa  nature  normale, 
d'ordre  exactement  égal  à  celui  de  son  premier  membre;  les  trois  sys- 


(')  Nous  entendons  ^diV  relations  ultimes  celles  qui  expriment  les  quantités  prin- 
cipales à  l'aide  des  variables  indépendantes  et  des  quantités  paramétriques. 
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tèmes  S,  S',  I  seront  analytique  ment  équivalents,  les  systèmes 
S  prolongé,     S  prolongé 

numériquement  équivalents,  et,  en  conséquence,  il  nous  suffira  d'éta- 
l)lîr  que  toute  solution  numérique  de  S  prolongé  est  également  une 
solution  numérique  de  S'  prolongé.  Prenons  donc  dans  S'  prolongé 
une  relation  quelconque  s',  désignons  par  m  son  ordre,  puis,  à  la  so- 
lution numérique  considérée  de  2  prolongé  substituons  celle  où  les 
variables  ce,  y,  ...  et  les  quantités  paramétriques  d'ordres  o,  i,  2,  ..., 
m  du  système  S  ont  respectivement  les  mêmes  valeurs,  tandis  que 
les  quantités  paramétriques  des  ordres  supérieurs  à  m  ont  pour  va- 
leur commune  zéro  :  les  quantités  principales  d'ordres  o,  i,  2,  ..., 
m  du  système  S  conservent  alors,  elles  aussi,  en  vertu  des  relations 
ultimes,  les  mêmes  valeurs  numériques,  en  sorte  que  la  solution  nu- 
mérique primitivement  considérée  de  S  prolongé  se  trouve  remplacée 
par  une  autre  qui  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  :  r*  les  variables 
x^y^  ...  et  toutes  les  quantités,  principales  et  paramétriques,  des 
ordres  o,  i,  2,  . .  .,  m  ont  conservé  respectivement  les  mêmes  valeurs 
numériques  ;  2"  la  nouvelle  solution  numérique  de  S  prolongé  donne 
certainement  lieu  à  des  développements  convergents,  et  fournit  une 
solution  analytique  de  S.  Gela  étant,  puisqu'elle  fournit  une  solution 
analytique  de  S,  elle  en  fournit  une  de  S^,  analytiquement  équivalent 
à  S,  donc  elle  vérifie  numériquement  S^  prolongé;  il  en  résulte  que 
la  solution  numérique  primitive  vérifie,  parmi  les  relations  de  S'  pro- 
longé, celles  au  moins  dont  Tordre  ne  dépasse  pas  m,  et  en  particu- 
lier la  relation  s',  arbitrairement  choisie  dans  S'  prolongé. 

Ainsi,  nous  avons  prouvé  que  toute  solution  numérique  de  S  pro- 
longé est  en  même  temps  une  solution  numérique  de  S'  prolongé  ;  on 
prouverait  de  même  la  réciproque. 


Comparaison  entre  les  degrés  de  généralité  de  deux  form  es  passives 
provenant  d'un  même  système  différentiel. 

218.  Supposons  que,  dans  un  système  difTérentiel  passif,  on  ait 
fixé,  par  un  procédé  quelconque,  l'économie  des  conditions  initiales, 
ce  qui  met  en  évidence  diverses  fonctions  (ou  constantes)  arbitraires 
en  nombre  fini.  Cela  étant,  nommons  arbitraire  de  genre  h  toute 
fonction    arbitraire  de   h  variables  (les  constantes  arbitraires   sont, 
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d'après  celte  définition,  des  arbitraires  de  genre  zéro);  puis,  dési- 
gnons par  ).  le  genre  maximum  des  arbitraires  qui  figurent  dans  ces 
conditions  initiales,  et  appelons  jjl  le  nombre  des  arbitraires  qui, 
parmi  elles,  sont  de  genre  X.  On  voit  immédiatement  que  le  nombre 
des  arbitraires  restantes  peut  être  augmenté  au  delà  de  toute  limite  : 
si  l'on  désigne,  en  effet,  par  n  un  entier  positif  aussi  grand  qu'on  le 
voudra,  et  par  Xq  une  valeur  initiale  de  x^  toute  fonction  arbitraire, 
<ï)(^,  y,  . .  .,  s),  des  p  variables  ^,  y,  .  .  .,  ^  peut  être  mise  sous  la 
forme 

-i-(x-.ro)'^-i<];„-i(jK,   ...,  5)-^(^  — .ro)"^'(^,jK,    ••.,  ^),       ' 
où  figurent,  avec  une  arbitraire  de  genre  /?, 
(i)  ^(^,r'  ••-  ^)' 

n  arbitraires  de  genre  p  —  i , 

(•^■)   'Wiy^'-'^^h   ^i(rr  •••'-)'    ^2(7,  ..-,5),    ..-^    j;„_i(jK,  ...,  ^); 

en  conséquence,  la  donnée  de  la  fonction  arbitraire  ^(^,7,  ...,  z) 
équivaut  visiblement  à  celle  des  fonctions  arbitraires  (i)  et  (2). 

Considérons  maintenant  un  système  différentiel  quelconque, 
supposons-le  réduit,  de  diverses  manières,  à  une  forme  passive,  et 
comparons,  dans  ces  diverses  formes,  le  nombre  et  la  nature  des 
éléments  arbitraires  que  l'économie  des  conditions  initiales  met  en 
évidence  :  il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  résultats  inté- 
ressants d'une  semblable  comparaison  ne  peuventse  rapporter  qu'aux 
valeurs  prises,  dans  les  formes  considérées,  par  les  entiers  À  et  [a. 
Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  établir  à  ce  sujet  une  loi  générale. 

219.  Étant  donné  un  système  différentiel.  S,  résolu  par  rapport  à 
diverses  dérivées  (d'ordres  positifs  ou  nuls)  des  fonctions  inconnues 
qui  s'y  trouvent  engagées,  si,  dans  les  déterminations  initiales  des 
intégrales  hypothétiques,  on  considère  tous  les  coefficients  comme 
arbitraires,  ces  déterminations  initiales  schématiques  peuvent,  comme 
nous  l'avons  établi,  se  représenter  par  des  sommes  schématiques 
irréductibles  (n"*81  et  90).  Pour  un  même  système,  S,  il  existe  presque 
toujours  diverses  manières  de  représenter,  à  l'aide  de  pareilles  sommes, 
l'ensemble  des  déterminations  initiales  :  considérant  l'une  quelconque 
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des  représentations  dont  il  s'agit,  nous  désignerons  d'une  manière 
générale  partie  genre  maximum  des  arbitraires  qui  y  figurent,  et 
par  a  le  nombre  de  celles  dont  le  genre  est  X. 

Gela  posé,  il  est  facile  de  se  convaincre  que,  pour  un  même 
système,  S,  les  nombres  \  et  ^  gardent  des  valeurs  constantes, 
quelque  choix  qu^ on  fasse  parmi  les  représentations  diverses  dont 
nous  venons  de  parler. 

I.  Un  polynôme  entier  en  x^  à  coefficients  réels,  et  où  le  terme 
de  degré  maximum  a  un  coefficient  positif,  reste  positif  pour  x 
infini  positif . 

Si  le  polynôme  est  de  degré  zéro,  il  se  réduit  à  une  constante 
positive,  et  la  proposition  est  évidente. 

S'il  est  de  degré  (effectif)  supérieur  à  zéro,  on  peut,  en  désignant 
par  m  ce  degré  et  par  Ao,  A,,  ...,  A„j  .,,  Km  diverses  constantes, 
dont  la  première,  Aq,  est  positive,  l'écrire  sous  la  forme 


ou 

X        '  '  '       x"^-^         x"^  ) 


x'f^li 


produit  dont  le  second  facteur  tend  vers  Ao  pour  x  infini. 
De  là  résulte  immédiatement  la  conséquence  suivante  : 

Soient  P(^),  Q_{oc)  deux  polynômes  entiers  en  x  à  coefficients 
réels,  et  dans  chacun  desquels  le  terme  de  degré  maximum  a  un 
coefficient  positif  :  cela  étant,  si  P{x)  est  de  degré  supérieur 
à  Q(^),  ou  bien  encore  s^il  est  de  même  degré,  mais  que  le  terme 
de  degré  maximum  y  ait  un  coefficient  plus  grand,  on  finit  par 
avoir,  pour  x  infini  positif , 

P(a:)>Q(^). 

Il  suffît,  pour  s'en  convaincre,  d'appliquer  la  conclusion  précé- 
dente au  polynôme 

P(^)-Q(:r). 

II.   Revenons  à  la  proposition  qu'il  s'agit  d'établir. 
Dans  l'une  quelconque  des  représentations  dont  parle  l'énoncé,  la 
détermination   initiale    d'une   inconnue    quelconque,    (v,    se    trouve 
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figurée,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  au  début,  par  la 
somme  (irréductible)  d'un  nombre  limité  de  termes  dont  chacun  a  la 
forme 

(3)  (a7-^o)«(jK— ro)^..F, 

a,  6,  ...  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls,  et  F  une  fonction  arbi- 
traire de  quelques-unes  des  variables.  Si  l'on  désigne  par  g  la 
somme  a -+-  6  H-  . . .,  par  k  un  entier  positif  quelconque,  et  qu'on 
suppose  l'arbitraire  F  développée,  à  partir  des  valeurs  initiales  des 
variables  dont  elle  dépend,  en  une  série  entière  par  rapport  à  leurs 
accroissements,  les  seuls  termes  du  développement  en  question 
auxquels  corresponde  une  quantité  paramétrique  d'ordre  inférieur  ou 
égal  à  k  sont  évidemment  ceux  qui  présentent,  par  rapport  à  l'en- 
semble des  accroissements,  un  degré  inférieur  ou  égal  à  k  —  g. 
D'après  cela,  pour  obtenir  le  nombre,  ^^^P,  des  dérivées  paramé- 
triques du  système  S  dont  l'ordre  (positif  ou  nul)  ne  surpasse  pas  /r, 
on  évaluera,  dans  F  développé,  le  nombre  des  termes  dont  le  degré 
ne  surpasse  pas  k  —  g,  ce  qui  donne  (  ^  ),  en  désignant  par  /•  le  genre 
de  l'arbitraire  F, 


(A-  —  g-4-  i)  (A-  —  ^  -f-  2). . .(  A-  —  ^  -4-  r)  ^ 

I  .  2  .  .  .  /• 


(4)  .  „      ..  . 


on  répétera,  pour  chacun  des  termes  dont  la  somme  représente 
schématiquement  la  détermination  initiale  de  pp,  le  calcul  auquel 
donne  lieu  l'expression  (3),  on  opérera  pour  chacune  des  inconnues 
comme  il  vient  d'être  dit  pour  pp,  et  l'on  ajoutera  finalement  tous  les 
résultats  obtenus.  11  est  essentiel  de  remarquer  ici  que  l'expression  (4) 
est  un  polynôme  entier  en  k  avant  pour  terme  de  degré  maxi- 


mum 


Cela  posé,  considérons,  dans  le  système  S,  deux  représentations  de 
l'ensemble  des  déterminations  initiales  schématiques,  et  désignons 
par  )/,  ^  et  )/',  ^'  les  valeurs  de  X,  ^  qui  s'y  rapportent  respective- 


(')  On  sait  que  le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  complet  de  degré  q  k  h  va- 
riables est  donné  par  la  formule 

{g  +i){q  +  '2)...{q+li)  ^ 
i  .2. . .h 
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ment.  On  a  nécessairement  '/J=za"  :  car  autrement  le  nombre  ^*^P 
serait,  quelque  grand  que  soit  k,  indifféremment  exprimé  par  deux 
polynômes  entiers  en  k  de  degrés  différents.  Et,  cela  étant,  on  ne 
peut  manquer  d'avoir  aussi  [J>-'=  [t-"  •'  car  autrement  le  nombre  ^^^P 
serait,  quelque  grand  que  soit  k,  indifféremment  exprimé  par  deux 
polynômes  entiers  en  k  de  même  degré  où  les  termes  de  degré 
maximum  auraient  des  coefficients  différents. 

220.  Un  système  différentiel  quelconque  étant  donné,  lorsque  nous 
considérerons  une  des  formes  passives  auxquelles  on  peut  le  réduire, 
nous  supposerons  toujours,  conformément  à  ce  qui  a  été  constaté 
dans  les  n"^  21o  et  216,  que  la  forme  passive  prolongée  équivaut 
numériquement  au  système  primitif  prolongé,  et,  par  suite,  que 
si  deux  formes  passives  proviennent  cVun  même  système  diffé- 
rentiel, ces  deux  formes  prolongées  sont  numériquement  équiva- 
lentes l'une  à  l'autre. 

Considérons  maintenant,  en  même  temps  qu'une  forme  passive,  le 
groupe  illimité  des  formules  qui  donnent  la  solution  numérique  géné- 
rale de  cette  forme  prolongée,  et  où  les  quantités  principales  se 
trouvent,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  définition  de  la  passivité 
(n"  101),  exprimées  à  l'aide  des  variables  indépendantes  et  des  quan- 
tités paramétriques.  Cela  étant,  nous  dirons  qu'une  forme  passive 
est  ordinaire,  si,  en  attribuant  à  chacune  des  variables  indépendantes 
une  cote  (unique)  égale  à  i  et  à  chacune  des  fonctions  inconnues 
une  cote  (unique)  convenablement  choisie,  les  formules  dont  il 
s'agit  satisfont  toutes,  sauf  un  nombre  essentiellement  limité  d'entre 
elles,  à  la  condition  que  le  second  membre  de  chacune  ait  une  cote 
au  plus  égale  à  celle  du  premier  membre  correspondant  (').  Telles 
sont,  par  exemple,  les  formes  complètement  intégrables  indiquées 
dans  nos  théorèmes  d'existence  (Chap.  Vil,  X  et  XII). 

221.  Si  l'on  réduit  à  une  forme  passive  ordinaire  (n"  220)  un 
système    différentiel    donné    quelconque    {non    impossible),    les 


(1)  On  n'augmenterait  pas  la  généralité  de  cette  définition,  si,  au  lieu  d'assujettir 
la  cote  commune  des  variables  indépendantes  à  être  égale  à  i,  on  l'assujettissait  sim- 
plement à  être  supérieure  à  zéro  (et  entière).  Voir  à  ce  sujet  le  Mémoire  ayant  pour 
titre  :  Sur  le  degré  de  généralité  d'un  système  différentiel  quelconque  {Acta 
mathematica,  t.  XXV,  p.  343,  344  et  345), 
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nombies  \  et  a,  définis  au  /î"  219^  ont  des  valeurs  indépendantes 
du  mode  de  réduction  adopté. 

Si  V on  réduit  ce  même  système  à  une  forme  passive  quelconque, 
et  qu'on  désigne  par  L,  M  les  valeurs  coiïstantes  de  X,  \k  cpii  se 
rapportent  aux  formes  passives  ordinaires,  on  a  nécessairement, 
ou  bien 

L  -  A  >  G, 


ou  bien 

L  -  X  =  o, 

M- 

-[a>o, 

ou  bien  enfin 

L  _  X  =  o, 

M 

-\x.  =  o. 

1.  Considérons  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  diverses 
dérivées  (d'ordre  positif  ou  nul)  des  fonctions  inconnues  c|ui  s'y 
trouvent  engagées,  et  présentant  d'ailleurs  une  structure  quelconque; 
attribuons  ensuite  aux  variables  ^,j>^,  . . .  des  cotes  respectives  toutes 
égales  à  1 ,  et  aux  inconnues  «,  r,  ...  les  cotes  respectives  c,/,  Cç,,  ... 
(arbitrairement  choisies).  Parmi  les  quantités  (inconnues  et  dérivées) 
dont  la  cote  ne  surpasse  pas  un  entier  donné  C,  les  unes  sont  princi- 
pales, les  autres  paramétriques  relativement  au  système  donné  :  cela 
étant,  proposons-nous  d'évaluer  le  nombre  de  celles  qui  sont  para- 
métriques. 

En  désignant  par  w  l'une  quelconque  des  inconnues  u^  v^  ...,  la 
détermination  initiale  schématique  de  w  peut,  comme  on  sait,  se 
représenter  par  la  somme  (irréductible)  d'un  nombre  limité  de  termes 
dont  chacun  a  la  forme 

(5)  (^oo—x,y<'iy—y,)b...V, 

«,  6,  . .  .  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls,  et  F  une  fonction  arbi- 
traire de  quelques-unes  des  variables.  Si  l'on  désigne  par  ^la  somme 
«  H-  6  H-  .  .  .,  et  qu'on  suppose  l'arbitraire  F  développée,  à  partir  des 
valeurs  initiales  des  variables  dont  elle  dépend,  en  une  série  entière 
par  rapport  à  leurs  accroissements,  les  seuls  termes  du  développe- 
ment en  question  auxquels  corresponde  une  quantité  paramétrique 
de  cote  inférieure  ou  égale  à  C  sont  évidemment  ceux  qui  présentent, 
par  rapport  à  l'ensemble  des  accroissements,  un  degré  inférieur  ou 
égal  à  C  —  c,v —  g.  D'après  cela,  pour  obtenir  le  nombre  cherché,  on 
évaluera,  dans  F  développé,  le  nombre  des  termes  dont  le  degré  ne 
surpasse  pas  C  —  c^v — g-,  ce  (jui  donne,  en  désignant  par  /'  le  genre 
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de  l'arbitraire  F, 

/c,  (G  —  c,i,— ,^H-i)(G  —  c^,—  g  ^  2)-  •  -(G  —  Cw—  g  ^  r) 


on  répétera,  pour  chacun  des  termes  de  la  somme  schématique  qui 
représente  la  détermination  initiale  de  w^  le  calcul  auquel  donne  lieu 
l'expression  (5),  on  opérera  pour  chacune  des  inconnues  comme  il 
vient  d'être  dit  pour  (v,  et  l'on  ajoutera  finalement  tous  les  résultats 
obtenus. 

Observons  que  V expression  (6)  est  un  polynôme  entier  en  C 

ayant  pour  terme  de  degré  maximum  ;• 

II.  Supposons  maintenant  qu'un  système  différentiel  quelconque 
(non  impossible)  ait  été  mis  d'abord  sous  une  forme  passive  ordi- 
naire, S',  puis  sous  une  iorme passii^e  quelconque,  S'';  et  soient  à', 
[jl'  et  X",  y!'  les  valeurs  de  X,  ^  qui  correspondent  respectivement  à 
ces  deux  formes  (n*^  219).  Je  dis  qu'o/i  a  nécessairement,  ou  bien 

X'— X">o, 
(tu  bien 

X'— X"=o,         [^'— [a">o, 
ou  bien  enfin 

X'— X"=o,         [ji'— |jl"=o. 

Effectivement,  puisque  la  forme  passive  S'  est  ordinaire,  chacune 
des  variables  x^  y^  . . .  s'y  trouve,  conformément  à  notre  définition 
du  n®  220,  affectée  de  la  cote  i ,  et  chacune  des  inconnues  u^  t^,  . . . 
d'une  cote  convenablement  choisie  ;  et,  si  l'on  considère  alors  les 
formules  (résolues  par  rapport  aux  quantités  principales  de  S')  qui 
donnent  la  solution  numérique  générale  de  S'  prolongé,  toutes,  sauf 
un  nombre  essentiellement  limité  d'entre  elles,  satisfont  à  la  condition 
que  le  second  membre  de  chacune  ait  une  cote  au  plus  égale  à  celle 
du  premier  membre  correspondant. 

Gela  étant,  convenons,  soit  qu'il  s'agisse  de  S',  soit  qu'il  s'agisse 
de  S",  d'évaluer  la  cote  d'une  quantité  quelconque  (inconnue  ou 
dérivée)  comme  s'il  s'agissait  de  S'.  Soient,  en  outre  : 

U'  les  formules  (résolues  par  rapport  aux  quantités  principales 
de  S^)  qui  donnent  la  solution  numérique  générale  de  S'  prolongé; 

W  les  formules  (résolues  par  rapport  aux  quantités  principales 
de  S'')  qui  donnent  la  solution  numérique  générale  de  S'^  prolongé; 
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C  un  entier  (algébrique)  donné; 

'^'P'  le  nombre  des  quantités  paramétriques  de  S'  dont  la  cote  ne 
surpasse  pas  C,  '^*'N'  le  nombre  des  quantités  principales  de  S'  satis- 
faisant à  cett«  même  condition,  et  '^'K^  le  groupe,  extrait  de  li',  qui 
a  pour  premiers  membres  ces  quantités  principales; 

lop//^  <C'N%  ^^^\i"  les  objets  analogues  pour  S". 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  les  relations  lii',  le  groupe 
*^'tl(',  à  partir  de  C  suffisamment  grand,  ne  contient  effectivement, 
outre  les  variables  indépendantes,  que  des  quantités  (inconnues  ou 
dérivées)  dont  la  cote  ne  surpasse  pas  C.  D'ailleurs,  1^'  et  V  sont 
numériquement  équivalents  [voir  l'observation  faite  au  début  du 
n°  220)  ;  il  en  résulte  que  '^'tt'  est  une  conséquence  numérique 
de  V,  et,  par  suite,  que  les  relations  <^'>t('  se  transforment  en  iden- 
tités quand  on  y  tient  compte  des  relations  <^îll('^  Les  systèmes  *^'"K', 
*^'li("  étant  réduits,  le  nombre  des  relations  '^*1K'  est  donc  au  plus  égal 
à  celui  des  relations  ^^*W  (n''  129),  et  l'on  a,  à  partir  de  C  suffisam- 
ment grand, 

(C)]^'£(C)|\"| 

comme  on  a  d'ailleurs 

(C)]\'_|_(G)p'  _  ((;)]\"^_(C)p"^ 

il  en  résulte  évidemment 

(Cip'^iOp"^ 

Cela  étant,  on  ne  peut  avoir  )/<;  )/'  :  car,  s'il  en  était  ainsi,  les 
nombres  *^'P'  et  *^'P'^,  évalués  conformément  aux  indications  de 
l'alinéa  1,  seraient  respectivement  exprimés  par  deux  polynômes 
entiers  en  G  dont  le  premier  serait  de  degré  inférieur  au  second;  à 
partir  de  G  suffisamment  grand,  on  aurait  donc  (n"  219,  I),  contrai- 
rement à  ce  qui  précède, 

(C)p'<^  (C)p", 

Je  dis,  de  plus,  que,  dans  l'hypothèse  V=X'^,  on  ne  peut  avoir 
p.'<;  u"  :  car,  s'il  en  était  ainsi,  les  nombres  *^*P'  et  *^'P"  seraient 
respectivement  exprimés  par  deux  polynômes  entiers  de  même  degré 
en  G,  et  le  coefficient  du  terme  de  degré  maximum  serait  plus  petit 
pour  le  premier  polynôme  que  pour  le  second,  ce  qui  entraînerait 
encore  (n"  219,  I),  à  partir  de  G  suffisamment  grand, 

(C)p'<^  tCip"^ 
R.  3, 
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III.  Les  nombres  \  et  ^  gardent  des  valeurs  constantes  dans 
toutes  les  formes  passives  ordinaires  auxquelles  on  peut  réduire 
le  système  différentiel  donné. 

Supposons  en  ellel  que  les  formes  passives  S'  et  S",  considérées  à 
l'alinéa  précédent,  soient  l'une  et  l'autre  ordinaires.  Comme  nous 
venons  de  le  voir,  on  a  nécessairement 


ou  bien 

X'_X">o; 

ou  bien 

X'_X"=o, 

\i'  —  a"  >  0  ; 

ou  bien 

X'—  X"=  0, 

^'—   fj.'=:0. 

,n  vertu  du 

même  raisonnement,  fait 

en  sens  inver 

îment  aussi 

ou  bien 

X"  —  X'>  0; 

ou  bien 

X"-X'=o, 

f^"-  f^'>o; 

ou  bien 

X"-X'=o, 

[i'—  IX.' ^  0. 

Or,  ces  deux  conclusions  ne  sont  conciliables  que  si  l'on  a 

X'— X"=o,         fji'— fji"=o     (1). 

222.  Etant  donnés  àens.  sjsVeuvQs  passifs,  S',  &* .,  désignons  par  X', 
^  et  )^'',  \i!'  les  valeurs  de  X,  pi  qui  s'y  rapportent  respectivement 
(n°  219),  et  convenons  de  dire  que  les  formes  passives  S',  S"  ont  un 
degré  de  généralité  égal,  si  les  deux  différences 

X'-X",         fx'-fx" 

s'annulent  à  la  fois  ;  convenons  de  dire,  dans  le  cas  contraire,  que  la 
forme  S'  a  un  degré  de  généralité  supérieur  ou  inférieur  à  celui 
de  la  forme  S'',  suivant  que  la  première  de  ces  deux  différences  qui 
ne  s'annule  pas  est  positive  ou  négative. 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  convention  que  si  l'on  considère 
trois  systèmes  passifs,  S^,  S'^,  S"^,  dont  le  premier  soit  plus  général 
que  le  second,  et  le  second  plus  général  que  le  troisième,  le  premier 
ne  peut  manquer  d'être  plus  général  que  le  troisième.  Désignons  en 


(')  Les  valeurs  constantes  que  gardent  les  nombres  X  et  [x  dans  les  circonstances 
spécifiées  à  l'alinéa  III  sont  d'ailleurs  indépendantes  du  changement  des  variables  et 
des  inconnues.  Voir  à  ce  sujet  le  xMémoire  ayant  pour  titre  :  Sur  le  degré  de  géné- 
ralité d'un  système  différentiel  quelconque  {Acta  mathematica,  t.  XXV',  p.  348 
et  349). 
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efFet  par 

X',    IX':      r,    f^';      V",    fx'" 

les  valeurs  de  A,  'j.  qui  se  rapportent  respectivement  aux  trois  systèmes, 
et  écrivons  en  un  Tableau  rectangulaire  les  ditlerences 

X'  —  X",     ix'  —  fx", 

X"  — A'",      ix"  —  ix"\ 
X'-X'",      ix'-ix'"; 

dans  ce  Tableau,  le  dernier  nombre  de  chaque  colonne  verticale  est 
la  somme  des  deux  nombres  placés  au-dessus  de  lui.  En  conséquence, 
si  chacune  des  deux  premières  lignes  horizontales  possède  la  double 
propriété  que  les  deux  différences  qu'elle  contient  ne  s'annulent  pas 
à  la  fois,  et  que  la  première  d'entre  elles  non  égale  à  zéro  soit  positive, 
la  troisième  ligne  horizontale  ne  pourra  manquer  d'en  jouir  aussi. 

Cela  étant,  la  proposition  du  numéro  précédent  peut  s'exprimer 
plus  brièvement  en  disant  que,  parmi  toutes  les  formes  passives 
sous  lesquelles  on  peut  mettre  un  système  différentiel  donné  {non 
impossible),  les  formes  passives  ordinaires  présentent  un  degré 
de  généralité  constant^  qui  se  trouve  être,  de  plus,  supérieur  ou 
égal  à  celui  de  toute  autre. 

223.  A  notre  proposition  du  n"  221,  on  peut  ajouter  la  remarque 
suivante  : 

Considérons  deux  formes  passives  ordinaires  d^  un  même  système 
différentiel,  et  supposons  que,  dans  ces  deux  formes,  les  cotes  des 
fonctions  inconnues  soient  respectivement  les  mêmes  :  cela  étant,  si 
Ton  désigne  par  G  un  entier  (algébrique)  quelconque,  les  deux 
formes  finissent  par  avoir,  pour  C  suffisamment  grand,  le  même 
nombre  de  quantités  paramétriques  de  cote  inférieure  ou  égale 
à  C  (et  par  suite  aussi  le  même  nombre  de  quantités  paramétriques  de 
cote  égale  à  C). 

Si  l'on  adopte  en  effet  les  mêmes  notations  qu'à  l'alinéa  11  du 
n'  221,  on  finit  par  avoir,  en  vertu  du  même  raisonnement, 

(C)P'^(C)p"^ 
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puis,  en  vertu  du  inéine  raisonnement  fait  en  sens  inverse, 

d'où  '       . 

(dp'—  (op"^ 

224-.   Nous  avons  étudié  au  Chapitre  XI  le  système  différentiel 

,    ^  V^  du    du 

où  w,  v^  ...,  w  désignent  n  fonctions  inconnues  des  ii  variables 
indépendantes  x^^  x^^  •-.,  ^/o  {hj)  une  combinaison  de  deux 
entiers,  distincts  ou  non,  pris  dans  la  suite  1,2,  . . .,  /i  et  tji/ y(=  jjiy /) 
une  fonction  donnée  des  variables  indépendantes  (la  sommation 
indiquée  par  le  symbole  S  doit  s'étendre  aux  n  fonctions  inconnues  w, 
i',  .. .,  w).  Après  avoir  établi  les  conditions  de  possibilité  du  système 

formé  par  les  équations  ('^),  nous  avons,  dans  le  système  P, 

que  forment  les  conditions  dont  il  s'agit,  considéré  les  fonctions  ^-ij 
comme  des  inconnues,  puis,  mettant  le  système  P  sous  une  forme 
orthonome  passive,  O,  résolue  par  rapport  à  certaines  dérivées 
secondes,  nous  avons  constaté  que  n  des  fonctions  [f-ij y  sont  com- 
plètement arbitiaires  (n°  193). 

Il  était  facile  de  le  prévoir. 

Si  l'on  considère  en  effet  le  système  (7)  comme  impliquant  les 

n(n  -¥-\)        n(/i  +  3) 


fonctions  inconnues 


V,     . . . ,     w, 


des  variables  indépendantes  x^^  x-i^  ...,  Xn-,  on  obtient,  comme  il 

est  très  facile  de  s'en  rendre  compte,    une  première  forme  passive 

I .      •         1                     ,                  I         r      I                                                   n{n  -\-  \) 
ordinaire  de  ce  système   en  le  resolvant   par  rapport   aux  

inconnues  a/^y,  puis  une  deuxième  en  adjoignant  aux  équations  R, 
et  R2  du  n*'  178  (alinéa  III)  les  conditions  de  possibilité  O.  Gela 
étant,  si,  après  avoir  fixé  pour  chacune  des  deux  formes  du  système  (  7  ) 
l'économie  des  conditions  initiales,  on  se  borne  pour  chacune  d'elles 
à  la  considération  exclusive  des  arbitraires  où  le  nombre  des  variables 
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indépendantes  est  maximum,  il  résulte  des  principes  exposés 
ci-dessus  (n"  221)  que  ces  arbitraires  doivent  dépendre  de  part  et 
d'autre  du  même  nombre  de  variables  et  être  de  part  et  d'autre  en 
même  nombre.  Or,  puisque  la  première  forme,  examinée  à  ce  point 
de  vue,  comporte  manifestement  /?  fonctions  arbitraires  des  n  variables 
indépendantes,  il  en  est  forcément  de  même  pour  la  seconde  ;  et,  cela 
étant,  puisque  les  conditions  initiales  du  système  (R,,  R2)  ne  com- 
portent (par  rapport  à  «,  (^,  . . .,  w)  que  des  constantes  arbitraires,  il 
faut  bien  que,  dans  O,  les  conditions  initiales  comportent  (par  rapport 
aux  ^^ij)  n  fonctions  arbitraires  des  n  variables  indépendantes, 
c'est-à-dire  que  n  des  fonctions  ^ij  (et  pas  davantage)  soient  entiè- 
rement arbitraires. 

11  est  facile  de  voir  en  outre,  ce  qui  concorde  avec  une  consta- 
tation déjà  faite  (n"  193),  que,  dans  la  forme  considérée  du  sys- 
tème P,  r ensemble  des  conditions  initiales  relatives  aux  — ^^ 

inconnues  non  entièrement  arbitraires  contient  forcément  (avec 
diverses  arbitraires  de  genre  inférieur  à  n  —  1)  n  arbitraires  de 
genre  n  —  i . 

Considérons  en  effet,  d'une  part  la  forme  obtenue  en  résolvant  le 
système  (7)  par  rapport  aux  inconnues  ^,ij^  d'autre  part  la  forme 
obtenue  en  adjoignant  aux  équations  (Ri,  R2)  le  système  P,  mis  sous 
la  forme  O  :  dans  cette  forme  O,  il  est  évidemment  permis  de  supposer 
que  la  cote  (première)  commune  à  toutes  les  inconnues  ^ij^  au  lieu 
d'être  nulle  comme  nous  l'avons  supposé  au  n"  186,  a  pour  valeur 
l'unité.  Cela  étant,  si,  dans  l'une  et  l'autre  des  deux  formes  ci-dessus 
spécifiées  du  système  (7),  on  attribue  aux  variables  x^^  x^^  •  •  .,  Xn 
des  cotes  respectives  toutes  égales  à  1 ,  et  aux  inconnues 

les  cotes  respectives 

o,       o,        ...,       G,        I, 

il  est  facile  de  voir  que  l'une  et  l'autre  satisfont  à  la  définition  des 
formes  passives  ordinaires;  il  résulte  de  là  (n'  223)  que,  pour  k 
suffisamment  grand,  le  nombre  des  quantités  paramétriques  de  cote 
inférieure  ou  égale  à  /r  H-  1  est  le  même  pour  les  deux  formes.  Obser- 
vons maintenant  que,  dans  le  système  (7)  résolu  par  rapport  aux 
fonctions  |jL/.y,  toutes  les  dérivées  d'ordres  quelcouques  (^o)  de  ces 
fonctions  sont  principales,  et  toutes  les  dérivées  de  w,  t^,  . . .,  w^'  para- 
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métriques,  tandis  que,  dans  le  système  (O,  R,,  R2),  les  dérivées 
des  ^ij  sont,  les  unes  principales,  les  autres  paramétriques,  toutes 

les  dérivées  de  m,  p,  .  .  . ,  iv  d'ordre  supérieur  à  i  principales,  et 

dérivées  premières  de  u^  v,  .  . .,  w  paramétriques,  ainsi  que  ces  fonc- 
tions elles-mêmes.  En  écrivant  alors  que  le  nombre  des  quantités 
paramétriques  de  cote  inférieure  ou  égale  à  k  -\-  i  est  le  même  pour 
es  deux  formes  considérées,  on  est  conduit  à  cette  conclusion  que, 
dans  le  système  O,  le  nombre  des  quantités  paramétriques  d'ordre 
inférieur  ou  égal  à  k  des  fonctions  [JL/^y  s'obtiendra  en  considérant  le 
nombre  total  des  quantités  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  k  -\-  i  fournies 
par  M,  V,  .  . .,  (^,  et  retranchant  de  ce  nombre 

n( n  —  I)  n(n  ■+- 1) 

h  n  =   -y 

•1  '1 

ce  qui  donne 

■  (A--f- 2)(A- -f- 3).  .  .(/  -I- //)(A-+ ^  ^  I)        n{n-\-\) 

n —  • 

i    1.  .  .{n  —  \)n  2 

En  retranchant  de  ce  nombre  celui  des  dérivées  d'ordre  inférieur 
ou  égal  à  k  des  n  fonctions  entièrement  arbitraires  du  système  O,  il 
reste,  pour  les  dérivées  paramétriques  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  k 

des fonctions  ]j.ij  restantes,  le  nombre 

n 

V  .1,  ,  ,{n  —  \)n  ■}. 

'{k-\-i){k-^i)...{k'-^n) 


ou 


I  .  -2  .  .  .  (  71  —  I  ) 


(A  +  2)(X:^-  3  )...(/•-+- Ai)—  '^—^ 


c'est-à-dire  un  polynôme   entier  en   k  ayant  pour   terme   de  degré 

maximum 

A'^-> 


I  .  2  .  .  .  (  71  —  I  ) 


On  conclut  de  là,  conformément  à  notre  calcul  du  n°  219  (ali- 
néa II),  qu'après  avoir  fixé  d'une  manière  quelconque  les  inconnues 
entièrement  arbitraires  du  système  O,  la  solution  générale  du  système 

résultani    comporte    bien,    pour    les inconnues    restantes, 

n  fonctions  arbitraires  de  «  —  1  variables. 
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225.   La  détermination  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
orthogonales  à  n  variables  conduit,  comme  il  a  été  dit  au  n**  19o, 

n{n  —  I  )  ,  .  .       , 

aux ^ équations  simultanées 


(8) 


'^  ou     ou   _ 
jLêÀ  dxi  dxj         ! 


OÙ  M,  p,  .  . .,  w'  désignent  n  fonctions  inconnues  des  n  variables  indé- 
pendantes ^^,  ^27  '••i^fi^  (h  j)  ^^e  combinaison  de  deux  entiers 
distincts  pris  dans  la  suite  i,  2,  .  .  .,  /i,  et  où  les  sommations  indi- 
quées par  le  symbole  S  doivent  s'étendre  aux  n  fonctions  inconnues 


w,  c^,  ...,  iV 


.  Gela  étant 


Si  l'on  met  le  système  (8),  aux  inconnues  u^  <^  •  •  7  ^"^i  sous  l' une 
des  formes  complètement  intégrables  définies  par  nos  théorèmes 
d'existence,    l'ensemble   des   conditions   initiales   contient   (avec 

diverses  arbitraires  de  genre  inférieur  à  2)  — arbitraires  de 

genre  2. 

Adjoignons  en  effet  aux  équations  données  (8)  les  équations 

où  p.<,i,  [^2,2?  •••,  Y'ii^n  désignent  des  inconnues  auxiliaires  :  dans  le 
système  [(8),  (9)]  se  trouvent  alors  engagées  les  in  inconnues 

M,  V,  . . .,      tP, 

f-tl,l5        î-'-2,2i         •  •  •  ,        H-//, «5 

des  n  variables  indépendantes 

Or,  si  l'on  désigne  par  S  l'une  des  formes  complètement  intégrables 
de  (8)  que  spécifie  notre  énoncé,  on  obtiendra  évidemment  une  forme 
passive  ordinaire  du  système  [(8),  (9)]  en  résolvant  les  équations  (9) 
par  rapport  aux  inconnues  |ji,  remplaçant  dans  les  seconds  membres 
les  dérivées  principales  (premières)  de  w,  (^,  . . .,  «^  par  leurs  valeurs 
tirées  de  S,  et  adjoignant  finalement  à  S  le  système  Q  ainsi  obtenu  : 
il  est  manifeste  d'ailleurs  que  le  système  (S,  Q)  a  le  même  degré  de 
généralité  que  S. 
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On  obtient,  d'autre  part,  une  deuxième  forme  passive  ordinaire 
de  [(8),  (9)]  en  adjoignant  aux  équations  R, ,  R2  du  n°  178  les  condi- 
tions de  possibilité  du  système  [(8),  (9)]  mises  sous  la  forme  indi- 
quée au  n"  \9i. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  19o,  l'ensemble  des  conditions 
initiales  relatives  à  ce  dernier  système  contient  (avec  diverses  arbi- 
traires de  genre  inférieur  à  2)  —  arbitraires  de  genre  2  :  il  en 

est  donc  de  même  (n*^  221)  du  système  (S,  Q),  et,  par  suite,  du 
système  S. 

226.  Toute  forme  passive  où  les  déteiminations  initiales  sché- 
matiques des  intégrales  hypothétiques  ne  contiennent  qu\in 
nombre  limité  d^ arbitraires  de  genre  zéro,  sans  aucune  arbi- 
traire de  genre  supérieur,  ne  peut  manquer  d^  être  :  i""  ordinaire  ; 
2"  complètement  intégrable. 

Plus  brièvement  :  toute  forme  passive  ne  dépendant  que  d^ un 
nombre  fini  de  constantes  arbitraires  est  ordinaire  et  complète- 
ment intégrable. 

I.  Une  pareille  forme  est  nécessairement  o/'û?ma/re. 
Considérons  en  effet  les  formules  de  résolution  du  système  prolongé, 

qui  expriment  les  quantités  principales  à  l'aide  des  variables  indépen- 
dantes et  des  quantités  paramétriques  :  le  nombre  des  quantités  para- 
métriques étant  essentiellement  limité,  il  est  clair  qu'à  partir  d'une 
valeur  suffisamment  grande  de  /:,  Texpression  d'une  dérivée  princi- 
pale d'ordre  k  ne  contient,  avec  les  variables  ^,  JK,  ...,  que  des 
dérivées  paramétriques  dont  l'ordre  (positif  ou  nul)  tombe  au- 
dessous  de  A"  :  il  suffît  dès  lors,  pour  se  convaincre  que  la  forme  pas- 
sive est  ordinaire,  d'attribuer  à  chaque  fonction  inconnue  la  cote 
zéro  en  même  temps  qu'on  attribue  à  chaque  variable  indépendante 
la  cote  1 . 

II.  Une  pareille  forme  est,  de  plus,  complètement  intégrable  :  en 
d'autres  termes,  elle  admet  une  solution  analytique  répondant  à  des 
conditions  initiales  arbitrairement  choisies,  c'est-à-dire  telle  que, 
pour  des  valeurs  numériques  données  des  variables  x^  y,  ...,  les 
quantités  paramétriques  (en  nombre  limité)  prennent  des  valeurs 
numériques  données. 
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Désignons  en  efTet  par  S  la  forme  passive  donnée,  nécessairement 
ordinaire  d'après  I  ;  en  vertu  de  la  possibilité  numérique  de  S  pro- 
longé, l'application  au  système  S  de  la  méthode  exposée  au  n°2l5 
ou  216  conduit  forcément  (n''  217,  1)  à  une  forme  passive  ordinaire,  S', 
complètement  intégrable,  ayant  le  même  degré  de  généralité  que  S 
(n'^^â^),  et  telle  que  S'  prolongé  équivaille  numériquement  à  S  pro- 
longé. 

Cela  posé,  considérons,  dans  S  prolongé,  la  solution  numérique 
où  ^,  y,  ...  et  les  quantités  paramétriques  (de  S)  possèdent  les 
valeurs  choisies  :  cette  solution  ne  peut  manquer  de  vérifier  aussi  le 
système  S'  prolongé;  d'ailleurs,  la  forme  S',  ayant  le  même  degré  de 
généralité  que  S,  ne  dépend,  elle  non  plus,  que  d'un  nombre  limité 
de  quantités  paramétriques  :  la  solution  numérique  considérée  don- 
nera donc  lieu,  dans  S' ,  à  des  déterminations  initiales  convergentes, 
et  par  suite,  puisque  le  système  S'  est  complètement  intégrable, 
fournira  une  solution  analytique  de  S',  donc  aussi  une  solution  analy- 
tique de  S. 

227.  Si  un  système  différentiel  peut^  de  quelque  manière^  être 
mis  sous  une  forme  passive  ne  dépendant  que  d' un  nombre  fini  de 
constantes  arbitraires,  toutes  les  formes  passives  du  système  en 
question  dépendent  du  même  nombre  de  constantes  et  sont  complè- 
tement intégrables. 

Soient  S',  S"  deux  formes  passives  du  système  donné,  dont  la 
première.  S',  est  supposée  ne  dépendre  que  d'un  nombre  fini  de 
constantes  arbitraires  ;  et  soient  V,  V  les  deux  valeurs  de  \  qui  s'y 
rapportent  respectivement.  La  forme  S',  ne  dépendant  que  d'un 
nombre  fini  de  constantes  arbitraires,  est  nécessairement  ordinaire 
(n^'  226),  et  l'on  a  dès  lors,  en  vertu  du  n*'  221, 

X'-X"^o; 

il  en  résulte,  puisque  )/  est  nul  par  hypothèse, 

X"io; 

comme  d'ailleurs  à"  ne  peut  être  négatif,  il  est  forcément  nul,  et  la 
forme  S",   ne  dépendant,  elle  non  plus,   que   d'un  nombre   fini   de 
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constantes  arbitraires,  est  ordinaire  comme  S'  (n"  226).  Finalement, 
les  deux  formes  passives  S',  S",  étant  ordinaires,  possèdent  le  même 
degré  de  généralité,  et,  par  suite,  dépendent  du  même  nombre  de 
constantes;  elles  sont,  de  plus,  complètement  intégrables,  en  vertu 
du  numéro  précédent  (  '  ). 


(')  Il  va  sans  dire  que  ces  propriétés  sont  indépendantes  du  changement  des 
variables  et  des  inconnues.  Voir  à  ce  sujet  le  Mémoire  déjà  cité  (^cfa  mathematica, 
t.  XXV,  p.  352). 


FIN. 


ERRATA, 


Page  394,  dans  la  première  figure,  intervertir  les  lettres  u  et  v. 


■^i^J£l&gr./'--'"'^-?^?*l^iS^-v^»^-^^.vS^''. 


TABLE    DES    MATIÈRES.  587 


TABLE  DES  MATIÈRES 


Pages. 

Préface .         i 


CHAPITRE  I. 

CONTINUITÉ. 

Espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  ;    régions  limitées  ;    régions 

complètes i 

Variantes  dans  l'espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions 6 

Généralités  relatives  aux  régions  à  la  fois  limitées  et   complètes i5 

Fonctions  continues 25 


CHAPITRE  IL 

SÉRIES    EN   GÉNÉRAL   ET   SERIES    ENTIÈRES. 

Premières  propriétés Sa 

Observations  sur  les  séries  à  termes  positifs 35 

Séries  absolument  convergentes Sg 

Séries  entières  ;  domaines  de  convergence 48 

Séries  entières;  substitution  à  chaque  variable  indépendante  d'une  somme  de 

quelques  autres 56 

Continuité  de  la  somme  d'une  série  entière 58 

Conditions  pour  que  la  somme  d'une  série  entière   soit  nulle  identiquement, 

pour  que  celles  de  deux  séries  entières  soient  égales  identiquement 62 


CHAPITRE  III. 

FONCTIONS    OLOTR0PES    ET    LEURS    DÉRIVÉES; 
COMPOSITION    DES    FONCTIONS   OLOTROPES. 

Régions  continues  ;    régions  normales 65 

Définition  des  fonctions  olotropes 71 

Dérivées   premières -j-j 

Dérivées  d'ordres  quelconques 82 


588  TARLK    DRS    ■VIATIÉHES. 

Pages. 
Nullité  identique  d'une  fonction  olotiope;  égalité  identique  de  deux  fonctions 

olotropes 85 

Principe  {,^énéral  de  la  composition  des  fonctions  olotropes r 89 

Difl'érentiation  des  fonctions  composées '. 94 

CHAPITRE  IV. 

GÉNÉRALITÉS   SUR    LE   CALCUL    DES    FONCTIONS    PAR    CHEMINEMENT. 

Définitions    premières  relatives  au    calcul    des    fonctions    par   cheminement  ; 

monodromie 100 

Régions  monodromiques io3 

Observation  générale  sur  les  problèmes  traités  dans  les  Chapitres  suivants...  119 

CHAPITRE  V. 

FONCTIONS   SCHÉMATIQUES   ET   COUPURES. 

Intégration   de  l'équation  -r—  =/{x,y^  . . .  ) 120 

Fonctions  schématiques  et  coupures  ;    propositions  .relatives  aux  coupures...      126 


CHAPriRE  VI. 

CALCUL    INVERSE    DE    LA    DÉRIVATION. 

Économie  des  conditions  initiales  dans  les  systèmes  différentiels   résolus    par 

rapport  à  diverses  dérivées  des  inconnues 169 

Calcul  inverse  de  la  dérivation  ;    théorème  d'existence 175 

Calcul  inverse  de  la  dérivation  ;  réduction  à  des  quadratures » i8o 

CHAPITRE  VII. 

SYSTÈMES    ORTHONOMES. 

Systèmes  passifs  ;  systèmes  complètement  intégrables 190 

Définition  des  systèmes  orthonomes 201 

Règle  provisoire  de  passivité  d'un  système  orthonome 2i3 

Convergence  des  développements  des  intégrales  d'un  système  orthonome;  théo- 
rème  d'existence 224 

CHAPITRE  VIII. 

FONCTIONS    IMPLICITES. 

Propositions   fondamentales 25.5 

Systèmes  d'équations  olotropes  considérés  au  point  de  vue  de  leurs  solutions 
numériques 278 


TABLE    DES    MATIÈRES.  689 

Pages. 
Systèmes  d'équations  olotropes  où  certaines    indéternriinées   sont  assujetties  à 
être  fonctions  des  autres ■. 297 


CHAPITUb:  IX. 

SIMPLIFICATION    ET    EXTENSION    DES    RÉSULTATS    OBTENUS    SUR    LES 
SYSTÈMES   ORTHONOMES    :    PROPOSITIONS    PRÉLIMINAIRES. 

Corrélation  multiplicatoire  entre  les  systèmes  diflérentiels 3oi 

Réduction  au  grade  i 827 

Réduction  au  premier  ordre 337 


CHAPITHE  X. 

SIMPLIFICATION   ET    EXTENSION    DKS    RÉSULTATS   OBTENUS    SUR   LES   SYSTEMES 
ORTHONOMES    :    THEOREMES    d'EXISTENCE. 

Simplification  de  la  règle  de  passivité  d'un  système  orthonome 356 

Extension  des  théorèmes  d'existence 364 


CHAPITRE  XI. 

APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES  A  L'iNTÉGRATION  DES  SYSTÈMES  d'ÉQUA- 
TIONS  aux  dérivées  partielles  auxquels  conduisent  :  1°  l'étude  DES  DÉFOR- 
MATIONS FINIES  d'un  milieu  CONTINU  DANS  l'eSPACE  A  UN  NOMBRE  QUELCONQUE 
DE  dimensions;  2°  LA  DÉTERMINATION  DES  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES  CURVI- 
LIGNES   ORTHOGONALES   A   UN   NOMBRE   QUELCONQUE   DE   VARIABLES. 

Etude  préliminaire  d'un  système  d'équations   algébriques 391 

Etude  du  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  auquel  conduit  la  théorie 

des  déformations  finies  dans  l'espace  à  n  dimensions  ;  conditions  de  possibilité.  402 

Etude  du  système  formé  par  les  conditions  de  possibilité ^3o 

Examen  d'un  cas  particulier 460 

Détermination  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  à  n  va- 
riables   466 


CHAPITRE  XII. 

SYSTÈMES    DIFFÉRENTIELS    OÙ    LES   CONDITIONS    INITIALES    PRÉSENTENT 
UNE   DISPOSITION    RÉGULIÈRE. 

Simplification  de  certains  théorèmes  d'existence  dans  le  cas  où  les   conditions 

initiales  du  système  proposé  présentent  une  disposition  régulière 468 

Réduction  des  systèmes  auxquels  s'appliquent  les  considérations  précédentes..     484 


SgO  TABLE    DES   MATIÈRES. 


CBAPITKE  XIII. 

SYSTÈMES    DIFFÉRENTIELS    DONT    l'inTÉGRATION    SE    RAMÈNE    A    CELLE     d'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES    TOTALES. 

Pages. 

Systèmes  passifs  d'équations  linéaires  et  homogènes  du  premier  ordre  à  une 
seule  fonction  inconnue  ;  méthode  de  Jacobi 49^ 

Systèmes  passifs  d'équations  linéaires  et  non  homogènes  du  premier  ordre  à 
une  seule  fonction  inconnue  ;  méthode  de  Jacobi  ;  son  extension  à  un  cas  qui 
comporte  plusieurs  inconnues 5o2 

Intégration  des  systèmes  orthonomes  passifs  de  grade  i  dont  le  Tableau  n'offre 
de  cases  vides  que  dans  une  seule  colonne 5ii 

Systèmes  réductibles  aux  précédents 5^5 


CHAPITRE  XIV. 

réduction    d'un    système    différentiel    QUELCONQUE    A    UNE    FORME 
COMPLÈTEMENT    INTEGRABLE. 

Indication  d'une  méthode  générale  pour  réduire  un  système  difîérentiel  à  une 
forme  complètement  intégrable 547 

Comparaison  entre  les  degrés  de  généralité  de  deux  formes  passives  provenant 
d'un  même  système  différentiel 070 


FIN    DE    LA    TABLE    DES    MATIERES. 


l'aris.  -  Iiiip.  GAUTHIEH-VILLAUS,  quai  des  Grands-Augustin^,  5:. 


C'*^ 


177 


■\ 


